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CONCERTO  DE  NUMERO  EN  LOS  PUEBLOS  RRJML- 
TIVOS  125,000-5,000  A,  C.)  Medir  y con  tar  fueron 
In  primern  actividadn  matunaticis  del  hombrc  pri- 
mitive. Haciendo  marcai  en  loi  troncos  dc  los  irboles 
log ra ban,  estoi  primerot  pueblos,  la  medicidn  del  Hem- 


iue  estudia  la  cantidad  consi 


CARACTER  DEL  ALGEBR 
CON  LA  ARITMETICA 


DIFERENCIA 


El  concepto  de  la  cantidad  erKXigebra  es  mucho  mas  amplio  que  en 
Aritmetica. 

En  Aritmetica  las^cantdales  se  represen  tan  por  mimeros  y £stos  ex- 
presan  va lores  deter 20  expresa  un  solo  valor:  veintej  para 
expresar  un  valor  may^N^penor  que  £ste  habra  que  escribir  un  numero 
distinto  de  20. 

En  Algebra,  pmr  fograr  la  generalization,  las  cantidades  se  represen - 
tan  por  medio  de  letras,  las  cuales  pueden  represeutar  todos  los  valores, 
Asi,  a represen  ta>4el  valor  que  nosotros  le  asignemos,  y por  tan  to  puede  re- 
presentar  20  q m&i  de  20  o menos  de  20,  a nuestra  election,  aunque  con- 

en  un  problema  asignamos  a una  letra  un  valor 
no  puede  representar,  en  el  misxno  problema,  otro 
que  le  hemos  asignado. 


viene 
valor 


ALGEBRAICA 

usados  en  Algebra  para  representar  las  cantidades  son  los 

letras. 


n ume m de  mitnalci  que  poieian; 
ritmetica.  El  origin  del  Algebra  el 
iron  eientos  de  siglo*  para  que  el  honv- 
eoncepto  abstracto  del  numero,  base 
; para  la  formacidn  de  ta  ciencia  algebraica. 


ALGEBRA  es  la  rama  de  la  Mate 
derada  del  modo  mis  general 
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algebra 


Los  numeros  se  emplean  para  representar  cantidades  conocidas  y de- 
terminadas* 

Las  letras  se  emplean  para  representar  toda  clase  de  cantidades,  ya 
sean  conocidas  o desconocidas. 

Las  cantidades  conocidas  se  expresan  por  las  primeras  letras  del  alfa- 
beto:  a,  b,  c,  d. . . 

Las  cantidades  desconocidas  se  represen  tan  por  las  ultimas  letras  del 
alfabeto:  u,  vt  wf  x,  yr  z . 

Una  misma  letra  puede  representar  distintos  va lores  diferencidndolos 
por  medio  de  comillas;  por  ejemplo:  a\  a”,  a que  se  leen  a prima,  a se- 
gunda,  a lertera,  o tambi£n  por  medio  de  subfndkes;  por  ejemplo:  alt  0%, 
Os,  que  se  leen  a subuno,  a suhdos,  a subtres. 


(V)  FORMULAS 

Consecuenda  de  la  general  izacidn  que  i in  plica  la  re  presen  tacidn  de 
las  cantidades  por  medio  de  letras  son  las  formulas  algebra  teas. 

Formula  algebraica  es  la  representacidn,  por  medio  de  letras,  de  una 
regia  o de  un  principio  general. 

Asf,  la  Geometria  ensena  que  el  drea  de  un  rectangulo  es  A ~~  l 
igual  al  producto  de  su  base  por  su  altura;  luego,  llamando  A , ~~ 

al  drea  del  rectdngulo,  b a la  base  y h a la  altura,  la  formula 


represemard  de  un  modo  general* el  drea  de 
cualquier  rectdngulo,  pues  el  drea  de  un  rec- 
tdngulo  dado  se  obtendrd  con  sdlo  sustituir 
b y h en  la  formula  anterior  por  sus  valores 
en  el  caso  dado.  Asi\  si  la  base  de  un  ret-  . 
tdngulo  es  3 in.  y su  altura  2 m.,  su  drea  serd:  y 


A — bxh  = S m,x2  m,  — 6 m.2. 


El  drea  de  otro  rectdngulo  cuya  m.x3J  m,-28  m.U1) 

base  fuera  8 m*  y su  altura  34  m.  seria:  /* 

© SIGNOS  DEL  ALGEBRA 

Los  signos  empleados  en  Algebra  son  de  tres  clases:  Sign  os  de  Ope- 
racidn,  Signos  de  Relacidn  y Signos  de  Agrupacidn. 


© SIGNOS  DE  OPERACION 

En  Algebra  se  verifican  con  las  cantidades  las  mismas  operaciones  que 
en  Aritnnkica;  Suma,  Resta,  Miiltiplicacidn,  Division,  Elevacidn  a Poten- 
cias  y Extraccidn  de  Raices,  que  se  indican  con  los  signos  siguientes: 

El  Signo  de  la  Suma  es  -f,  que  se  lee  mds,  Asi  a + b se  lee  "a  mds  b'\ 


(J)  En  el  Cap.  XVIII,  pSgina  270.  se  estudia  ampliamente  lodo  Jo  relacioivado  con  las 
formulas  algebraical. 


J 
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El  Signo  de  la  Resta  es  — , que  se  lee  menos,  A si,  a — b se  lee  "a  me- 
nos  b'\ 

El  Signo  de  la  Multiplication  es  X,  que  se  lee  multiplicado  por.  Asi, 
a x b se  lee  "a  multiplicado  por  b'\ 

En  lugar  del  signo  X suele  emplearse  un  pun  to  entre  los  factores  y 
tambi^n  se  indica  la  multiplicacibn  colocando  los  factores  entre  parent  esis, 

Asf,  a.b  y ( a)(b ) equivalen  a a X b. 

Entre  factores  literales  o entre  un  factor  num^rico  y uno  literal  el 
signo  de  multi plicacion  suele  omitirse.  Asi  abc  equivale  a a X b X c;  5xy 
equivale  a 5 X x X y. 

El  Signo  de  la  Divisidn  es  -h,  que  se  lee  dividido  entre.  Asi,  a h™  b se 
lee  " a dividido  entre  b'\  Tambi£n  se  indica  la  divisidn  separando  el  di- 
videndo  y el  divisor  por  una  raya  horizontaL  Asi,  ^ equivale  a m + n, 

El  Signo  de  la  Elevacion  a Potencia  es  el  exponente, 
que  es  un  numero  pequeno  colocado  arriba  y a la  de-  a*  — aaa'  b&  = bbbbb. 
recha  de  una  cantidad,  el  cual  indica  las  veces  que  dicha 
cantidad,  llamada  base,  se  toma  como  factor.  Asi, f 

Cuando  una  letra  no  tiene  exponente,  su  exponente  es  la  unidad. 

Asf,  a equivale  a a1;  mnx  equivale  a m1n1xl. 

El  Signo  de  Raiz  es  v7  llamado  signo  radical,  y bajo  este  signo  se  co- 
loca  la  cantidad  a la  cual  se  le  extrae  la  raiz.  Asi,  \ra  equivale  a raiz  cua- 
drada  de  a , o sea,  la  cantidad  que  elevada  al  cuadrado  reproduce  la  can- 
tidad a;  equivale  a raiz  eiibica  de  bf  o sea  la  cantidad  que  elevada 
al  cubo  reproduce  la  cantidad  b , 


En  el  proclucto  de  dos  factores,  cualquiera  de  los  factores  es  llamado 
coeficiente  del  otro  factor. 

Asi,  en  el  producto  3a  el  factor  3 es  coeficiente  del  factor  a e indica 
que  el  factor  a se  toma  como  sumando  tres  veces,  o sea  $a  — a + a + a;  en 
ei  producto  el  factor  5 es  coeficiente  de  b e indica  que  5&=fe+b-u&+&+6. 
Estos  son  coeficientes  num^ricos. 

En  el  producto  ab,  el  factor  a es  coeficiente  del  factor  b,  e indica  que 
el  factor  b se  toma  como  sumando  a veces,  o sea  ab  = b^rb  -F6  + 6 ...  a 
veees.  Este  es  un  coeficiente  literal. 

En  el  producto  de  m£s  de  dos  factores,  uno  o varies  de  ellos  son  el 
coeficiente  de  los  restantes,  Asf,  en  el  producto  abed,  a es  el  coeficiente 
de  bed ; ab  es  el  coeficiente  de  cd;  abc  es  el  coeficiente  de  d, 

Cuando  una  cantidad  no  tiene  coeficiente  num^rico,  su  coeficiente 
es  la  unidacL  Asi,  b equivale  a lb;  abc  equivale  a 1 abc. 
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SIGNOS  DE  RELACION 


Se  emplean  estos  signos  para  indicar  la  relation  que  existe  entre  dos 
cantidades,  Los  principales  son: 

=,  que  se  lee  igual  a,  Asi,  a = h se  lee  “a  igual  a b". 

>,  que  se  lee  mayor  que,  Asi,  x 4-  y > m se  lee  “x  + y mayor  que  mM. 

<,  que  se  lee  menor  que,  Ast,  a<b  + c se  lee  lta  raenor  que  b ■+  c*\ 


Los  signos  de  agrupacion  son:  el  par£ntesis  ordinario  ( ),  el  partote- 
sis  angular  o corchete  [ ],  las  Haves  j J y la  barrao  vinculo 

Estos  signos  indican  que  la  operation  colocada  entre  el l os  debe  efec- 
tuarse  priraero,  Asi,  (a  + b)c  indica  que  el  resultado  de  la  suma  de  a y b 
debe  multiplicarse  por  c ; [a  — b]m  indica  que  la  diferencia  entre  ay  b debe 
in  ul  tipi  tear  se  por  m;  {a  + bj-rje—dj  indica  que  la  suma  de  a y b debe  di- 
vidirse  entre  la  diferencia  de  c y d. 

UOjMODO  DE  RESOLVER  LOS  PROBLEMAS 

EM  ARITMETICA  Y EN  ALGEBRA 

Expo  nemos  a continuation  un  ejemplo  para  hacer  notar  ta  difcicncia 
entre  el  metodo  aritm^tico  y el  algebra  ico  en  la  resol  ucidn  de  problem  as, 
f undado  este  ultimo  en  la  notacion  algebraica  y en  la  generalization  que 
£sta  iin plica. 

Las  edades  de  A y B surnan  48  anos.  Si  la  edad  de  B es  5 veces  la 
edad  de  A,  £que  edad  dene  cada  imo? 

METODO  ARITMITICO 

Edad  de  A mis  edad  de  B ~ 48  anos. 

Como  la  edad  de  B es  5 veces  la  de  A,  tendremos: 

Edad  de  A mas  5 veces  la  edad  de  A = 48  anos. 

O sea,  6 veces  la  edad  de  A = 48  anos; 

luego,  Edad  de  A^8  afios,  R. 


METODO  ALGEBRAICO 

Como  la  edad  de  A es  una  cantidad  descon  ocida  la  represen  to  por  x. 


AGRUPACION 


Edad  de  B = 8 anos  x 5 = 40  anos.  R. 


Sea  x — edad  de  A , 

Entonces  5x  — edad  de  B . 


Como  ambas  edades  suman  48  anos,  tendremos: 


x ~h  5x  — 48  anos: 


6x  — 48  anos. 


o sea, 
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Si  6 veccs  x equivale  a 48  anas,  x valdra  la  sexta  parte  de  48  ahos, 

o sea  x = S anas,  edad  de  A . R, 

Emonces  5x  — 8 anas  X 5 = 40  anos,  edad  de  B.  R. 

(7?)  CANTIOADES  POSITIVAS  Y NEGATIVAS 

En  Algebra,  cuando  se  estudian  cantidades  que  pueden  tomarse  en 
dos  sen  li  dos  opuestos  a que  son  de  condicion  a de  modo  de  ser  opuestos, 
se  express  el  sentido,  candicion  o modo  de  ser  {valor  relative)  de  la  canti- 
dad  por  medio  de  los  signos  4-  y — , anteponiendo  el  signo  4-  a las  cantida- 
des  tomadas  en  un  sentido  determinado  (cantidades  positivas)  y anteponien- 
do  el  signo  — a Las  cantidades  tomadas  en  sentido  opuesto  al  anterior  (can- 
tidades negativas). 

Asi,  el  haber  se  designa  con  el  signo  + y las  deudas  con  el  signo  — . 
Para  expresar  que  una  persona  dene  $100  de  haber,  diremos  que  dene 
+ $100,  y para  expresar  que  debe  $100,  diremos  que  tiene  —$100, 

Los  grados  sabre  cero  del  termdmetro  se  designan  con  el  signo  4-  y 
los  grados  bajo  cero  con  el  signo  — , Asi,  para  indicar  que  el  termometro 
marca  10°  sobre  cero  escribiremos  +10°  y para  indicar  que  marca  8°  bajo 
cero  escribiremos  — 8° 

El  camino  recorrido  a La  derecha  o hacia  arriba  de  un  pun  to  se  desig- 
na con  el  signo  4-  y el  camino  recorrido  a la  izquierda  o hacia  aba  jo  de 
un  pun  to  se  represent  a con  el  signo  — . Asl,  si  hemos  recorrido  200  m. 
a la  derecha  de  un  putito  dado,  diremos  que  hemos  recorrido  4* 200  m,f 
y si  recorremos  300  m.  a la  izquierda  de  un  punto  escribiremos  —300  m. 

El  tiempo  transcurrido  despu£s  de  Cristo  se  considera  positive  y el 
tiempo  transcurrido  antes  de  Cristo,  negative*  Asi,  4- 150  ahos  significa 
150  anos  D.  C.  y — 78  anos  significa  78  ahos  A.  C, 

En  un  poste  introducido  en  el  suelo,  represen  tamos  con  el  signo  4-  la 
porcidn  que  se  halla  del  suelo  hacia  arriba  y con  cl  signo  — la  porcidn  que 
se  halla  del  suelo  hacia  aba  jo,  Asf,  para  expresar  que  la  longitud  del  pos- 
te que  se  halla  del  suelo  hacia  arriba  mide  15  m„  escribiremos  4- 15  m„ 
y si  la  porcidn  introducida  en  el  suelo  es  de  8 m.,  escribiremos  —8  m. 

La  latitud  norte  se  designa  con  el  signo  4-  y la  latitud  sur  con  el  sig- 
no — ; la  longitud  este  se  considera  positiva  y la  longitud  oeste,  negativa. 
Por  lp  tan  to,  un  punto  de  la  Tierra  cuya  situacidn  geogrifica  sea;  4-45° 
de  longitud  y — 15°  de  latitud  se  hallari  a 45°  al  este  del  primer  meridia- 
no  y a 15°  bajo  el  Ecuador, 

(l2  ) ELECCION  DEL  SENTIDO  POSITIVO 

La  fijacidn  del  sentido  posilivo  en  cantidades  que  pueden  tomarse  en 
dos  sen  tides  opuestos  es  arbitraria,  depende  de  nuestra  voluntad;  es  decir, 
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que  podemos  tomar  como  sen  tide  positive  el  que  queramos;  pero  una  vez 
fijado  el  sentido  positivo,  el  sentido  opuesto  a dste  seri  el  negative. 

Asl,  si  tomamos  como  sentido  positive  el  camino  recorrido  a la  dere- 
cha  de  un  pun  to,  el  camino  recorrido  a la  izquierda  de  esc  pun  to  serA 
negative,  pero  nada  nos  impide  tomar  como  positive  el  camino  recorrido 
a )a  izquierda  del  punto  y entonces  el  camino  recorrido  a la  derecha  del 
punto  seria  negative* 

Asl,  si  sobre  el  segmento  AB  tomamos  como  positive  el  sentido  de  A 
hacia  B , el  sentido  de 

B hacia  A seria  nega-  4-  4- 

tivo,  pero  si  fijamos  — * « 

como  sentido  positive  A — B A 

de  B hacia  Af  el  senth  — — 

do  de  A hacia  B seria  4 

nega  tivo. 

No  obstante,  en  la  prdctica  se  aceptan  generahnente  los  sentidos  posi- 
tivos  de  que  se  trat6  en  el  niimero  anterior* 

(l?)  GERO  es  la  ausencia  de  cantidad.  Asl,  represemar  el  estado  eeondmi- 
co  dc  una  persona  por  0 equivale  a decir  que  no  tiene  haber  ni  deudas. 
Las  cantidades  posit ivas  son  mayores  que  0 y las  negativas  menores 
que  0,  Asl,  + 3 es  una  cantidad  que  es  tres  unidades  mayor  que  0;  + 5 es 
una  cantidad  que  es  cinco  unidades  mayor  que  0,  mientras  que  — 3 es  una 
cantidad  que  es  tres  unidades  menor  que  0 y — 5 es  una  cantidad  que  es 
cinco  unidades  menor  que  0* 

De  dos  cantidades  posit  ivas,  es  mayor  la  de  mayor  valor  absoluto;  asl, 
4 5 es  mayor  que  4-  3,  mientras  que  de  dos  cantidades  negativas  es  mayor 
la  de  menor  valor  absoluto:  —3  es  mayor  que  —5;  —9  es  menor  que  —4. 

EJ  ERG  I Cl  OS  SOBRE  CANTIDADES  POSIT!  VAS 
Y NEGATIVAS 

1)  Un  hombre  cobra  $130.  Paga  una  deuda  de  $80  y luego  hace  com- 
pras  por  valor  de  $95,  ,*Cti£nto  tiene? 

Teniendo  $130,  pag6  $80;  luego,  se  quedo  con  $50.  Despuds  hace  un 
gasto  de  $95  y como  s61o  tiene  $50  incurre  en  una  deuda  de  $45*  Por  lo 
canto,  tiene  actualmente  — $45.  R* 

EJERCICIO  1 

1.  Pedro  debla  60  bollvares  y recib i6  320.  Expresar  su  estado  econbmico. 

2.  Un  hombre  que  tenia  1170  sucres  hizo  una  compra  por  valor  de  1515. 
Expresar  su  estado  econdmico* 

3-  Tenia  $200.  Cobrd  $56  y pague  deudas  por  $189.  ^Cudnto  tengo? 


CANTIDADE5  POSIT! VAS  Y NEQATIVAS  • \ \ 


4-  Com  pro  ropas  por  valor  de  665  soles  y altmentos  por  1178.  Si  despu6s 
recibo  2280,  <*cuil  es  mi  estado  econbmico? 

5,  Ten  fa  $20.  Pagub  |15  que  debia,  despubs  cobr^  |40  y luego  hice  gastos 
por  $75-  Quinta  tenge? 

6 Enrique  hace  una  compra  por  $67;  despu6s  recibe  $72;  luego  haee  otra 
compra  por  $16  y despubs  recibe  $2,  Expresar  su  estado  econbmico. 

7*  Despubs  de  recibir  200  coloncs  hago  tres  gastos  por  78,  81  y 93.  Recibo 
entonces  41  y luego  hago  un  nuevo  gasto  por  59.  <*Cuinto  tengo? 

8 Pedro  tenia  tres  deudas  de  $45,  $66  y $79  respect  ivamente.  Entonces 
recibe  $200  y hace  un  gasto  de  $10.  iGuinto  tiene? 

2)  A las  6 a,  in.  el  termbmetro  marca  — 4°,  A las  9 a-  m.  ha  subido 
7°  y desde  esta  hora  hasta  las  5 p.  ra.  ha  bajado  11  Expresar  la  tempe- 
rat ura  a las  5 p.  m. 

A las  6 a.  m.  marca  — 4°*  Como  a las  9 a,  m.  ha  subido  7°*  contamos 
siete  divisiones  de  la  escala  desde  —4°  hacia  arriba  y tendremos  3C  sobre 
cero  (+3°);  comp  desde  esta  hora  hasta  las  5 p.  m,  ha  bajado  ll°f  contando 
11  divisiones  de  la  escala  desde  +3°  hacia  abajo  llegaremos  a —8°.  Lue- 
go, a las  5 p-  m.  la  temperatura  es  de  —8°.  R. 

EJERCICIO  2 

L A las  9 a.  m.  el  termbmetro  marca  +12°  y de  esta  hora  a las  8 p.  tn,  ha 
bajado  15°.  Expresar  la  temperatura  a las  8 p.  m. 

2.  A las  6 a.  m.  eJ  termbmetro  marca  —8°.  A las  10  a,  m.  la  temperatura 
es  8°  mas  alta  y desde  esta  hora  hasta  las  9 p.  m,  ha  bajado  6a-  Expresar 
la  temperatura  a las  9 p.  m. 

3.  A la  1 p,m,  el  termbmetro  marca  +15°  y a las  10  p-  m.  marca  —3°. 
^Cuintos  grados  ha  bajado  la  temperatura? 

4+  A las  3 a.m,  el  termbmetro  marca  —8°  y al  mediodia  +5°,  jCuintos 
grados  ha  subido  la  temperatura? 

5^  A las  8 a.m,  el  termbmetro  marca  —4°;  a las  9 a.  m.  ha  subido  7°;  a 
las  4 p.  m.  ha  subido  2°  mis  y a las  11  p,  m,  ha  bajado  11°,  Expresar 
la  temperatura  a las  11  p.  m, 

0.  A las  6 a*  m.  el  termbmetro  marca  —8°,  De  las  6 a.m.  a las  11  a.  m. 
sube  a razbn  de  4°  por  hora.  Expresar  la  temperatura  a las  7 a.  m+J  a 
las  8 a.  m.  y a las  11  a.  m. 

7.  A las  8 a.  m.  el  termbmetro  marca  — 1°.  De  las  8 a.m.  a las  11  a.m.  baja 
a razbn  de  2°  por  hora  y de  11  a.m.  a 2 p.  m.  sube  a razbn  de  3°  por 
hora.  Expresar  la  temperatura  a las  10  a.  m.f  a las  11  a.  m„  a las  12  a.  m. 
y a las  2 p.  m. 

g.  El  dia  10  de  diciembre  un  barco  se  halla  a 56°  al  oeste  del  primer 
ineridiano.  Del  dia  10  al  18  recorre  7°  hacia  el  este.  Expresar  su  lon- 
gitud  este  dia. 

9.  El  dia  priraero  de  febrero  la  si tuacibn  de  un  barco  es:  71°  de  longitud 
oeste  y 15°  de  latitud  sur.  Del  dia  primero  a I 26  ha  recorrido  5°  hacia 
el  este  y su  latitud  es  entonces  de  5°  mis  al  sur.  Expresar  su  si  tuacibn 
el  dfa  26. 
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10.  El  dia  5 dc  mayo  la  situacidn  de  un  viajero  es  18°  de  longitud  este  y 

65°  de  latitud  none.  DeJ  dia  5 al  31  ha  recorrido  3°  hacia  el  este  y se 

ha  acercado  4°  al  Ecuador.  Expresar  su  situacidn  el  dia  31. 

11.  Una  ciudad  fundada  el  ano  75  A.  C.  £ue  destruida  135  anos  despuib. 
Expresar  la  feclia  de  su  destruction. 

3)  Un  nidvil  recorre  40  m.  en  linea  recta  a la  derecha  de  un  pun- 
to  A y luego  retrocede  en  la  inisma  direction  a razbn  de  15  m.  por  segun- 
do,  Expresar  a qu£  distancia  se  halla  del  punto  A al  calx>  del  l9*  2",  39 
y 49  segundo, 

El  mdvil  ha  recorrido  40  m.  a la  derecha  del  punto  A;  luego,  su  po- 
sition es  4-  40  mM  toman  do  como  positive  el  sentido  de  izquierda  a derecha. 

Entonces  empieza  a moverse  de  la  derecha  hacia  la  izquierda  (sentido 
negative)  a razon  de  15  m.  por  segundo;  luego,  en  el  primer  segundo  se 
acerca  15  in.  al  punto  A y como  estaba  a 40  m.  de  ese  punto,  se  halla  a 
40  — 15  = 25  in.  a la  derecha  de  A ; luego,  su  posicibn  es  +25  m.  R. 

En  el  29  segundo  se  acerca  utros  15  m.  al  punto  A ; luego,  se  hal larA 

a 25  — 15  = 10  m,  a la  derecha  de  A:  su  posicidn  ahora  es  +10  m,  R. 

En  el  SCT ■ segundo  recorre  otros  15  in.  hacia  A,  y como  estaba  a 
10  m.  a la  derecha  de  At  ha  l>ra  llegado  al  punto  A (con  10  in.)  y recorri- 
do 5 m.  a la  izquierda  de  A,  es  dear,  10  -15  = -5  m.  Su  posicidn  ahora 
es  —5  m.  R. 

En  el  49  segundo  recorre  otros  15  m.  in  As  hacia  la  izquierda  y como 
ya  estaba  a 5 m,  a la  izquierda  de  A,  se  hallara  al  cabo  del  49  segundo  a 
20  m.  a la  izquierda  de  A,  a sea  —5  — 15  = — 20  m.;  luego,  su  position 
ahora  es  — 20  m.  R. 

Wb  EJERC1CI0  3 

(SENTIDO  POSITIVO:  DE  IZQUIERDA  A DERECHA  Y DE  ABAJ0  A ARRIBA  i . 

1.  Expresar  que  un  movil  se  halla  a 32  m.  a la  derecha  del  punto  A;  a 
16  m.  a la  izquierda  de  A. 

2 ■ Expresar  que  la  parte  de  un  poste  que  sobresale  del  suelo  es  10  m.  y 
tiene  ent  err  ados  4 m. 

3^  Despu6s  de  caminar  50  m.  a la  derecha  del  punto  A recorro  85  m,  en 
sentido  contrario.  qud  distancia  me  hallo  ahora  de  At 

4 Si  coito  a la  izquierda  del  punto  B a razdn  de  6 m.  por  segundo,  ;a 

que  distancia  de  B me  hallare  al  cabo  de  11  segs.? 

5.  Dos  corredores  par  ten  del  punto  A en  sentidos  opuestos.  El  que  corre 

hacia  la  izquierda  de  A va  a 8 m.  por  seg.  y el  que  corre  hacia  la  derecha 
va  a 9 in.  por  seg.  Expresar  sus  distancias  del  punto  A al  cabo  dc  (i  seg, 

6.  Partiendo  de  ia  linea  de  salida  hacia  la  derecha  un  corredor  da  dos  vueltas 

a una  pista  dc  400  ni.  de  longitud.  Si  yo  par  to  del  misino  punto  y doy 
3 vueltas  a la  pista  en  sentido  contrario*  distancia  hemos  recorrido? 

7.  Un  poste  de  40  pies  de  longitud  tenia  15  pies  sobre  el  suelo.  Dias  despu^s 
se  imrodujeron  3 pies  in  As.  Expresar  la  parte  que  sobresale  y la  enterrada. 
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8.  LJn  mdvii  recorre  55  m.  a La  derecha  del  punto  /I  y lu ego  en  la  misma 
direction  retrocede  52  m.  qtk  d island  a se  halla  de  ^4? 

9.  Un  mdvil  recorre  32  m.  a la  izquierda  del  punto  A y luego  retrocede 
en  la  misma  direccibn  15  in,  que  distanda  se  halla  de  A ? 

10.  t)n  mdvil  recorre  35  ni.  a la  derecha  de  B y luego  retrocede  en  la  misma 
direction  47  ill*  ;A  que  distant ia  se  halla  de  B} 

11.  Un  indvil  recorre  39  m,  a la  izquierda  de  M y luego  retrocede  en  la 
misma  direcdon  56  m*  qu6  distanda  se  halla  de  M ? 

12.  A partir  del  punto  B una  persona  recorre  90  m.  a la  derecha  y retro- 
cede, en  la  misma  direction,  primero  58  m.  y luego  36  m,  qu6  distanda 
se  halla  dc  B? 

13.  Un  movil  recorre  72  ni.  a la  derecha  dc  A y entonces  cmpieza  a retro- 
ceder  en  la  misma  direcdon,  a ra/6n  de  30  m.  por  seg,  Expresar  su 
distant! a del  punto  A al  caho  del  19,  29,  39  y 49  seg. 

14.  Un  auto  recorre  120  Km.  a ta  ixquerda  del  punto  M y luego  retrocede 
a razdn  de  00  Km.  por  hora.  i A que  distanda  se  halla  del  punto  M 
al  cabo  de  la  1^,  2^.  3^  y 4#  hora? 


(iT)  VALOR  ABSOLUTO  Y RELATIVO 

Valor  absolute  de  una  cantidad  es  el  niimero  que  represent*  la  can- 
lidad  prescindiendo  del  signo  o sentido  de  la  cantidad,  y valor  relative  es 
cl  sentido  de  la  cantidad,  representado  por  el  signo. 

A si,  el  valor  absolute  de  +$8  es  $8,  y el  valor  relativo  haber,  expre- 
sado  por  el  signo  +;  el  valor  absoluto  dc  — $20  es  $20,  y el  valor  relativo 
dcuda,  expresado  por  el  signo  — * 

Las  cantidades  4- 7 y —7  tienen  el  mismo  valor  absoluto,  pero  su 
valor  relativo  es  opuesto,  pues  cl  primero  expresa  grados  sobre  cero  y el 
segundo  bajo  cero;  —8°  y —11°  tienen  el  mismo  valor  relativo  (grados 
bajo  cero)  y distinto  valor  absoluto. 

El  valor  absoluto  de  una  cantidad  algebraic*  cualquiera  se  represema 
colocando  el  niimero  que  corrcsponda  a dicho  valor  entre  dos  lineas  ver- 
tical es.  Asi,  cl  valor  absoluto  de  +8  se  represents  1 8 | . 


■ 1 5 ) CANTIDADES  ARITMETICAS  Y ALGEBRAICAS 

De  lo  ex  pues  to  anteriormeiue  se  deduce  la  diferencia  entre  cantida- 
des  aril  met  teas  y algebraicas. 

Cantidades  aritmeticas  son  las  que  expresan  solamente  cl  valor  abso- 
luto de  las  cantidades  representado  por  los  mimeros,  pero  no  nos  dicen  el 
sentido  o valor  relativo  dc  las  cantidades. 

Ash  cuando  en  Aritmetka  escribimos  qnc  una  persona  tiene  $5,  te- 
nemos  solamente  la  idea  del  valor  absoluto  $5  de  esta  cantidad,  pero  con 
esto  no  sabemos  si  la  persona  tiene  $5  de  haber  o dc  deuda.  Escribiendo 
que  cl  termometro  marca  8°,  no  sabemos  si  son  sobre  cero  o bajo  cero. 
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Cantidades  aigebraicas  sun  las  que  expresan  el  valor  absolute  de  las 
cantidades  y ademis  su  sent  i do  o valor  relative  per  medio  del  signo. 

Asi,  escribiendo  que  una  persona  tiene  4 $5  expresamos  el  valor  ab- 
solute $5  y el  senti do  o valor  relative  (ha her)  expresado  por  el  signo  4; 
escribiendo  — $8  expresamos  el  valor  absolute  $8  y el  sentido  o valor  rela- 
tive (deuda)  expresado  por  el  signo  — ; escribiendo  que  el  termbmetro  mar- 
ca  4 8°  tenemos  el  valor  absolute  8°  y el  valor  relativo  (sobre  cere)  expre- 
sado por  el  signo  4,  y escribiendo  ™9°  tenemos  el  valor  absolute  9°  y el 
valor  relative  (bajo  cero)  expresado  por  el  signo  — . 

Los  signos  4 y — tienen  en  Algebra  dos  aplicaciones:  una,  indicar  las 
operaciones  de  suma  y resta,  y otra,  indicar  el  sentido  o condicion  de  las 
cantidades. 

Esta  doble  aplicacion  se  distingue  porque  cuando  los  signos  40  — 
tienen  la  significacion  de  suma  o resta,  van  entre  terminos  o expresiones  in- 
cluidas  en  parentesis,  como  por  ejemplo  en  ( 4 8)  4 ( — 4)  y en  { — 7)  — ( + 6)* 
Cuando  van  precediendo  a un  termino,  ya  sea  literal  o numerico,  expresan  el 
sentido  positive  o negative,  como  por  ejemplo  en  — a,  4 b,  4 7,  —8 

(v^REPRESENTACION  GRAFICA  DE  LA  SERIE 

ALGEBRA  1C  A DE  LOS  NUMEROS 

Teniendo  en  cuenta  que  el  0 en  Algebra  es  la  ausenda  de  la  canti- 
dad,  que  las  cantidades  posit ivas  son  mayores  que  0 y las  negativas  mcno- 
res  que  0,  y que  las  distancias  medidas  hacia  la  derecha  o hacia  arriba  de 
un  punto  se  consideran  positivas  y hacia  la  izquierda  o hacia  abajo  de  un 
pun  to  negativas,  la  serie  algebraiea  de  los  numeros  se  puede  represen  tar 
de  este  modo: 

-5  -4  ~3  -2  -1  0 41  42+3  +4  5 

■ ■ - i — 1 — 1 — 1 — 1 — 1 — 1 — 1 — 1 — 1 — i*  • • 


NOMENCLATURA  ALGEBRAIC  A 


EXPRE5ION  ALGEBRA ICA  es  la  representacion  de  un  simbolo  alge- 
braico  o de  una  o mis  operaciones  algebraicas. 


Ejemplos 


a , 5x,  (o  4 b )c. 


(5x  — 3y]a 


TERM! NO  es  una  expresion  algebraiea  que  consta  de  un  solo  simbolo 
o de  varies  simbolos  no  separados  entre  si  por  el  signo  4 o — . Asi, 


4 a 

a,  3 bf  2xyt  son  terminos. 

3x 
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Los  elementos  de  un  termino  son  cuatro:  el  signo,  el  coeficiente,  la 
parte  literal  y el  grado. 

Por  el  signo,  son  terminos  j>ositivos  los  que  van  preccdidos  del  sig- 
no + y negatives  los  que  van  precedidos  del  signo  — . A si,  + a,  + 8x,  +9 ab 

3 a 

son  t^rmmos  positivos  y — x,  —5 be  y — son  terminos  negativos. 


El  signo  + suele  omitirse  delante  de  los  terminos  positivos.  Asi, 
a equivale  a + a;  3 ab  equivale  a + 3 ab. 

Por  tamo,  cuando  un  termino  no  va  precedido  de  ningun  signo  es 
positive* 

El  coeficiente*  como  se  dijo  antes,  es  uno  cualquiera,  general meme  el 
prime  ro,  de  los  fac tores  del  termino*  Asf,  en  el  termino  5a  el  coeiidcme 
es  5;  en  — 3a“xs  el  coeficiente  es  — 3. 

La  parte  literal  la  const  ituyen  las  letras  que  hay  a en  el  termino.  Asi, 

3x3y4  xBy* 

en  5xy  la  parte  literal  es  xy;  en  — — la  parte  literal  es  r . 

2 ab  ab 


(19  j EL  GRAOO  DE  UN  TERMINO  puede  set  de  dos  clases:  absolute  y con 
relation  a una  letra. 

Grade  absoluto  de  un  termino  es  la  suma  dc  los  exponentes  de  sus 
factores  literales,  Asi,  el  termino  4a  es  de  primer  grado  porque  el  expo- 
nente  del  factor  literal  a es  1;  el  termino  ab  es  de  segundo  grado  porque 
la  suma  de  los  exponentes  de  sus  factores  literales  es  1+1  = 2;  el  termino 
a2b  es  de  tercer  grado  porque  la  suma  de  los  exponentes  de  sus  factores 
literales  es  2+1  = 3;  5 a*b*c2  es  de  noveno  grade  porque  la  suma  de  los  ex- 
pan  entes  de  sus  factores  literales  es  4 + 3 + 2 = 9. 

El  grado  de  un  termino  con  relation  a una  letra  es  el  exponente  de 
dicha  letra.  Asi  el  termino  bx 3 es  de  primer  grado  con  relacion  a b y de 
tercer  grado  con  relacion  a x\  4 x~y4  es  de  segundo  grado  con  relacion  a x 
y de  cuarto  grado  con  relacion  a y . 


6 a*bg, 


CLASES  DE  TERMINOS 

Termino  entero  es  el  que  no  tiene  denominador  literal  como  5a, 
2a 


5 , 3a 

Termino  fraccionario  es  el  que  tiene  denominador  literal  como  — 


Termino  rational  es  el  que  no  tiene  radical,  como  los  ejeraplos  ante- 

riores,  e irrational  el  que  tiene  radical,  como  \fab,  

<f2a 


Terminos  homogdneos  son  los  que  tienen  el  mismo  grado  absoluto. 
Asi,  4x'y  y $x2y'A  son  homog^neos  porque  ambos  son  de  quinto  grado 
absoluto. 

Terminos  heterogeneos  son  los  de  distinto  grado  absoluto,  como  5a, 
que  es  de  primer  grado,  y 3 art  que  es  de  segundo  grado. 


16 


# algebra 


EJERC1C10  4 


1-  Digase  que  dase  de  terminos  son  las  siguientes  atendiendo  al  signo,  a 
si  tienen  o no  denominador  y a si  lienen  o no  radical: 


5dlt  — 4 dAbf 


2a 

T 


5 b2 
~6~’ 


VX  — n/  5b'*, 


Vd 


4 a2b* 


2 Digase  el  grado  absoluto  de  los  terminos  siguientes: 

5 a,  —Ga2bt  a-b —5 a^b4ct  8x®y®  4m2n8t  —xyz& 

3 Digase  el  grado  de  los  ter  mi  nos  siguientes  respecto  a cada  uno  de  sus 
factores  literacies: 

—a*b-t  — 5x4y3,  (\a2bx*t  —4 abcy2,  lOm2^3^4^® 

4.  De  los  terminos  siguientes  escoger  cuatro  que  sean  homog£neos  y tres 
heterogineos: 

—4 a:ib2,  Gab*,  — Gx4yt  —2 a*x*t  —ab*t  4 abcx2,  —2 ac 
5-  Escribir  tres  tannin  os  enteros:  dos  fraccionarios;  dos  posit  ivos,  enteros  y 
rationales;  tres  negatives,  fraccionarios  e irracionales, 

6 Escribir  un  termino  de  cada  uno  de  los  grades  absolutes  siguientes:  de 
tercer  grade,  de  quin  to  grado,  de  undecimo  grado,  de  ddcimo  quinto 
grado,  de  vig^simo  grado. 

7-  Escribir  un  termino  de  dos  factores  liter  ales  que  sea  de  cuarto  grado  con 
relation  a la  x:  otro  de  cuatro  factores  literales  que  sea  de  s^ptimo 
grado  con  relation  a la  y;  otro  de  cinco  factores  literales  que  sea  de 
decimo  grado  con  relation  a la  b , 


CLASIFICACION  DE  LAS  EXPRESIONES  ALGEERAICAS 

(21)  MONOMIO  es  una  expresion  algebra ica 

que  consta  de  un  solo  termino,  como 


, x2y 
2a,  -5b,  ~ 
4 rr 


(22^)  POLINOMIO  es  una  expresidn  algebraica  que  consta  dc  mis  de  un 
termino,  como  a+b,  a + x — y,  x3  + 2x2  + x + 7. 


Binomio  es  un  polinomio  que 
consta  de  dos  terminos,  como:  


y 


a1  5mxA 


Trinomio  es  un  polinomio  que 
consta  de  tres  terminos,  como . 


x2— 5x  + 6,  5x2  — Gy*  + — - 


(23  ) EL  GRADO  de  un  polinomio  puedc  ser  absoluto  y con  telacidn  a una 
letra, 

Grado  absolute  de  un  polinomio  es  el  grado  de  su  termino  de  mayor 
grado.  Asf,  en  el  polinomio  x4  — 5xa~hx2  — 3x  el  primer  termino  es  de 
cuarto  grado;  el  segundo,  de  tercer  grado;  el  lercero,  de  segundo  grado,  y 
el  Ultimo,  dc  primer  grado;  luego,  el  grado  absoluto  del  polinomio  es  el 
cuarto. 
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Grado  de  un  polinomio  con  relacidn  a una  letra  es  el  mayor  expo- 
nente  de  dicha  letra  en  el  polinomio*  Ash  el  polinomio  aa  H-  a*x2  — a2x*  es 
de  sexto  grado  con  relacidn  a la  a y de  cuarto  grado  con  relacidn  a la  x. 

EJERCICIO  5 

1 Digase  el  grado  absolute  de  los  siguientes  polinomios: 

a)  x34-x‘+x,  c)  b4. 

b)  5&— 3a2-f-4a4— 6*  d)  x5“6x4)13— 4a264'X2y4— 3y°> 

2*  Digase  el  grado  de  los  siguientes  polinomios  con  relacidn  a cada  una 

de  sus  letras: 

a)  a3+a2— ab3.  c)  Bakb7— 4a2x+ahQ^5aH)*x®. 

b)  x44~4x5— 6x2y4--4xyp*  d)  m4n£“mrae4-trax4y3^ m11. 

CLASES  DE  POLINOMIOS 

Un  polinomio  es  entero  cuando  ninguno  de  sus  tdrminos  dene  deno- 

x2  x X 

minador  literal  como  x2  + 5x  — 6;  — -4 — ; fraccionario  cuando  alguno 

2 3 5 

a2  b , 

de  sus  terminos  tiene  letras  en  el  denominador  como  — 4-  — — 8;  racional 

b . c 

cuando  no  con  tiene  radicales,  como  en  los  ejemplos  anteriores;  irracional 
cuando  con  tiene  radical,  como  Va+Vb—V^—Vabc;  homogeneo  cuando  to- 
dos  sus  terminos  son  del  mismo  grado  absolute,  como  4&34-5a2b4-6s&34-fr3, 
y heterog^neo  cuando  sus  terminos  no  son  del  mismo  grado,  como 
x3  H-  x2  + x — (i. 

Polinomio  complete  con  relacidn  a una  letra  es  el  que  contiene  todos 
los  exponentes  sucesivos  de  dicha  letra,  desde  el  mis  alto  al  mis  bajo  que 
tenga  dicha  letra  en  el  polinomio.  Ash  el  polinomio  x&  + x4  - x3  + x2  — 3x 
es  completo  respecto  de  la  x,  porque  contiene  todos  los  exponentes  sucesi- 
vos de  la  x desde  el  mis  alto  5,  hasta  el  mis  bajo  1,  o sea  5,  4,  3,  2,  1;  el 
polinomio  a*  — adb  4-  a2b2  — ab*  + es  completo  respecto  de  a y b. 

Polinomio  ordenado  con  respecto  a una  letra  es  un  polinomio  en  el 
cual  los  exponentes  de  una  letra  escogida,  llamada  letra  ordenatriz*  van 
aumentando  o disminuyendo, 

Ash  el  polinomio  x4  — 4x3  4-  2x2  4-  8 esti  ordenado  en  orden  des- 

cendente  con  relacion  a la  letra  ordenatriz  x;  el  polinomio  of*  — 2a4b  4-  fiazb2 
— 5a3£?3  4-  Zab*  — b 5 esti  ordenado  en  orden  descendente  respecto  de  la  letra 
ordenatriz  a y en  orden  ascendente  respecto  de  la  letra  ordenatriz  6. 

( 25)  Ordenar  un  polinomio  es  escribir  sus  terminos  de  modo  que  los  expo- 
w v nentes  de  una  letra  escogida  como  letra  ordenatriz  queden  en  orden  des- 
cendente o ascendente.  Ash  ordenar  el  polinomio  ~5x3+xs— 3x-bx4— x24-6  en 
orden  descendente  con  relacidn  a x sera  escribir  x54-x4  — 5x3  — x2  — 3x4-6, 

Ordenar  el  polinomio  x*y  — lx2yz  — 5xs  4-  6xy4  + y*  — xzy2  en  orden  as- 
cendente con  relacidn  a x serd  escribirlo: 


yti  4-  6xy*—  7x2ya  — x*y2  4-  x*y  — 5xB. 
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f 26  j Termmo  mdependiente  de  un  polinomio  con  relacion  a una  letra  es 
el  t^rmino  que  no  tiene  dicha  letra. 

Asi,  en  el  polinomio  a 3 — a2  4-  3a  — 5 el  t£rmino  independicnte  con 
relacidn  a la  a es  5 porque  no  tiene  en  x4  — 6x3  -f  8x2  — 9x  4-  20  el  termi- 
no  independiente  es  20;  en  a3  — a?b  + 3 ab2  + b3  el  tdrmino  independicnte 
con  relation  a la  a es  b\y  el  termino  independiente  con  relation  a la  b 
es  a3.  El  termino  independiente  con  relacion  a una  letra  puede  considerarse 
que  tiene  esa  letra  con  exponente  cero,  porque  como  se  veri  mis  add  ante, 
toda  cantidad  elevada  a cero  equivale  a 1. 

Asf,  en  el  primer  ejemplo  anterior,  — 5 equivale  a -5a0,  y en  el  ulti- 
mo ejemplo,  b3  equivale  a 


EJERC1CIO  6 

1.  Atendiendo  a si  tienen  o no  denominador  literal  y a si  tienen  o no  radi- 
cal, digase  de  qni  cfase  son  los  polinomios  sign ien test 

a)  aA+2a2—3a,  c)  + 


b)  -- 
' 2 


+ 2' 


\Z1T 

d)  4«  + — --66  + 4. 


2.  Escribir  un  polinomio  de  tercer  grado  absoluto;  de  quinto  grado  abso- 
luto;  de  octavo  grado  absolute;  de  dedmoquinto  grado  absoluto* 

3 Escribir  un  trinomio  de  segundo  grado  respecto  de  la  x;  un  polinomio 
de  quinto  grado  respecto  de  la  a;  un  polinomio  de  noveno  grado  res- 
pecto de  Ja  m. 

4.  De  los  siguientes  polinomios: 

a)  3a2b+4a3— 5ba«  d) 

b)  a*— a3b+a2b2-\-ab's.  e)  yB— ay4-^a2y^— a£y2— a4y+y®. 

c)  x^—bx^-^abx^^db^x2.  f)  — 6.a3b4— 5aB&+8rt2b&“b7- 

es  eager  dos  que  sean  homogeneos  y dos  heterog^neos. 

5.  De  los  siguientes  polinomios: 

a)  a4—a*+a—a*.  d)  mn—m*+m*—m+ 5- 

b)  5x4—  8x2+x— 6.  e)  y5— by4+b2y3— b^+b+y. 

c)  x4y— x^H-x^y3^4, 

digase  cu&les  son  completes  y respecto  de  cudles  letras. 

6 Escribir  tres  polinomios  homogeneos  de  tercer  grado  absolute;  cuatro 
de  quinto  grado  ahsoluto;  dos  polinomios  completes- 

7-  Grdenar  los  siguientes  polinomios  respecto  de  cualquier  letra  en  orden 
descendente: 

a)  m3-fm4. 

b)  (tax2— 5a3+2a2x- hx3. 

c)  — a2bs+a4b+a3b2— ab4* 

d)  a*-ga+6a3^9a2+6. 

e)  — xfly3+jcJ0+3x4ye— x0y4-(-x2;y8. 

f)  — 3w1G«2+4m12n8— 7mBTi4+t7i18n. 

8.  Ordenar  los  siguientes  polinomios  respecto  de  cualquier  letra  en  orden 
a see  n de  n te 1 

a)  a2— 5tf3+6<n  d)  a®b4+fl4b3— a3bM- a^b+b^ 

b)  x— 5x3+6x2H-9x4.  e)  y12— x^-fx^y4— x 3y10. 

c)  2y4+4y5— 0y-r2)>2-b5>^. 


REDUCCION  DE  TERM  I NOS  SEMEJ  ANTES  #19 


(27)  TERMINOS  SEMEJ ANTES 

Dos  o mis  terminos  son  semejantes  cuando  tienen  la  misma  parte  lite- 
ral, o sea,  cuando  tienen  iguales  letras  afectadas  de  iguales  exponentes. 


Ejemplos 


2a  y aj  —2b  y 8b;  — 5o8b2  y —B o3b3;  xm+1  y 3xm+1* 


Los  terminos  4 ah  y — fia2b  no  son  semej antes,  porque  aunque  tienen 
iguales  letras,  estas  no  tienen  los  mismos  exponentes,  ya  que  la  a del  pri- 
mero  tiene  de  exponente  I y la  a del  segundo  tiene  de  exponente  2. 

Los  terminos  — bx4  y ab 4 no  son  semejantes,  porque  aunque  tienen  los 
mismos  exponentes,  las  letras  no  son  iguales. 


(3)  REDUCCION  DE  TERMINOS  SEMEJ  ANTES  es  una  operation  que  tie- 

ne  por  objeto  converter  en  un  solo  termino  dos  o mas  terminos  se- 
mej antes. 

En  la  reduccion  de  terminos  semejantes  pueden  ocurrir  los  tres  casos 
siguientes: 

1)  Reduction  de  das  o mis  terminos  semejantes  del  mismo  signo. 

REG  la 

$e  suman  los  coeficientes,  poniendo  delante  de  esta  suma  el  mismo 
signo  que  tienen  todos  y a continuacion  se  escribe  la  parte  literal* 


Ejemplos 


(1  > 3a  + 2a  = 5o.  R. 

(2)  -56  — 7b  = - 12b.  R. 

<3 ) —a2  — 9a2  = — 1 Qa2.  R. 
(41  3o1-2  + 5ax"2  = 8ax_e.  R. 


(5)  — 4ara+1 

— 7am+I 

— — 11a”1*1.  R. 

W 

EJERCICIO 

7 

Rcducir: 

1. 

x+2x. 

6. 

—9m— 7m. 

2. 

8tf+9a. 

1. 

ia'+ba". 

3. 

llb+9b. 

8. 

6a*  + 1+8a*  + 1. 

4 

i 

t 

9- 

— mI+1— 5m1 + l. 

5. 

— 8m— m* 

10. 

(6)  -ab  + -ab  = -ab.  R. 

2 3 0 

1 % 

(7)  --xy--*y  = -xy.  R. 

(8)  5x  + x + 2x  = 8x.  R. 

( 9 ) — m 3m  — 6m  — 5m  = *=*  1 5m*  R 

* - > 

(10)  -x^y  + -x2y  + -x2y  = -x2y.  R. 

2 4 8 8 


11* 

1 . i 

— a-{ — 

2 2 

14. 

~7xy-T*y- 

12. 

-ab-V^ab* 

5 10 

15. 

—■^a?h — -a*b 
e b 

13. 

T«y+f*y. 

16. 

7 

— -& — ■— nil. 

8 
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17. 

SaH-SaH-'Sa. 

29  -x3y-8x2y-9x^-2  Ox2)?. 

18. 

15x+2Qx-bx. 

30-  -3fl“— te“. 

19. 

Qm* 

i . i , i 

31. 

20- 

— a2b— a2b— 3a2b. 

3 111 

21. 

fl*+aa*+8a". 

32.  jax+^ax+jjtx+^x. 

22 

—5a1  +■ l— 3a1  + 1 —5a1  + ** 
.1  . 2 

33-  0.5m4-0.6m  4-0.7™ +U.8m. 
34,  — '-ah— — , ab—  ]-ab— ab. 

23. 

a 4 — a 4 — a. 

7 14  28 

24. 

2 3 

2 1 

“-x——* — -x. 
s a 

35.  -7x3y-4**y-v*,3’”^3y- 

36.  ab*+ab*+labH9ab*+%lab\ 

25. 

-^a  x+ *-ax4-ax. 

o 10 

37,  — m— m—  8m— 

38.  — xA  + 1 — 8xA  + 1 — 4x* H l— 5x*  + *- 

26. 

— -=a2x — ^-a2x  — a2x. 

A fl 

_La+-La_l_i_<i+  1 0_j_  1 a 

27. 

1 1 a 8*1  + J)a + 1 1 a . 

2 8 4 5 0 

28. 

mI+  t+3ra*  ► l+4rn* 4 l+6/n‘  + >. 

40-  — 1 ab—  — ab— — ab— — ab— — i 

ft  8 2 12  0 

2)  Reducci6n  de  dos  termini  os  semejantes  de  dlstinto  signo, 

REGLA 

Se  res  tan  los  coeficientes,  (xniiendo  delaine  de  esta  diferenda  el  signo 
del  mayor  y a conttnuacion  se  escribe  la  parte  literal. 

Ejemplos 


m 

2o  — 3a  = — a.  R. 

(5> 

25a"*1  — 540“*'  = — 

29a"*1. 

(2) 

Iflx  — llx  = 7x.  R. 

(6) 

5a--a  = -;a.  R. 

(3) 

— 20ofa  + 1 1 ab  — — 9ob.  R. 

(7t 

— -0*5  + a2b  = 2b. 

R. 

(4) 

— 8a“  + 13a*  = 5a*.  R. 

«8> 

yC  ? 

— -a“+1  4*  ^a*+1  — ~ 

3“”*- 

De  la  regia  anterior  se  deduce  que  dos  Jerm/nos  se  me/an  tes  de  tgua/es  coefi- 
dentes  y de  signo  contrario  se  anulan. 

Asi:  — Sab  + Sab  — 0*  R. 

|x2y  — |x2y  = 0.  R. 

m-  EJERCICIO  s 


Reducir: 


1. 

8a — 6a. 

5 

2a— 2a. 

9. 

40x*y— 51x:,y. 

2. 

6a— 8a. 

6- 

-75+75. 

10. 

-m2it+6m!|ji. 

3. 

9ab— 15ab. 

7. 

— 14xy+32xy. 

11. 

— I5xy+40xy. 

4. 

15ab— 9ab. 

8. 

— 25x2y+32x*y. 

12. 

55a*52— 81ail52. 
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13. 

—x'*y+x*y. 

23. 

4 .>  . 9 

- 7*®?+ -*-y- 

33. 

14- 

—9ab2-t9abK 

24. 

s & 

34- 

15. 

— am- — -am. 

H 4 

4 2 

16. 

— 101mn+118*rcn* 

25. 

— am+--am. 

G 

35. 

R (jnt  + 1 — am  + 1. 

17. 

502ab— 405tf£. 

ft  12 

18. 

-1024x+1018x* 

26. 

& T 

—mn mn. 

36. 

4a2--  a1. 

3 

19. 

— 15ab+lijab, 

ft  8 

— a2b+—  a2b. 

37. 

, 3 

20. 

i s 

27. 

— bmn+—mn. 

— a — -a, 

£ 4 

28 

u 

3,4n4bB— 5.(irt4bn. 

38. 

4 

8a1 + 26x  + *— 25«* + 2b*  + s. 

21. 

S 1 

29- 

— \*2yz±3Ayz* 

39. 

? 

30. 

4a*— 2a*. 

— ~^amb*+amba. 

31. 

— 8aI  + *+8^* + 

22. 

-a~b~~asb. 
0 12 

32. 

25rn^t~Z2m^1. 

40. 

0 Sfjmxy—  X-mxy. 

3)  Reduction  de  mis  de  das  t^rminos  semejantes  de  signos  distintos. 

REGLA 

Se  reducen  a un  solo  temiino  todos  los  positives,  se  reducen  a un  solo 
t^rmino  todos  los  negativos  y a los  dos  resultados  obtenidos  se  aplica  )a  re- 
gia del  case  anterior* 


Ejemplos 


( 1 ) Reducrr  5a  — 8a  + a — 6a  + 21  a, 

Redueiendo  los  positivos:  5a  + a + 21a  ~ 27a, 

Redudendo  los  negatives;  — 8a  — 6a  — — 14 a, 

Aplicando  a estos  resultados  obtenidos,  27a  y — 14a,  la  regia  del  casa  ante- 
rior, se  tiene:  27a  ^ 14a  = 13a.  R. 

Esta  reduction  tambien  suele  hocerse  frermino  a termino,  de  esta  manera: 

5o  — 8a  — — 3q;  — 3a  + a ~ —7 a;  — 2a  — 6a  = 8a;  — 8a  + 21a  = 1 3a.  R. 


{ 2 ) Reducir  — - bx2  + - bx2  4-  - bxM  — 4bx-  + bx2- 

5 3 4 

Redudendo  los  positivos:  ~bx2  + -bx2  + bx2  = ~bx2 

*2.  22 

Reduciendo  los  negatives:  — ’'bx2  — 4bx2  — — ^bx2. 

Tendremos;  —bx2  — — bx2  — — ^bx2,  R, 

20  5 £0 


m*  EJERCICIO  9 

Reducir: 

1-  9a— 3a+5a. 

2.  — 8x+9x— x. 

3.  12mn—23mn—$mn. 

4.  -x+19x-18*. 


5.  19m— 10m+6»i* 

6.  — llab— 15afe*f2€ab. 

7 ~5ax+9a*-35a\ 

8.  -24fl<  + *-18«,  + ,+39tfa+'Jl. 


n 2 , 1 

9-  jy+^y-y- 

lft  3 , X 1 

10. m 4 — m 

0 4 3 


4 

■m. 
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11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17- 

18- 

19. 

20. 


21. 


22. 


3 4 

— a+8a+9a — 15/3 . 
lab— lla6-b2Q&6“3!UZj. 
25x2-50x2+llx2+14x2. 
-xy-8xy-19xy+4Qxy. 
lab+21ab—ab—80ab. 

— 25x;y2+llxy2+6Gx;y2— 82xy2. 
— 72ax +B7flx — lOlax +243ax . 
~82bx-7Ibx-53bx+20Gbx. 
lQ5^~4G4<23+58<33+3Gla8. 


i i , i % 

— x— x+— *“ — x* 

£ 3 4 fi 

1 1,1  1 

TV— rO'+TO'-^y- 


23. 

0 0 3 

24.  ~-^52--a&2+a52--^a52. 

6 6 3 

25.  -a+8a-lla+15a-75a. 

26.  -7^21tf+X4c-30c+82c. 

27.  —mn^llmn— 31mn— mn±2Qmn. 

28.  a2y— Ta2^— 93a2yH-51aay+48a2}f. 

29.  — a+a— a-ta— -3a+6a. 

30.  ++f*-f*++-*. 

31.  — 2x+-“x+“7x+x — 

32.  7a*— 30a*— 41a*— 9a*+73a*. 


33-  -a*  + 1+7a*  + 1-lla*  + 1 -20fl*  + 1+26tfc+1. 

34-  a+6a— 20a+150a— 80a+31a. 

35.  —95—115— 175— 815— 5+1105- 

36.  — a25+15a25+a25— 85a25— 131a25+39a25, 

37 . 84m2x — 501m2x —604m  2x — 715m2x + 23 1m  2x +l65m  2x. 

38-  Aa352+^-a*52 — V52-^«952+4as52. 

39.  40a— 81a+130a + 41a —83a — 91a  4-  16a . 

40.  ~21a5 +52a5 — 60a5 +84a5 — 3 la5 — a b~  23a5 . 


REDUCCION  DE  ON  POLINOMIO  QUE  CONTENGA  TERMINOS 
SEMEJANTES  DE  D1VERSAS  CLASES 


Ejemplos 


( 1 ) Reducir  el  polinomio  5a  — 6b  H-  8c  4-  9a  — 20c  — b + 6b  — c. 

Se  reducen  por  separada  los  de  cada  close; 

5a  + 9a  = 1 4a. 

-6b-b  + 6b  = -b. 

8c  — 20c  - r = - 13c. 

Tendremos:  14a  — b — 13c.  R. 

(2)  Reducir  el  polinomio: 

8a3b2  4-  4a4b3  ■+  6a8b2  - a^b2  - ?a*b8  - 1 5 - Sab5  + 8 - 6ab5. 

Se  reducen  por  separado  los  de  coda  close:  4a4 b8  — 9a4b3  = — 5a4b3. 

Ba3^  + 6a3b2  — a3b2  = 13asb2. 

— Sab5  — 6ob 5 — — I l ab5. 
-15+8  = - 7. 

Tendremos:  — 5a4b8  + 13a® b8  — 1 lab5  — 7.  R. 

(3)  Reductr  el  polinomio: 


V - \x*y  + 3x4  - y4  + V - 0.3x4  - Vy  - 6 + x»y  - 14  + 2 V. 

O'  Ju  P 9 
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Tendremos:  + 3x4  — 0.3x4  = 3^x4, 

x3y  _ hx3y  _ ?x3y  - „ Lxsy 

2\y* + -j* -**=&- 

-6-  14  = -20. 

^-^V+aJy-a.  r. 

» EJERCICIO  10 

Reducir  los  polinomios  siguientes: 

1.  7a-96+6a-46. 

2-  a+b~c—b—c+2c~a. 

3-  5x— lly— 9+20x— 1— y. 

4 — 6m+8n+5— m— n— 6m— 11. 

5.  -a+6+26-2c+3a+2c-36. 

6 — 8lx+19y— 30z+6y+80x+x— 25y- 

7.  15a2— 6a6— 8a2+20— 5afc— 31+a2— a6. 

8.  -3a+46-6a+8l6-1146+31a-a-6. 

9.  — 7 1 a3b — 84a4  6 2+ 50a36 +84a4  62— 45a®  6 + 1 8a36. 

10-  — a+6 — c+8+2a+26— 19  2x’— aa  3 3c- 

11.  7n2+71nxn— 14wi2— 65mn+»i3— f«2— 115fli2+6fra3- 

12.  x4y — x3y3+x2y — 8x4y  — x2y — 10+x3y  2—  7x  8y 2— 9 +21x4y  — y 3+ 50- 

13.  5a* +1— 36* +s— 8c* +3— 5a* +1—  50+46*+ 2— 65-6* +*+90+c*+8+7c* +3- 

14.  am  + 2-x“  + 3-5+8-3a“  + 2+  5xm  + a-6+a"‘  + 2-5xra  + 3. 

15.  0-3a+0.46+0.5c-0.6a-0.76-0.9c+3a-36~3c. 

16.  i-a+>+2a-36-^-|6+f-^. 

17-  -^m2—  2mn+—  m2— ^mn+2mn— 2m2. 

5 IO  3 

19.  0.4x2j+81+y«y2“0.6ys — i 0.2*y2+yy®— 6. 

20  •—& 111—1 —b 111—2  4*  — am~L  — b m~  2 ^-0 . m— 1 + —b  m~2 . 

50  5 25  5 

VALOR  NUMERICO 

Valor  mim£rico  de  una  expresidn  algebra  ica  es  el  resultado  que  se 
obtiene  al  sustituir  las  letras  por  valores  num£ricos  dados  y efectuar  despu^s 
las  operaciones  indicadas. 
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30  VALOR  NUMERICO  DE  EXPRESIONES  SIMPLES 


Ejemplos 


(1)  Hollar  el  valor  numerico  do  5ab  para  a — l,  b — 2. 
SusHfuimos  la  a por  su  valor  1,  y la  h por  2,  y tendremos: 

5dt>  = 5X  1 X 2 — 10*  R. 

(2)  Valor  numerico  de  a%3c4  para  a — 2,  b = 3,  c — -z> 


27  , S 


a*b  V = 22  X 33  X t^)4  = 4 X 27  X - - - = R, 


(3)  Valor  numerico  de  3acV2ab  para  a — 2,  b — 9,  c = -. 

3ac  \r2ab  = 3 X 2 X ™ X V 2X2X9“ =2X  V36  = 2X6=12.  R. 

4a2b3  i i 

( 4)  Valor  numerico  de  ' - — — pare  a b — c — 2,  d = 3. 


5cd  r 2 ®* 

4o~b3  4 X Ijp  X UP  4 X ,t  X h 1/27  1 


5cd 


5X2X3 


30 


30 


810 


R. 


EJERCICIO  II 

Hallar  el  valor  numerico  de  las  expresiones  siguientes  para 
8 = 1.  b = 2,  c=3,  m=~,  n — ~,  p = ~- 
7- 


1.  3 ab. 

2.  5a2b3c. 

3-  b2mn. 

4-  24  m2n^p. 

B.  — a*&2m3. 

3 

6-  -^c*pPm. 


2*  3 ■ 

Sb2m2 


8.  — 

6 

9.  V2bc2. 

10.  4m  <055?. 
11*  w«  \/  8 a4bs. 
4a 


12. 


13- 

14. 

IB. 


n p 
2m 

V»r' 


16. 

17. 

18. 


24wm 


2 V n2p2 

3 ^ 64bscB 

2m 

$ V a/jf>2 

7 x/1255m 


© 


31)  VALOR  NUMERICO  DE  EXPRESIONES  COMPUESTAS 


Ejemplos 


( I ) Hollar  el  valor  numerico  de  a2  — Sab  + 3b3  para  a — 3,  b — 4. 

a2  - Sab  + 3b3  = 32  - 5 X 3 X 4 + 3 X 4*  = 9 - 60  + 192  = 141.  R. 
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, 3o2  Sofa  b 11 

(2  1 Valor  numerico  de S para  a = 2,  b — —t  x — —. 

4 x ax  36 


B 1 

4 . 3 


3a2  5ab  b 3X23  5X2Xj  | ^ a 

> . ‘ -( — — — “{ 3 Hh 

4X0X4  i 2 X £ i J 


= 3-20+1  =-16.  R. 

EJERC1C10  12 

Hallar  el  valor  numerico  de  las  expresiones  siguientes  para 


a — 3,  6 = 4.  c = -y,  d = m = 6,  rj  = 


1-  a2  — 

2.  e*  + 


„ a 
3.  - + 


4.  — - 


5.  - - 

3 


6- 


2«6  + 62. 

2cd  + d2. 

_6 

d' 

m 

— + 2. 
n 

b2  m 2 

- - 4 

2 6 

-it  + 2d. 


7. 

8- 

9. 

10- 

11. 

12. 


sL+jl-J*  13. 

n a m 

Vb  + Vn  + V6m.  14- 

c VST—  d Vl662  + n V8d.  15- 
m* 

3c2  4n2 

4 rn 
4 d2  16n2  , 

2 2 


4 

a+6 

c 

6— a 


n 

12c— a 
26 


6+m 


m— 6 

H 6 5a. 

d 


16n— a 1 

m d 


___  VSa  VSin 

16.  V46  + . 

3 6 

VF+V2d  VSc+V8d 


17. 

18. 


2 4 

2Va26=  3 V2+d®  _ 

1 — awn. 


(3)  Valor  numerico  de  2{2a  — b)  (x2  + y ) — (a2  + bj {b  — o)  para 

o = 2,  6 = 3,  x = 4,  y = ~. 


Los  operadones  /ndicadas 
dentro  de  /os  parenfes/s  de- 
ben  efeduarse  antes  que 
n'mguna  otra,  a sit — / 


Tendremos: 


2(2a  - b)  ”2X(2X2-3)  = 2X[4  — 3)  = 2X  1 ~2 

x2  + y = 42  + i = 16  + 4 = 16-i- 

a2  + b = 22  + 3 = 4 + 3 = 7 
b — a = 3 — 2 = 1 


t 

2- 

3. 

4. 


2{2a-b}lx2  + y}-{a2  + bHb-al  = 2xl6-£~7x  1 =2  x ^-7  = 33  - 7 =26.  R 

EJERCICIO  13 

Hallar  cl  valor  numerico  de  las  expresiones  siguientes  para 
a = 1,  6=2,  c = 3,  d = 4,  m — a — p — \<  * = 0. 

9 


(a+b)c—d, 

(a+b)(b—a). 

(b—m)(c—n)+4a-. 

(2m+3n)(4p+62), 


5.  (4*n+8p)(a2+62)(6n— d). 

6-  (c— 6)(d— c)(6— a)(m— p). 

7.  62(c+d)— «2(m+fi)+2x. 

8.  2rnx+6(62+c2)— 4d2. 


f 8rn  166  >. 
f + — ^-la. 


\ 9n  6 
10-  x+m(al*+dc — c“). 

4(m+p)  a2+62 


11. 


c2 
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12.  (2m+3n+4f)(8/H-6n-4m)(9n+a0^)- 

13.  da(m+p)-h^2(n+f). 

14.  ( — — + — — )m. 

' a \fd' 

15-  (4f>+2&)(18n-24p)+2(8m+2)(40/>+a). 

d 2 

„ “+T  5+^ 

16'  - 

17.  (a+6)  ViS 

_ , Va+c  V5H 

18. 


^ +(c+d)Vfi. 


19,  S{c-b)VdSm-2(d-a)Vl6p- 


cdnp 


20. 


21. 


Vfiabc  VSmn 

+ 


2V85 

a2+b2 

b2-a? 


2 (b—a)  abc 

Hb3(<Z"hb^2#+3b) 


- *+(W)(t+7)+(M) 

23.  (2m+3ra)(4£+2c)—4m2rc2, 


24 


3 


2 ab—m  b—m 


\32)  EJERCICIOS  SOBRE  NOTACIOH  ALGEBRAICA 

Con  las  cantidades  algebraicas,  represen tadas  por  letras,  pueden  ha- 
cerse  las  mismas  operaciones  que  con  los  niimeros  aritm&icos,  Como  la 
represen tacidn  de  cantidades  por  medio  de  sfmbolos  o letras  suele  ofrecer 
dificultades  a los  alumnos,  ofrecemos  a continuacidn  algunos  ejemplos. 


Ejemplos 


( 1 ) Escrfbase  la  suma  del  cuadrado  de  a con  el  cubo  de  b, 

a2  + bB.  R. 

(21  Un  hombre  tenia  $a;  despues  rectbio  $8  y despues  pago  uno  cuenta  de  $c. 
^Cuanto  le  queda? 

Teniendo  $o  rectbio  $8  tuego  tenia  $[a  + 8).  Si  entonces  gasta  $c  le  quedan 
$fa  + 8 - c).  R. 

(3)  Compre  3 tibros  a $a  cada  uno;  6 sombreros  a $b  cada  uno  y m trajes  a $x 
cada  uno.  ^Cuanto  he  gastado? 

3 libros  a $a  importan  $3o. 

6 sombreros  a $b  /mporfan  $&b. 
m trajes  a $x  importan  $mx. 

Luego  el  gasto  total  ha  sido  de  $[3a  + 6b  + mx).  R. 

(4)  Compro  x libros  iguales  por  $m.  jCuanto  me  ha  costado  cada  uno? 

m 

Coda  libro  ha  costado  $—  R. 

x 

(5)  Tenia  $9  y gaste  $x.  ^Cuanto  me  queda? 

Me  quedan  $(9  — x).  R. 

m*  EJERCICIO  14 

1.  Escribase  la  suma  de  a,  b y m. 

2.  Escribase  la  suma  del  cuadrado  de  mx  el  cubo  de  b y la  cuarta  poten- 
cia  de  x. 
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3,  Siendo  a un  niimero  entero,  escribanse  los  dos  mimeros  enteros  conse- 
cutivos  posteriores  a a, 

4.  Siendo  x un  numero  entero,  escribanse  los  dos  numeros  consecutivos 
anteriores  a x, 

6-  Siendo  y un  mimero  entero  par,  escribanse  los  tres  niimeros  pares  con- 
secutivos posteriores  a y . 

0.  Pedro  tenia  $a,  cobr6  $x  y le  regalaron  ;Cuanto  tiene  Pedro? 

7 Escribase  la  diferenda  entre  m y n, 

8.  Debia  x bolivares  y pagu£  6,  <jCu£nto  debo  ahora? 

0,  De  una  jornada  de  x Km*  ya  se  han  recorrido  m Km.  <jCudnto  falta 
por  andar? 

10,  Recibo  |x  y despues  $a . Si  gasto  $mt  ^cudnto  me  queda? 

11*  Tengo  que  recorrer  m Km.  El  lunes  ando  a Km,f  el  martes  b Km,  y 
el  mifrcoles  c Km*  <jCu&nto  me  falta  por  andar? 

12-  A 1 vender  una  casa  en  $n  gano  $300.  <*Cuinto  me  eostb  la  casa? 

13.  Si  han  transcurrido  x dias  de  un  aho,  ^cuintos  dias  faltan  por  transcurrir? 

14.  Si  un  sombrero  cuesta  fa,  ,*cu£mo  importa  riin  8 sombreros;  15  sombre- 
ros; m sombreros? 

15.  Escribase  la  suma  del  duplo  de  a con  el  triplo  de  b y la  rnitad  de  c* 

16*  Expresar  In  super  fide  de  una  sala  rectangular  que  mide  a m*  de  largo 
y b m*  de  ancho. 

17*  Una  extensidn  rectangular  de  23  m.  de  largo  mide  n m.  de  ancho.  Ex* 
presar  su  super  fide. 

18*  <jGu&1  seri  la  super  fide  de  un  cuadrado  de  x m.  de  lado? 

19.  Si  un  sombrero  cuesta  Ja  y un  traje  $6,  <jcudnto  importardn  3 sombreros 
y 6 trajes?,  ^x  sombreros  y m trajes? 

20.  Escribase  el  producto  dc  a + b por  x + y* 

21.  Vendo  (x  + 6)  trajes  a $8  cada  uno.  ^Cudiuo  importa  la  venta? 

22  Gompro  (a— 8)  caballos  a (x  4-  4)  bolivares  cada  uno*  ^Cudnto  importa 
la  compra? 

23.  Si  x lipices  cuestan  75  sucres;  (icuinto  cuesta  un  14piz? 

24.  Si  por  $a  com  pro  m kilos  de  azucar,  ^cu&nto  importa  un  kilo? 

25.  Se  compran  (n  — 1)  caballos  por  3000  colones*  <Oiamo  importa  cada 
cabailo? 

26  Compr6  a sombreros  por  x soles,  <;A  cdmo  habria  salido  cada  sombrero 
si  hubiera  comprado  3 menos  por  el  mismo  predo? 

27  La  superficie  de  un  campo  rectangular  es  m m.z  y el  largo  mide  14  m. 
Expresar  el  ancho, 

28.  Si  un  tren  ha  recorrido  x + 1 Km,  en  a boras,  <jcu£l  es  su  veloddad  por 
hora? 

29.  Tenia  $a  y cobr£  $6.  Si  el  dinero  que  tengo  lo  empleo  todo  en  comprar 
(m  — 2)  libras,  como  sale  cada  libro? 

30.  En  el  pi  so  bajo  de  un  hotel  hay  x habitadones*  En  el  segundo  piso  hay 
doble  numero  de  habitadones  que  en  el  primero;  en  el  tercero  la  mitad 
de  las  que  hay  en  el  prirnero,  ^Cu^ntas  habitadones  tiene  el  hotel? 

31.  Pedro  tiene  a sucres;  Juan  tiene  la  tereera  parte  de  lo  de  Pedro;  Enrique 
la  cuarta  parte  del  duplo  de  lo  de  Pedro,  La  suma  de  lo  que  tienen 
los  tres  es  menor  que  1000  sucres*  ;Cudnto  falta  a esta  suma  para  set 
iguai  a 1000  sucres? 
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NOTAS  SOB  RE  EL  CONCEPTO  DE  NUMERO 

El  eoncepto  de  numero  natural  {vease  Aritmdtica  Tedrico-Prictica,  3 3)i 
que  satisface  las  exigencias  de  3 a Aritmetica  elemental  no  responde  a la  gene- 
ralization y abstraccidn  caraeteristicas  de  la  operatoria  algebraica* 

En  Algebra  se  desarrolla  un  calculo  de  validez  general  aplicabie  a cual- 

Saier  tipo  especial  de  niimero*  Conviene  pues,  consider ar  cbmo  se  ha  ampliado 
campo  de  Ios  niimeros  por  la  introduccibn  de  nuevos  entes,  que  satis  facen 
las  leyes  que  regulan  las  operaciones  fundamen  tales,  ya  que,  como  veremos 
mds  adelante,  el  numero  natural  (1)  no  nos  sirve  para  efectuar  la  resta  y la 
divisidn  en  todos  los  casos.  Baste  por  el  memento,  dado  el  nivel  matemdtico 
que  alcanzaremos  a lo  largo  de  este  texto,  explicar  c6mo  se  ha  llegado  a3 
eoncepto  de  ntimero  real* 

Para  hacer  mds  comprensible  la  ampltacidn  del  campo  de  los  numeros, 
adoptaremos  un  doble  criterio.  Por  un  lado,  un  criterio  histdrieo  que  nos  haga 
conocer  la  gradual  aparicidn  de  las  distintas  clases  de  n ume r os;  por  otro,  un 
criterio  intuitivo  que  nos  ponga  de  manifiesto  edino  ciertas  necesidades  mate* 
riales  han  obHgado  a los  matemddeos  a introducir  nuevos  entes  numericos* 
Este  doble  criterio,  justifiable  por  la  indole  diddctica  de  este  libro,  permitird 
al  principiante  alcanzar  una  comprensidn  ciara  del  eoncepto  formal  (abstracto) 
de  los  niimeros  reales. 

EL  NUMERO  ENTERO  Y EL  NUMERO  FRACCIONARIO 

Mucho  antes  de  que  los  griegos  (Eudoxio,  Eudides,  Apolonio,  etc*)  rea- 
lizaran  la  sistematizacidn  de  los  conocimientos  matemdticos,  los  babilonios 
(segiin  muestran  las  tablillas  cuneiformes  que  datan  de  2000-1,800  A.C*)  y los 
egipdos  (como  se  ve  en  el  papiro  de  Rhind)  conocian  las  fracciones. 

La  necesidad  de  medir  magnitudes  continuas  tales  como  la  longnud,  el 
volumen,  el  peso,  etc*,  Ilevb  al  h ombre  a introducir  los  niimeros  fxaccionarios, 
Cuando  tomamos  una  unidad  cualquiera,  por  ejemplo,  la  vara,  para 
medir  una  magnitud  continua  (magnitud  escalar  & lineal),  puede  ocurrir  una 
de  estas  dos  cosas:  que  la  unidad  est£  contenida  un  niimero  entero  de  veces, 
o que  no  este  contenida  un  niamero  entero  de  veces.  (2)  En  el  primer  caso, 
representamos  el  resultado  de  la  medicidn  con  un  numero  entero.  En  el  se- 
gundo  caso,  tendremos  que  fraccionar  la  unidad  elegida  en  dos,  en  tres,  o en 
cuatro  partes  iguales;  de  este  modo,  hallaremos  una  fracci6n  de  la  unidad 
que  este  contenida  en  la  magnitud  que  tratamos  de  medir,  El  resultado  de  esta 
ultima  medici6n  3o  expresamos  con  un  par  de  niimeros  enteros,  distintos  de 
cero,  llamados  respect ivamente  numerador  y denominador.  El  denominador 
nos  dard  el  niimero  de  partes  en  que  hemos  dividido  la  unidad,  y el  nume- 
rador, el  niimero  de  subuuidades  contenidas  en  la  magnitud  que  acabainos 
de  medir.  Surgen  de  este  modo  los  niimeros  fraccionarios.  Son  niimeros  frac- 
cionarios  \/%  1/3,  3/5,  etc. 

(1)  P,  L,  G.  Dirichlet  (alemin,  1805-1859),  ha  sostenido  que  no  es  nccesariamente  indis- 
pensable ampliar  el  eoncepto  de  numero  natural,  ya  que  — segtin  d—  cualquier  prmripio 
de  ia  md$  alta  matemdtica  puede  demostraT^e  por  medio  de  los  mlmeros  naturales. 

(2)  En  la  prdetica  y hablando  con  rigor,  ninguna  medida  reaulta  exacta,  en  razdn  de 
lo  imperfecto  de  nuestros  imtrumentos  de  medida  y de  nuestros  scntldos. 
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Podemos  decir  tambien,  que  sx>n  numeros  fraccionarios  los  que  nos  per- 
mi  ten  expresar  el  cociente  de  una  divisidn  inexacta,  o lo  que  es  lo  mismo,  una 
divisi&n  en  la  cual  el  dividendo  no  es  multiple  del  divisor, 

Como  se  ves  en  oposieidn  a los  numeros  Iraccionarios  tenemos  los  nu- 
meros  enter  os,  que  podemos  definir  como  aquellos  que  expresan  el  cociente 
de  una  divisl6n  exacta,  como  por  ejjemplo,  1,  2,  3*  etc, 

5|  5 8 1 4 6+2=*  3, 

0 1 0 2 


EL  NUMERO  RACIONAL  Y EL  NUMERO  IRRACIONAL 


Siguiendo  el  orden  histdrico  que  nos  hemos  trazado,  vamos  a ver  ahora 
cudndo  y c6mo  surgieron  los  numeros  irracionales, 

Es  indudable  que  lueron  los  griegos  quienes  eonorieron  primero  los  nu- 
meros irracionales.  Los  historiadores  de  la  matematica,  estan  de  acuerdo  en 
atriljuir  a Pitagoras  de  Samos  (540  A,  CL),  el  descubrimiento  de  estos  numeros, 
al  establecer  la  relacidn  entre  el  lado  de  mi  cuadrado  y la  diagonal  del  mismo. 
Mas  tarde,  Teodoro  de  Cirene  (400  AX.),  matematico  de  la  escuela  pitago- 
rica,  demostrd  geomdtricamente  que  \/%  v^T,  V%  VT*  etc.,  son  irracionales, 
Euclides  (300  A.C,),  esiudid  en  el  Libra  X de  sus  “Elementos”,  dertas 
magnitudes  que  al  ser  medidas  no  encontramos  ningun  numero  entero  ni 
fraccionario  que  las  exprese.  Estas  magnitudes  se  Hainan  inconmensurables>  y 
los  numeros  que  se  originan  al  medir  tales  magnitudes  se  Hainan  irracionales,  ( ) 
Ejemplos  de  tales  magnitudes  son  la  relacidn  del  lado  de  nn  cuadrado  con 
la  diagonal  del  mismo,  que  se  expresa  con  el  numero  irrational  vtiT2  + b~\ 
y la  re  1 acid n de  la  circuit  ferencia*  al  diametro  que  se  expresa  con  la  letra 
x = 3,141592.  , . 


d =V  as  +■  b1 


X.  = 7T  = 3.14159 


(;•;)  A I exponer  sistem*lticamenLe  los  numeros  irracionales.  Euclides  los  lla  md  asymmetros, 
y a los  rationales  los  Ilam6  symmetros,  palabras  que  significan  sin  medida  y con  medida, 
lJara  seftalar  el  hecho  de  que  estos  numeros  (los  irracionales)  no  teruan  expresidn  los  designaba 
con  la  voz  a Logos.  Boecio  (475-554  D.  C.)f  a I tradudr  empled  commetuuiabilis  c incommen* 
sura  bibs.  Sin  embargo,  Gerardo  de  Cremona  ( 1 114-1 J 87)>  en  una  iraduccidn  de  un  eomentano 
Arabe  sobre  End  ides,  utibzd  errdneamente  rational  is  e irraiionath,  al  to  mar  logos  y a logos 
como  rar6n  y no  cn  la  acepridn  dc  palabra  (vet bum),  usada  por  Euclides.  Este  error  sc 
dif undid  a lo  largo  de  toda  la  Edad  Media,  prevalecicndo  cn  nucstros  dias  cl  nombre  de 
numeros  irracionales. 
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Como  consecuencia  de  la  introduccidn  de  los  mime ros  irractonales,  con- 
sideramos  raciouales  el  conjunio  de  los  mimeros  fraccionarios  y el  conjunto 
de  los  mimeros  enteros,  Definimos  el  niimero  radonal  como  aquel  niimero 
que  puede  expresarse  como  codeine  de  dos  enteros,  Y el  mimero  irradonal  como 
aquel  mimero  real  que  no  puede  expresarse  como  el  cociente  de  dos  enteros. 

Llamamos  mimero  reales  al  conjunto  de  los  mimeros  racionales  e irra- 
cionales. 

LOS  NUMER0S  POSITIVOS  Y N EG  ATI  VOS 

Los  mimeros  negatives  no  fueron  conocidos  por  los  matemiticos  de  la 
antiguedad,  salvo  en  el  caso  de  Diofanto  (siglo  III  DX.?)(  que  en  su  Aritm^tica, 
al  explicar  el  producto  de  dos  diferencias,  introduce  un  mimero  con  signo  +, 
En  el  siglo  VI,  los  hindties  Brahmagupta  y Bhiskara  usan  los  mimeros  negativos 
de  un  modo  practice,  sin  llegar  a dar  una  definition  de  ellos.  Durante  la 
Edad  Media  y el  Renacimiento  los  matem&ticos  rehuyeron  usar  los  mimeros 
negativos,  y fne  Newton  el  primero  en  comprender  la  verdadera  naturaleza  de 
estos  mimeros.  Posteriormente  Harriot  (1560-1621)  imrodujo  los  signos  + y — 
para  caracterizar  los  numeros  positives  y negatives. 

La  significatidn  de  los  mimeros  relativos  o con  signos  (positivos  y nega- 
tives) se  comprende  claramente,  cuando  los  utilizamos  para  representar  el 
resultado  de  medir  magnitudes  relativas,  es  decir,  magnitudes  cuyas  cantidades 
pueden  tom  arse  en  sent  i dos  opuestos,  tal  como  sneede  cuando  tratamos  de 
medir  la  longitud  geogrdfica  de  una  regidn  determinada;  o de  expresar  el 
grado  de  temperatura  de  un  lugar  dado.  En  el  primer  caso,  podemos  hablar 
de  longitud  este  u oeste  con  respecto  a un  meridiano  fijado  arbitrariamente 
(Greenwich).  En  el  segundo  caso,  podemos  referirnos  a grados  sobre  cero  o 
grados  bajo  cero.  Convencionalmente  fijamos  los  mimeros  positivos  o con 
signo  + en  una  direction,  y los  mimeros  negativos  o con  signo  — , en  la  direc- 
tion opuesta. 

Si  sobre  una  semirrecta  fijamos  un  punto  cero,  a partir  del  cual,  hacia  la 
derecha,  sehalamos  puntos  que  representan  una  determinada  unidad,  nos  re- 
sultan los  puntos  A,  B,  C,  etc.  Si  sobre  esa  misma  semirrecta,  a partir  del  punto 
cero  (Hamado  origen),  procedemos  del  mismo  modo  hacia  la  izquierda,  tendre- 
mos  los  puntos  a,  b,  c,  etc.  Si  convenimos  en  que  los  puntos  de  la  semirrecta  indi- 
cados  a la  derecha  del  punto  cero  representan  mimeros  positivos  (A,  B,  C,  etc,); 
los  puntos  senalados  a la  izquierda  (a,  b,  c*  etc.),  represenfar^n  mimeros 
negativos. 


c b a , A B C 

• •t  ■ — j — — t » • 

-3  -2  -1  0 +1  +2  H-3 

Histdricamente,  los  mimeros  negativos  surgen  para  hacer  po- 
sible  la  resta  en  todos  los  casos.  De  este  modo,  la  resta  se  convierte  en  una 
operation  inversa  de  la  suma,  y se  hace  posible  restarle  a un  minuendo  men  or 
un  sustraendo  mayor. 
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Los  numeros  y los  simbolos  literales  negativos  se  distinguen  por  el  signo  — 
que  llevan  antepuesto.  Los  numeros  positivos  y su  representacidn  literal  llevan 
el  signo  +,  siempre  que  no  inicien  una  expresidn  algebraica. 

El  numero  cero.  Cuando  tratamos  de  aprehender  el  concepto  de  numero 
natural,  vemos  c6mo  iste  surge  de  la  comparacidn  de  conjuntos  equivalentes 
o coordinates  entre  si.  Por  extensidn  llamamos  conjunto  al  que  tiene  un  solo 
elemento  y que  se  representa  por  el  numero  1.  Ahora,  consideramos  el  numero 
cero  como  expresidn  de  un  conjunto  nulo  o vacio,  es  decir,  un  conjunto  que 
carece  de  elementos. 

Por  otra  parte,  el  cero  representa  un  elemento  de  separacidn  entre  los 
numeros  negativos  y positivos,  de  modo  que  el  cero  es  mayor  que  cualquier 
numero  negativo  y menor  que  cualquier  numero  positivo. 

El  siguiente  diagrama  nos  aclarari  las  distintas  clases  de  mimeros  con 
los  cuales  vamos  a trabajar: 
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LEYES  FORMALES  DE  LAS  OPERACIONES  FUNDAMENTALES 
CON  NUMEROS  REALES 

Hemos  visto  sumariamente  como  a trav^s  del  curso  de  la  historia  de  las 
matemdticas,  se  ha  ido  ampliando  sucesivamente  el  campo  de  los  numeros, 
hasta  llegar  al  concepto  de  numero  real.  El  camino  recorrido  ha  sido,  unas 
veces,  el  geonrktrico,  que  siempre  desemboca  en  la  Aritmetica  pura,  formal; 
otras  veces,  el  camino  puro,  formal  ha  iniciado  el  recorrido  para  desembocar 
en  lo  intuitivo,  en  lo  geomctrico.  Como  ejemplos  del  primer  caso,  tenemos 
los  numeros  irracionales,  introducidos  como  razdn  de  dos  segmentos  con  el 
propdsito  de  representar  magnitudes  inconmensurables,  y que  hacen  posible 
la  expresidn  del  resultado  de  la  radicacidn  inexacta.  Y tambien,  los  numeros 
fraccionarios  que  surgen  para  expresar  el  resultado  de  medir  magnitudes  con- 
mensurables,  y que  hacen  posible  la  division  inexacta,  Como  ejemplo  del 
segundo  caso,  estin  los  numeros  negativos  que  aparecen  por  primera  vez  como 
raices  de  ecuaciones,  y hacen  posible  la  resta  en  todos  los  casos,  ya  que  cuando 
el  minuendo  es  menor  que  el  sustraendo  esta  operacidn  carece  de  sentido 
cuando  trabajamos  con  numeros  naturales.  Mis  tarde,  estos  numeros  negativos 
(relativos)  servirin  para  expresar  los  puntos  a uno  y otro  lado  de  una  recta 
indefinida. 

Sin  pretensiones  de  profundizar  prematuramente  en  el  campo  numerico, 
vamos  a exponer  las  leyes  formales  (esto  es,  que  no  toman  en  cuenta  la  natu- 
raleza  de  los  numeros)  de  la  suma  y de  la  multiplicacidn,  ya  que  las  demis  ope- 
raciones  fundamentales  pueden  explicarse  como  inversas  de  £stas,  asi,  la  resta. 
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la  division,  la  potenriatidn,  la  logaritmacidn  y la  radicacidn,  Conviene  ir 
adaptando  la  mentalidad  del  printipiante  a!  canicter  formal  (abstracto)  de  estas 
leyes,  pues  ello  contribuirA  a la  comprensidn  de  los  problemas  que  ulteriormente 
le  pi  an  tear  An  las  matemAtlcas  superiores.  For  otra  pane,  el  con  junto  de  estas 
kyes  formates  comtituirA  una  definicidn  indirecta  de  los  niimeros  reales  y de 
las  operaciones  fundamentales.  Estas  leyes  que  no  requieren  demostracidn,  pues 
son  de  aprchensidn  inmcdiata,  sc  llaman  axiomas. 

IGUALDAD 

I,  Axioma  de  identidad:  a — a. 

IL  Axioma  de  reciprocidad:  si  a — h,  tenemos  que  h ~ q. 

Ill,  Axioma  de  iransitividad:  si  a — b y b = c,  tenemos  que  a^c, 

SUMA  0 ADICION 

I.  Axioma  de  uniform  idad:  la  suma  de  dos  niimeros  es  siempre  igual, 
es  dedr,  liniea;  asi,  si  a=  b y c = d,  tenemos  que  a + c=  b + d. 

IL  Axioma  de  eonmutat  ividad:  a+  b = b + a, 

III.  Axioma  de  asocial ividad:  (a  4-  b)  + c — a + (b  + c). 

IV.  Axioma  de  identidad,  o modulo  de  la  suma:  hay  un  numero  y s61o 
un  mirnero,  el  cero,  de  modo  que  a-b£?  = 0-f-a  — a,  para  cualquier  valor  de  a. 
De  ahi  que  el  cero  reciba  el  nombre'de  elemento  iddntico  o mddulo  de  la  suma. 

MULTI  PLICAC  ION 

L Axioma  de  uniform  idad:  el  producto  de  dos  niimeros  es  siempre  igual, 

es  dedr,  urtico,  asi  si  a — b y c~d>  tenemos  que  ac  bd. 

IL  Axioma  de  conmu  tat  ividad:  ab  ~ ba . 

III.  Axioma  de  asocial  ividad:  (ab)  c~a  (be). 

IV.  Axioma  de  distri  but  ividad:  con  respecto  a la  suma  tenemos  que 
a ( b -f  c)—ab  4-ar, 

V.  Axioma  de  identidad,  o modulo  del  producto:  hay  un  numero  y sdlo 
un  ntimero,  el  uno  (1),  de  modo  que  a. i *a—at  para  cualquier  valor  de  a . 

VL  Axioma  de  existenda  del  inverso:  para  todo  ntimero  real  a ¥*  0 

(a  distinto  de  cero)  corresponde  un  ntimero  real,  y sdlo  uno,  x,  de  modo  que 
ax  — L Este  numero  x se  llama  inverso  o redproco  de  a , y se  represents  por  7/a. 

AXIOMAS  DE  ORDER 

L Tricotomia:  Si  tenemos  dos  numeros  reales  a y b sdlo  puede  haber  una 
relacidn,  y s6!o  una,  entre  am  bos,  que  a>  b;  a = b o a <b. 

II.  Monotonia  de  la  suma:  si  a > b tenemos  que  a + c > b + c. 

III.  Monotonia  de  la  multiplicacidn:  si  a > b y c > 0 tenemos  que  ac  > be . 


NOTAS  SOB  HE'  EL  CONCERTO  DE  NUMlRO  • 33 


AXIOMA  DE  CONTI NU! DAD 

1 Si  tenemos  dos  con  juntos  de  numeros  reales  A y B,  de  modo  que  todo 
numero  de  A es  menor  que  cualquicr  numero  de  B»  existird  siempre  un  numero 
real  c con  el  que  se  vcrifiquc  a S c S bf  en  que  a es  un  numero  que  estii 
dent  ro  del  conjunto  A,  y b es  un  numero  que  estd  dentro  del  con  junto  R, 

OPE  RAC  (ONES  FUNDAMENTAL'S  CON  LOS  NUMEROS  RELATIVOS 

SUM  A DE  NUMEROS  RELATIVOS 

En  la  sum  a o adici6n  de  numeros  relatives  podemos  considerar  cuatro 
casos:  sumar  dos  mimeros  posit  ivos;  sumar  dos  mimeros  negativos;  sumar  un 
positive  con  otro  negative,  y sumar  el  cero  con  un  numero  positivo  o negative*. 

1}  Suma  de  dos  numeros  positives 

Regia 

Para  sumar  dos  mimeros  positives  se  precede  a la  suma  (+  4)  -f  (4  2)  = 3-  6 

aritmtHica  de  los  valores  absoJutos  de  ambos  numeros,  y al 
result  ado  obtenido  se  le  anteponc  el  signo  4%  Asi  tenemos:  — / 

Podemos  represeniar  la  suma  de  dos  mimeros  positives  del  siguiente  modo: 


*6 


-4 


3 -2 


+ 2 +3 


I 

+ 4 


+ 2 


+ 5 + 6 


+ 7 


FIGURA  2 


“)  Suma  de  dos  numeros  negativos 

Regia 

Para  sumar  dos  numeros  negativos  se  precede  a la  suma  ( — 4)  + ( — 2)  = — 6 

aritmetica  de  los  valores  absolutes  de  ambos,  y al  resultado 
obtenido  se  le  antepone  el  signo  — . Asi  tefiemos: - — / 

Podemos  represent  a r la  suma  de  dos  numeros  negativos  del  siguiente 
modo: 


*1  +2  +3  +4 


9AUBCIH  - 3 
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3)  Suma  tie  un  numero  positive*  y otro  negative 


Regia 

Para  sumar  un  numero  positive  y un  numero  negative 
se  precede  a hallar  la  diferencia  aritm^tica  de  Ids  valores 
absolutes  de  am  bos  n inner  os,  y al  resultado  obtenido  se  le 
ante  pone  el  signo  del  numero  mayor,  Cuando  los  dos  nume- 
ros  tienen  igual  valor  absoluio  y signos  distihtos  la  suma  es 
cero.  Asi  tenemos:  /* 


(H-6)  + (-2)=+’4 
(“  B)  + (+2)  = -4 
(— 6>  + (+  6)  = 0 
(+  6)  + (-  6)  = 0 


Podemos  representar  la  suma  de  un  numero  positivo  y otro  negative  de 
los  siguientes  modos: 

Representation  grifica  de  la  suma  de  un  numero  positivo  y un  nrimero 
negativo,  en  que  el  m'miero  positivo  tiene  mayor  valor  absolute  que  el  negative : 


-+  A— 


+ 6- 


3 -2  - l 


+ 1 +2  +3  +4  +5 


FIGURA  4 


Represen  tacibn  grifica  de  la  suma  de  un  numero  positivo  y un  numero 
negativo*  en  que  el  ntimero  negativo  tiene  mayor  valor  absolute  que  el  positivo: 


-4 


:<r- 


*2- 


-s 


4 - 3 


+ 1 +2  «■  3 


FIGURA  5 


Representacidn  gr&ftca  de  la  suma  de  un  numero  positivo  y un  numero 
negativo*  en  que  el  valor  absolute  de  am  bos  numeros  es  igual. 


6 *5  - 4 - 3 -2  -1 


+ 6- 

6 


— 6 - 


■§■  1 +2  43  + 4 4 5 46 


r 


FIGURA  6 
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Suma  tie  cero  y un  numero  posit  ivo  o negativo 

Regia 

La  suma  de  cero  con  cuaiquier  ntimero  positive  o negativo  nos  dari 
el  mismo  numero  posit  ivo  o negativo. 

(-b  4)  + 0 — + 4 


Asi  tenemos: 
En  general; 


(-4)+0  = “4 
a + 0 — 0 + a 


En  que  a puede  ser  positive,  negativo  o nulo* 


SUSTRACCION  DE  NUMEROS  RELATIVOS 


Liamamos  opuesto  de  un  numero  al  mismo  numero  con  (+  m)  + (—  tn)  - 0 
signo  contrario,  Asi,  decimos  que  —m  es  opuesto  de  + m. 

Ya  vimos  en  un  caso  de  la  suma  que:  


La  sus trace idn  es  una  operacidn  in  versa  de  la  suma  que 
consiste  en  hallar  un  numero  x (llamado  diferencia),  tal  que, 
surnado  con  un  numero  dado  m,  dl  un  result  ado  igual  a otro 
numero  ru  de  modo  que  se  verifique:  / 


x + m = n (1) 


Llamando  m1  a]  opuesto  de  mt  podemos  determinar 
la  diferencia  x,  sumando  en  ambos  miembros  de  la 
igualdad  (1),  el  numero  m*\  en  eiecto:  / 


x + m + m*  = n -f  m*  (2) 


Si  observamos  el  primer  miembro  de  esta  igualdad  (2),  x — n + m*  (3) 

veremos  que  aplicando  el  axiom  a de  asociatividad  tenemos: 
rra  + m'”  0,  y como  x + 0 — x,  tendremos:  , 


que  es  lo  que  queriamos  demostrar,  es  decir,  que  para  hallar  la  diferencia 
entre  n y m basta  sumarle  a n el  opuesto  de  m ( m *).  Y como  hemos  vis  to  que 
para  hallar  el  opuesto  de  un  numero  basta  cainbiarle  el  signo,  podemos  enun- 
ciar  la  siguiente 


Regia 

Para  hallar  la  diferencia  entre  dos  nu- 
meros  relativos  se  suma  al  minuendo  el  sus^ 
traendo,  cambiandole  el  signo. 

Asi: 


(+  8)  — (-h  4)  — (+  8)  + ( ”4)  — + 4 
{+  8)  — (—  4)  ” (Hr-  8)  + (+  4)  = + 12 
(— 8)-(-h4)  = <-  8)  + (—  4)  ~ — 12 
(_  s)  - (-  4)  = (-  8)  + {+4)  = ~4 


REPRESENT  AC  EON  GRAFICA  DE  LA  SUSTRACGlON  DE  NUMEROS  RILATEV05 

For  medio  de  la  interpretacidn  geometrica  de  ia  sustraccidn  dc  numeros 
relativos,  podemos  expresar  la  distancia,  en  unidades,  que  hay  entre  el  pun  to 
que  representa  al  minuendo  y el  pun  to  que  representa  al  sustraendo,  asi  como 
el  sentido  (negativo  o positivo)  de  esa  distancia. 


36  » 


algebra 


Para  expresar  la  diferencia  {+  4)  — {—  8)  = + 12,  tendreraos: 


+12 


-4  -3  - 2 


-1 


0 + 1 +2  +3  *-4 


F1GURA  7 


Para  expresar  la  diferencia  (—  8)  — (+  4)  = — 12,  tendremos: 


+ n ; 

> I 

— \ i — « < 1— 1 i 1- 1 f *- H *■ 

_B  _7  -6  -5  -4  ”3  -2  -1  0 + 1 +2  +3  <-4 


FIGUR  A 8 


M.ULTIPLICAOQN  Oi  NUMEROS  RELATIVOS 

Regia 

El  producto  tie  dos  numeros  relativos  se  hall  a multi  pi  icando  los  valores 
absolutos  de  a in  bos.  El  producto  hailado  I levari  signo  positivo  (+),  si  los 
signos  de  ambus  f adores  son  iguales;  He  vara  signo  negative  (— ),  si  los  fae 
tores  tieneii  signos  distititos.  Si  uno  de  los  factores  es  0 el  producto  ser;i  0* 

(0)  (+  3)  = 0 
(0)  (—  3)  = 0 
0 0 — 0 


EL  sigmente  euadro  es  un  medio  de  re-  4-  por  +■  da  + + por  — da  — 

cordar  Mciimente  la  ley  de  los  signos  en  la  — por  — da  4-  — por  + da  — 

tnuldplicadon  de  los  ntinieros  relativos. 

REPRESENTACIQN  GRAF  IGA  DEL  PRODUCTO  DE  DOS  NUMEROS  RELAX  I VOS 

El  producto  de  dos  numeros  relatives  puede  expresarse  gcometricamente 
como  el  irea  de  un  rectingulo  cuyo  largo  y cuyo  ancho  vienen  dados  por 
a mhos  numeros.  A esLa  area  podemos  atribuirle  un  valor  positive  o negative, 


Cuando  operamos  con  simbolos  liter  ales 
el  producto  es  siempre  indicado,  hien  en  la 
forma  a X b;  bien  en  la  forma  a . b;  y mas 
usualmente  ab * 

Asi:  


(4-2)  (+3)  = + 6 
(-2)  (-3)= + 6 
(+2)  (-3)= -6 
(-2)  (+8)=-B 
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segun  que  sus  lados  tengan  valores  de  un  mismo  senrido  o de  sentidos  dis- 
tintos  respect!  vameme. 


A 

-t-6 

> 

+ 3 


-3 


+ 3 


1 -r 

t 

*6 

FIGURA  9 


POTENCIA  DE  MUM  EROS  RELATIVES 

Llamamos  potencia  de  un  numero  relativo  al  producto 
de  tomarlo  como  factor  tantas  veces  como  se  quiera.  Si  a 
es  un  mimero  relativo  cualquiera  y n > 1 es  un  numero 

natural,  tendremos  la  notacibn  au , que  se  lee  a elevado  a la  an  = a. a, a , * . , * , . a 
en£sima  potencia,  e indica  que  a debe  tomarse  como  factor  n 
veces.  Asf;  /* 

En  la  notation  an  = x,  llamamos  potenda  al  producto  x,  base  al 
mimero  que  tomamos  como  factor  at  y exponente  a n$  que  nos  indica 
las  veces  que  debemos  tomar  como  factor  a a.  A la  operation  de  hallar  4s  =?  1024 
el  producto  x,  la  llamamos  potenciaribn  o elevacibn  a potenda, 

Ejemplo:  y* 

En  este  ejemplo,  4 es  la  base;  5 es  el  exponente,  y 1024  es  la  potencia. 

Regia 

La  potencia  de  un  numero  positive  siempre  es  posit iva.  La  po- 
tencia de  un  numero  negative  sera  posit.iva  si  el  exponente  es  entero 
v par:  negativa  si  et  exponente  entero  es  impar.  Asi: 


a1  — + A 
f-  a)2  — + A 
= -+■  A 
( - a) 3 — — A 


algebra 
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PRODUCTO  DE  DOS  POTENG1AS  DE  IGUAL  BASE 

Regia 

Para  multipliear  dos  potencias  de  igual  base,  am  , aa  — aTO+° 

sc  eleva  dicha  base  a la  potencia  que  resulte  de  la  (3)2  ^4  — 3 2 +4  = 36  — 729 

suraa  de  los  exponentes  respect! vos.  Ejemplo:. /* 


POTENCIA  DE  UNA  POTENCIA 


Regia 

Para  hallar  la  potencia  de  una  potencia  se  mul-  (a*)m  “ anx,fl  ==  a?m 

tiplican  Ids  exponentes  y se  mantiene  la  base  primi-  (_  22)*  — — 2'2*g  = “ 2®  — (34 

tiva.  Ejemplo: / 


Hay  que  poner  especial  cuidado  en  no  confun- 
dir  la  potencia  de  una  potencia,  con  la  elevacidn  de 
un  numero  a una  potencia  cuyo  exponente,  a la  vez 
este  afectado  por  otro  exponente.  Asi,  no  es  lo  mismo 

(42)3  que  (4a3).  Ejemplo:  - f 


(42)8  = 42>l8  = 4°  = 4096 

(4a3)  = 42.2,2  = 4»  = 65536 


DIVISION  DE  NUMEROS  RELATIVOS 

Ya  vim  os,  al  era  tar  de  las  leyes  form  ales  de  la  m u 1 ti  pi  icaci  bn,  que  de 
acuerdo  con  el  axioma  Y1  (exist  encia  del  inverso),  a todo  niimero  real  a ^0, 
corresponde  un  numero  real,  y solo  uno,  x,  de  rnodo  que  ax  — 1;  Este  nu- 
mero x se  llama  in  verso  o redproco  de  a , y se  represent  a por  1/a. 


El  inverso  o redproco  de  un  numero  rela- 
tivo  cualquiera  distinto  de  cero  tiene  su  mismo 
signo / 


Ei  inverse  de  + 4 es  + £ 

El  in  verso  de  —4  es  — 1 

EI  inverse  de  — VTT  es — 

El  inverso  de  + J es  +2 


La  divisibn  es  una  ope  r acid  n inversa  de  ia  multiplication  que  consiste 
en  hallar  uno  de  los  factores,  conocidos  el  otro  factor  y el  prod  uao,  Es  dedr, 
dado  el  dividendo  d y el  divisor  d ' hallar  el  cociente  c , de  modo  que  se  ve- 
1 if ique  d'e  — d. 

Rccordamos  que  esta  operation  sblo  es  posible  si  d*  es  distinto  de  cero, 
Aplicando  el  axioma  de  ex  is  tend  a del  inverso,  te  nemos  que: 

1/d'  (d'e)  1/d1  d 


Sabemos  que:  1/d'  (d'e)  — (1/d1  d')  a = (4  1)  c — c 

Eiiminando  queda:  c — 1/d1  d 

De  lo  cual  deducimos  la  siguiente 
Regia 

Para  dividir  un  numero  cualquiera  d por  otro  numero  distinto  de  cero  d\ 
multiplicamos  d por  el  redproco  d1  (I/d').  Ei  cociente  que  resulte  serd  positive 
si  los  dos  nuineros  son  del  mismo  signo;  y negative,  si  son  de  signos  contraries. 

Con  el  siguiente  cuadro  po  demos  recordar  fdcilniente  la 
ley  de  los  signos  de  la  divisibn  con  nuineros  relatives. f 


4 entre  4 da  4 

— entre  — da  4 

4 entre  — da  — 

— entre  4-  da  — 


NOTAS  SOBRE  EL  CONCERTO  DI  NUMERO 


Ahora  que  estudiamos  la  division,  podemos  enunciar  tres  casos  de  la 
elevacidn  a potencia  de  un  rn'imero  cualquiera. 


1)  Si  un  ndmero  cualquiera  a=^Qr  se 
eleva  a la  potencia  0 es  igual  a +].  Ask 


a°  = + l 
f 3°=  + l 


2)  Si  un  numero  cualquiera  a^O,  se  eleva  a un  exponente 
negativo  cualquiera  —me s igual  al  reciproco  de  la  potencia  an\  de 
ex  pon  e n t e posi  t i vo . Asi : 


3”2  = 


JL 
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3)  La  divisidn  de  dos  potencias  de  igual  base  es  igual 
a la  base  eleva  da  a la  potencia  que  de  la  diferencia  de  ambos 
exponentes.  Asi : 


am 

— — 
a* 


34 

— ■=  3**  = Ba  9 

02 


UMIFORM1DAP  OE  LAS  OPERACIONES  FUNDAMENTALES  CON  NUMEROS  RELATIVOS 


Hernos  visto  en  las  operaciones  esiudiadas,  a saber:  suma,  resta,  multipli- 
cacibn,  potenciacion  y division,  que  se  cum  pie  en  todas  cl  las  el  axiom  a de 
uni  form  id  ad,  Quiere  esio  significar  que  cuando  sometemos  dos  numeros  rela- 
tives a cualquiera  de  las  operaciones  mencionadas,  el  resukado  es  uno,  y s61o 
uno,  es  dear,  unico.  Sin  embargo,  cuando  extraemos  la  raiz  cuadrada  de  un 
numero  positivo,  tenemos  un  resukado  doble.  Pues  corno  veremos,  al  estudiar 
la  extraccidn  de  las  raices,  un  numero  positivo  cualquiera  siempre  tiene  dos 
rakes  de  grado  par, una  positiva  y otra  negativa. 

g 

Asi:  V + a ~ ± a'  porque: 


del  mismo  mode:  V 4-  64  — ± 8 


porque: 


(+  a*)z  = (+  a1)  (+  a')  = + a 

(“O2  = <“*')  <- *')  = + * 

(+8)*  = (+8)  (~h  8)  — 4-  64 
(-  8)2  = t-  8)  (-  8)  = + 64 


POSIBILIDAD  DE  AMPL1AR  EL  CAMPO  HUMERICO 


Los  numeros  reales  no  cierran  la  posibilidad  de  ampliacibn  del  campo 
numbrico.  Tal  posibilidad  se  mantiene  abierta  para  la  introduccibn  de  nuevos 
elites,  siempre  que  tales  entes  cum  pi  an  las  leyes  formales,  Dentro  de  los  I unites 
de  este  texto,  el  estudiante  todavia  se  enfrentarii  con  una  nueva  ampliacidn 
del  campo  numMco,  Se  trata  del  numero  complejo,  que  es  un  par  de  numeros 
dados  en  un  orden  determinado  y que  esta  constituido  por  un  numero  real 
y un  numero  imaginarkx  Con  estos  numeros  podremos  representar  un  punio 
cualquiera  en  el  piano.  En  el  capftulo  XXXII  se  presen tar^  una  discusi bn 
amplia  sobre  estos  mimeros. 


1 ■ 

i 
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EL  ALGEBRA  EN  EL  ANTIGUO  EGIPTO  (5,000-500 
A.  CJ  in  Igipto,  maravilloio  pueblo  de  farionei  y 
pirimidev  iitcontramoi  Ini  primero*  vnfrigioi  del  de- 
Mrfollo  do  uni  delicti  matemitica.  Sus  nigeoctai  vi- 
tale*,  sujetat  a lai  pvriidicat  inundicienet  del  Hilo, 


los  I lev  iron  a perfeccionar  la  AHtmiticj  y la  Geome- 
trii.  En  el  papiro  de  Rhind,  debido  al  escribe  Ahmet 
U 650  A,  C J , el  mis  valioso  y antiguo  document □ 
matemitico  qua  estate,  te  presentan  e litre  multiples 
problem**,  sol uc tones  de  ecuaciones  de  segundo  grado. 


CAPITULO 


SUMA 

33)  LA  SUMA  O ADICION  es  una  operaci  6n  que  tiene  per  ubjeto  reunir 
dos  o mis  expresiones  algebraicas  (sumandos)  en  una  sola  expresion 
aigebraica  (suma). 

Asf,  la  suma  de  a y h cs  a -f  b,  porque  esta  ultima  expresion  es  la  reu- 
nion de  las  dos  expresiones  algebraicas  dadas:  a y b. 

La  suma  de  a y — b es  a—h,  porque  esta  ultima  expresion  es  la 
reunion  de  las  dos  expresiones  dadas;  a y — ft. 


34 ) CARACTER  GENERAL  DE  LA  SUMA  ALGEBRAICA 

En  Aritm£tica,  la  suma  siempre  significa  an  memo,  pero  en  Algebra 
la  suma  es  un  concepto  mis  general,  pues  puede  sigruficar  aumento  o dis- 
n\imicidn,  ya  que  hay  sumas  algebraicas  como  la  del  ultimo  ejemplo,  que 
equivale  a una  resta  en  Aritmdtica. 

Results,  pues,  que  sumar  una  cantidad  negativa  equivale  a restar  una 
cantidad  posit  iva  de  igual  valor  absoluto. 

Asi,  la  suma  de  m y — n es  m — nf  que  equivale  a restar  de  m el  valor 
absoluto  de  — n que  es  \n\. 

La  suma  de  — 2x  y —3y  es  — 2 x — Zyt  que  equivale  a restar  de  -2x  el 
valor  absoluto  de  que  es  |3y|. 
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REGLA  GENERAL  PARA  SUMAR 


Para  sumar  dos  o m&j  ex  presumes  algebraicas  se  escribcn  unas  a con« 
tinuacion  de  las  otras  con  sus  propios  signos  y se  reducen  los  t^rminos  se-* 
mejantes  si  los  hay. 


I.  SUMA  DE  MONOMIOS 
1)  Sumar  5a,  6b  y 8c, 

Los  escribimos  Linos  a continuacidn  de  otros  con  sus  5a + 66  + 8c.  R* 
propios  signos,  y como  5 a— +5a,  66=+66  y 8c=+8c  la  suma  ser;i:>  1 

El  orden  de  los  sumandos  no  altera  la  suma,  Asi,  5a  + 6h  + 8c  es  lo 
mismo  que  5a  + 8c  + 66  o que  66  + 8c  + 5a. 

Esta  es  la  Ley  Conmutativa  de  la  suma. 


2)  Sumar  3a26,  4a62,  a26,  7a62  y 663. 


Tendremos: 


3a26  + 4a6a  + a2b  + 7a62  + 66* 


Reducicndo  los  terminus 

semejanies,  queda:  / 

3)  Sumar  3a  y —26. 

Cuando  algun  sumando  es  negative,  suele  incluirse 
dentro  de  un  pa  rentes  is  para  indicar  la  suma;  asf: 

La  suma  sera:  „ 


4o26  + lla6*  + 66a.  R. 

3a  + {-  26) 


4)  Suma  7aa  —86,  —15a,  $6,  —4c  y 8. 

Tendremos: 

7a  + (-86)  + (-15a)  + 96  + (-4e)  + 8=7fl-£6-15a  + 96-4e+8  = -8a  + 6-4c+8.  R. 


5)  Sumar  -ta2,  \abf  “262j  — ^a6 

3 2 4 

\a*+\ab  + {-  2&2)  + (- 
=\a2  + \ab  — 2b2  - \ab  + { 


Wb 

EJERCICIO 

15 

1. 

Sumar: 
m,  n. 

11. 

—11m,  8m. 

2. 

m,—n. 

12- 

9a6,  — 15a6- 

3. 

— 3a,  4 b. 

13. 

- xy , — Qxy. 

4. 

5 b,  —6a. 

14. 

mn,  —limn. 

5- 

7.  -6. 

6. 

-6,  9. 

15. 

— at  — -b, 
a a 

7- 

— 2x,  3y. 

a 3 

8. 

5 mn,  — m. 

16. 

—b,  —c, 

"i  ' J 

9. 

10. 

5 a,  7a. 

— 8x,  — 5x. 

17. 

o ■» 

] , 2 , 

“6,  —6. 
3 3 

->)  + ->  + (— >2) 
i2-|ba  = «2-i«fc-“<>2.  R. 

a 4 d 


18. 

i l 

~Txy-  ~t *y • 

24- 

a.  - 

b,  2c. 

* 2 

25- 

3m, 

—2n, 

4fi. 

19. 

—rate.  — ^a6c. 

26. 

a2,  - 

-lab. 

-5b*. 

S 5 

a 

27. 

*2,  - 

-Zxy, 

-4y2. 

20. 

-4**y,  -x2?. 

28. 

*3,  - 

-xn-y, 

6. 

21. 

3 8 

29. 

2a, 

-b,  3a. 

— mrc, mu. 

!H  4 

30. 

— 771 , 

—fin, 

4n, 

22. 

at  bt  c. 

31. 

—7a, 

f 8 a,  - 

-6. 

23. 

at  — by  c. 

32. 

i 

2Xf 

2 

s 

— X, 

4 
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8 2 

— — m,  —m, mn . 

o J 'a 

-7a2,  5a6,  362,  -a2. 

— 7mn2,  —5m,  17mn2,  —4m. 

.xs,  — Sx2)),  5i  — 7x3f  4X2)?. 

5x2,  9xy,  — 6xy,  7y2,  — x2. 

—8a?b,  5ab 8,  — a26,  — lla62,  —76s, 

ms,  — 8m2n,  7mn2f  — ns,  7m2n, 

4°.  -^a,  ~b,  -~a,  -^b,  -6. 

41,  a,  —3 bt  —8c,  46,  -a;  8c. 


42. 

m3,  - 

43- 

9x,  — 

44. 

6a3,  - 

45. 

-x'-ty'- 

46. 

3a,  | 

47. 

—x2 
2 ' 

48 

5a\  - 

49. 

r1 

50- 

— a2bi 
4 

c2, 


ri.  SUMA  DE  POLINOMIOS 


1)  Suraar  a— 6,  2a + 36  — c y —4a + 56. 

La  suma  suele  indicarse  induyendo  (a  — 6)  + (2a  + 36  — c)  + (—  4a  + 
los  sumandos  dentro  de  parduesis;  asi:/* 

Ahora  colocamos  tod  os  los  terminos  de  estos  polinomios  unos  a conti- 
n nation  de  otros  con  sus  propios  signos,  y tendremos: 

a — 6 + 2a  + 36  — c — 4a  + 56  — — a + 76  — c.  R. 

En  la  pr£ctica»  suelen  colocai^e  los  polinomios  unos  debajo  de  los 
otros  de  modo  que  los  terminos  semejantes  queden  en  columna;  se  hace  la 
reducddn  de  £stos,  separdndolos  unos  de  otros  con  sus  propios  signos. 

a—  6 

Asf , la  suma  anterior  2a  + 36  — c 

se  verifica  de  esta  man  era;  —4a  + 56 

— a + 76  — e,  R. 

2)  Sumar  3m  — 2n  + 4,  6n  + — 5*  Bra  — 6 y m — n — lp. 

Tendremos:  3m—  2n  +4 

6n  + 4p  - 5 
8n  -6 

m — n — 4 p 

4m  + Un  -7.  R. 

36 ) PRUEBA  DE  LA  SUMA  POR  EL  VALOR  NUMERICO 

Se  halla  el  valor  numfirico  de  los  sumandos  y de  la  suma  para  los  mis- 
mos  valores,  que  fijamos  nosotros,  de  las  letras.  Si  la  operation  esd  co- 
rrects, la  suma  algebraica  de  los  valores  numtricos  de  los  sumandos  debe 
ser  igual  al  valor  num^rico  de  la  suma. 
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Ejemplo 


Sumar  8a  — 3b  + 5c  — d,  — 2b  + c — 4d  y — 3a  + 5b  — c y probar  el  resulfado 
por  el  valor  numerico  para  a = 1,  b = 2,  c — 3,  d — 4. 

Tendremos;  8 a — 3b  + 5c—  d = 8—  6+15—  4 — 

— 2b  + c-4 d=  ~ 4+  3-16” 

— 3a  + 5b  — c = — 3 + 10  — 3 — 

5a  + 5c-5  d 5 +15-20=  0 

La  suma  de  tos  valores  numericos  de  los  sumandos  13  — 17  + 4 = 0,  igual  que  e!  va- 
lor numerico  de  la  suma  que  tambien  es  cero. 


B-  EJERCICIO  16 

Hallar  la  suma  de: 


1 3a+2b—  c]  2tz+3b+c.  7 

2*  la— 4b+5c;  — 7a+4b— 6c.  8 

3.  m+n— p\  — m— n+p* 

4.  9x— 3y+5;  —x—y+ 4;  — 5x+4y—  9- 

5.  a+b— c;  2&+2b— 2c,  —3 a— b+3c. 

6 p-hq+r;  —2p—$q+3r;  p+5q— Sr.  12 


-7*— 4y+Gz;  10x—  20y— Bz]  — 5x+24y+2  z. 

— 2m+3n— 6;  3m— 8n+8;  —5m+TC—10- 
— §ct— 2b— 3c;  7a— 3b+5d  — 8a+5b—  3c. 
ab+bc+cd;  — Bab— 3bc— 3cd;  5ab+2bc+2ed* 
ax— ay—  az;  — Sax— 7ay— 6az;  4ax+9ay+8az. 
5x— 7y+8;  ^y+6-4x;  9-3x+8y* 


13,  — am+Gmrc— 4j;  6-t— am— 5mn;  — 2s— 5mrc+3am. 

14  2a +3  b;  6b— 4c;  — a+8c. 

15  6m— 3n\  — 4??+5£;  — m— 5£. 

16.  2a+3b;  5c— 4;  8a+6;  7c— 9. 

17*  2x-8y;  5z+9;  6x™4;  3y-5, 

18.  8a+3b— c;  5a— b+c;  — a— b— c;  7a— b+4c. 

19.  7x+2y— 4;  9y-6z+5;  -y+3z-6;  -5+8x-3y. 

20.  -m—n-p;  m+2rc— 5;  3p— 6m  +4;  2n+5m— 8. 

21.  5a*-3am-lan\  -8#+5ara-9an;  -lla^+S^+lGa11. 

22.  7ma  + a-5mfl  + 8;  4ma  + 1-7ma  + 2-ma*3;  -5ma+1+3m‘  + 2+12m*+3, 

23.  Sx+y+z+u;  — 3x— 4y— 2z+3?i;  4x+5y+3z— 4w;  — 9x— y+z+2w. 

24  a+b— c+d;  a— b+c— d;  — 2a+3b— 2c+d;  — 3a— 3b+4c—  d. 

25.  5ab— 3bc+4cd;  2bc+2cd—  3de\  4bc— 2ab+3dc;  —$bc—6cd—ah. 

26.  a— b;  b—c;  c+d;  a— c;  c— d;  d— a:  a— d. 

3 ) Sumar  3x2  — 4xy  + y2t  — 5xy  + 6x2  — 3y2  y — 6y2  — Sxy  — 9x2. 

Si  los  polinomios  que  se  suman  pueden  ordenarse  con  relacidn  a una 
letra,  deben  ordenarse  todos  con  relacidn  a una  misma  letra  antes  de 
sumar. 


3x2-  4xy  + y2 

AsfTj  en  este  caso  vamos  a ordenar  en  orden  6x2  — Sxy  — 3y2 

descendente  con  relacion  a x y tendremos; _/*  — 9x2—  Sxy  — 6y2 

-17xy  — 8y2.  R. 
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4)  Sumar 

a3b-b*  + ab3,  - 2a2b2  4-  iab3  4-  2b*  y 5asb  - 4ab*  - Ga-b2  - b*  - b. 


Ordenando  con  relacion  a la  a 
se  tiene:  /* 


a3b  + ab 3 — b 4 

— 2a2i2  + 4 ab3  + ‘2b4 
5 asb  — ti  it-ir  — 4 ab3  — b*  — 6 
6fl16-8aat*+  ab 3 -6-  R. 


m-  EJERCICIO  17 


Hallar  la  suma  de: 

1-  x24-4x;  — 5x4-x2. 

2.  a24-a&;  — 2a&4-&2. 

3-  x34-2x;  -x24-4. 

4.  a4— 3a2;  a3+4a. 

5.  — x2+3x;  x3+6. 

6.  x2— 4x;  -7x4-6;  3x2-5. 

7-  wi2+re2;  — 3mn+4n2;  — 5m2— 5m2. 


8-  3x+x3;  — 4x2+5;  — x3-l-4x2— 6. 

9.  x2-3xy+y2;  -2y24-3xy-x2;  x2+3xy-y2. 

10-  a2-3a&+B2;  ~5ab+a2-b2;  8aB-B2-2a2, 

11.  — 7x24-5x— 6;  8x— 9+4x2;  -7x4-14— x2. 

12-  a3— 4a+5;  a3— 2a24-6;  a2— Ta+4- 

13.  — x2+x— 6;  x*— 7x2+5;  -x3+8x-5. 

14.  a3—  b3',  5a2b—iab2;  a2— lab2— b3. 


IB.  x3+xy24-y3;  — 5x2y+x3— ya;  2x3— 4xy2— 5y3. 

16  — 7m2n4-4n*;  m3+6ma2— us;  — m34-7m2n4-5n3. 

17  x4— xs+x;  x3— 4x2+5;  7x2-4x4-6. 

18.  a4+a®4-6;  a6— 3a34-8;  a3— a2— 14. 

19.  xr>+x— 9;  3x4— 7x2+6;  -3xa-4x+5. 

20.  «3+a;  a2+ 5;  7a2+4a;  -8a2-6. 

21.  x4— x2y2;  — 5x3y+6xy3;  — 4xy3+y4;  — 4x2y2— 6. 

22.  xy+x2:  — 7y2+4xy— x2:  5y2— x2+6xy;  — fix2— 4xy+y2. 

23  a3— 8ax24-x3;  5a2x— 6ax2— x3:  3a3— 5a2x— x3;  a3+14ex2— x3. 

24.  — 8a2m+6am3— m3;  a3—  5afW2+m3;  — 4a3+4a2m— 3a?n2;  7a2m— 4af«2— 6- 
25-  xs— x3y2— xy4;  2x4y4-3x2y3— ya;  Sx^y2— 4xy4— y5;  x5+5xy4+2y8. 

2G-  aT,+ae+a2;  a4+a3+6;  3fl2+5a-8;  -as-4a2-5fl+6. 

27.  a4-B4;  -a3b+a2b2-abs;  -3a4+5a3fc-4a2fc2;  -4a*b+3a2b2-:ib*. 

28.  m3~n3+Gm2n;  — 4m2n+5wm2+n3;  m*-n3+Gmn!;  — 2wi3— 2fa2n+Ei3. 

29  a*— 3a*~2;  So^+fia1'3;  7a*“34-a*-‘:  a‘-1-13a1‘-3. 

30.  ax+2-a*-fa*  + 1;  -3a*  + 3-a,t-1+ax-2;  -ax+4aI  4 3-5a1+2;  a*-*-a*-2+a«  + 2 


37)  SUMA  DE  POUNOMIOS  CON  COEFICIENTES  FRACCtONARIOS 

1)  Sumar  ~x3  + 2y3  — *~x"y  + 3,  — ^x2y  + “xy2  — ^y3,  — *y3  + -xy2  — 5. 
T endremos: 


+ 2y3  + 3 


1 s 2 -> 

a* jfr 

1 , a „ at . 

--x2y  + Txy»-  fy3 

W 

lxs_  \xzy  + lxf  + '±f_2.  R. 
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B-  EJERCIC10  18 

Hal  hr  la  suma  de: 

1.  ix*  + -3xy-,  \xy  + \y*. 

2.  a2  + ^ai>;  — \nb + \b2\  — -ab-\b2. 

2 A A o 

3.  x*  + lxy;  -Jxy+y2;  ~\*y  + \y*- 


4-  -;;*y  + -y2;  -xy  + -y 

5. 

6-  -x2-“y2  + -xy;  --xy--x2  + -ya:  **y --**  + “?*• 

(1  3 4 9 0 S 0 34 


12 


l^  + \ab-\b^  ia2-±ab+h*;  - ^a*  + ±ab -\b*. 

8 5 2 Q 10  l>  12  20  % 


7. 

8. 
9. 


o»-ia&2+fc8;  -|at>2  - 2b*;  ±«®  -ja2b  - V 

x1  — x2  + 5;  *xs  — -x  — 3;  — -x4  + -x*  — -x. 

3 S 5 4 


- m 


3 — -mn2  + -n3:  -j n~n +-mn2 — -n3;  m3  — - n — n3. 
>8680  2 


10.  x 4 + 2x2y2  + ^y4;  — |x4  + ^x2?2  — ^xy3  — ^y4;  — j|x*y  - ^x2y2  ■+  ^y4. 

11 


x5  — -x3  + -x;  — 3x5  + -x2  — — x;  — -x4  + -x*  — -x2;  — -x3  + -x— 4. 

3 6 8 10  S « -t  ’ 12  S 


-a3  + -«x2  — -xs;  — ~a'2x  — -ax2  — -x8;  — + -a2x  — -ox2. 

13.  aa  — a*  + a2;  JV-jV-ia;  -?«4-V  + 6;  _?a_6< 

14.  x°-y3;  ~xy  -txy*  -iy*;  ~x*y  - \x"y3  - jy°;  2x4y -^x3y- - V. 


m-  EJERCICIO  19 

Sumar  las  exprcsiones  siguientes  y hallar  el  valor  numerico  del  resultado 
para  a — 2,  b = 3,  c = 10,  x = 5,  y — 4,  m = i n = y. 

1.  4x— 5y;  — 3x+fiy— 8;  — x+y. 

2.  x2— 5x+8;  — x2+10x— 30;  -6x2+5x-50. 

3.  x4— y4;  — Sx^2— 8+2x4;  — 4x4+7x3y+10xy*. 

4.  3m-5n+6;  -6m+8-20n;  -20n+12m~12. 

5.  nx+cn—ab;  —ab+8nx—2cn\  —ab+nx— 5. 

6.  «3+b*;  -3«2i>+8ab2-b3;  -5a3-6ab2+8:  3fl2fe-2bs. 

7.  27w3+125«b;  -9rn2n+25win2;  -Hrmi-'— 8;  llwm2+10m2n. 

8.  x’,~1+yb_2+m*~4;  2x*“1—  2yll-2-2mI~>;  3y,J~2— 2w**~*. 

9.  n3-1— n»«-*+8;  -5nM-3m«-*+10;  4n‘-,+5m*-3-18. 

10.  x3y-xy3+5;  x4-x2y2+  5x^-6;  -6xy:,+x-*y2+2;  -y4+3xy34-I- 

n.  !*+{&;  ->+>:  ~ab~^. 

12-  ^»2+^w2-7;  -15 mn+~;  £*2+^m2— L;  - ’m2-30mn+3. 

13-  ~b2m — yn— 2;  ~b2m+G—^cn;  — ^-b2m+ycn+4;  2c«+-^- — ~b2m. 

14.  0.2fl3+0.4fl6I-0.5fl2i;  -0.8&8+0.6ab2-0.3a2b;  -0.4a*+6-0.8a2b;  0.2a3 
+0.96®+1.5a26. 
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CL  CALCULO  EN  CALDEA  Y ASIRIA  15,000-500) 
A.  C.  K No  hi  tido  lino  rccientemonN  que  ha 
puoito  do  minifietto  la  cnorroe  contribution  do  lot 
cildooi,  isrriot  y bjbilonio*  j|  acirvo  matemitico  de 
la  Humanidad.  En  tablillas  devcifradai  hate  muy  poco 


ricmpo  (1930),  liguran  operacicmcs  algebraical  con 
ecuactones  de  legundo  grado  y tibhi  de  poknciii 
qua  requiercn  un  dominio  de  La  matematica  elemen- 
tal, pero  no  ivponi  eifo  quo  los  eatdeos  iuvitrait 
toda  una  conception  abstract*  de  bs  matemiticit* 


CAPITUL0 


REST  A 

38  ) LA  RESTA  O SUSTRACCION  es  una  operaetdn  que  tiene  por  obje- 
to,  dada  una  sum  a de  dns  smnandos  (minuendo)  y uno  de  elf  os  {sus- 
traendo), hallar  el  otro  sumando  (resta  o diferencia)* 

Es  evidente,  de  esta  definicion,  que  la  surua  del  sustraendo  y la  dife- 
rencia  tiene  que  ser  el  minuendo* 

Si  de  a {minuendo)  queremos  restar  b (sustraendo),  la  diferencia  sera 
En  efecto:  a — b serA  la  diferencia  si  sutnada  con  el  sustraendo  b 
reproduce  el  minuendo  a,  y en  efecto:  a — b + b =a. 


39  ) REGLA  GENERAL  PARA  RESTAR 

Se  escribe  el  minuendo  con  sus  propios  signos  y a continuation  el 
sustraendo  con  los  signos  cambiados  y se  reducen  los  l£rniinos  seniejantes, 
si  los  hay* 

1*  RESTA  DE  MONOMIOS 
1>  De  — 4 restar  7* 

Escribiinos  el  minuendo  — 4 con  su  propio  signo 
y a continuation  el  sustraendo  7 con  el  signo  cambiado 
y la  resta  seri:  — / 


~4-7  = -lL  R* 


En  efecto:  —11  es  la  diferencia  porque  sumada 
con  el  sustraendo  7 reproduce  el  minuendo  — 4:  — 

46 


-11 + 7 = -4* 


REST  A • 47 


2)  Restar  46  cle  2a. 

Escribimos  el  minuendo  2a  con  su  signo  y a con  tin  ua-  2a  — 46.  R. 

cion  el  sustraendo  4 6 con  el  signo  cambiado  y la  resta  seri; 

En  efecto:  2a  — 46  es  la  diferencia,  porque  su-  2a  — 46  4- 46  = 2a. 

mada  con  el  sustraendo  46  reproduce  el  minuendo:— / 


3)  Restar  4a2b  de  — 5a2b* 

Escribe  el  minuendo  — 5a* b y 
a con  tin  uae ion  el  sustraendo  4a2  6 
con  el  signo  cambiado  y tengo:  / 

— 9a26  es  la  diferencia,  porque  sumada  con 
el  sustraendo  ia2b  reproduce  el  minuendo: 


— 5a2  6 — 4a2  6 — — 9a26.  R. 


— 9a2  b 4 4a2 b = - 5a26. 

7 


7 — (— 4)=7  + 4=ll.  R. 


4)  De  7 restar  — 4. 

C nan  do  el  sustraendo  es  negativo  suele  incluirse  den- 
tro  de  un  par 6 n tests  para  indicar  la  operaciun,  de  este  mo- 
dq  distinguimos  el  signo  — que  indica  la  resta  del  signo  — 
que  senala  el  eaxacter  negativo  del  sustraendo.  Asf: 

El  signo  — delante  del  parenfesis  esti  para  indicar  la  resta  y este  sig- 
no no  riene  mas  objeto  que  decirnos,  de  at uer do  con  la  regia  general  para 
restar,  que  debemos  cambiar  el  signo  al  sustraendo  —4-  For  eso  a conn- 
nuacidn  del  minuendo  7 escribimos  4-  4. 


5)  De  7x3y4  restar  — 8x3y4. 

Tendremos:  7xay4  — (—  8'xay4)  = 7 x*y4  4 Bx^y*  = 15xay4  R. 

6)  De  — ^ab  restar  — $ab. 

T endremos:  — § ab  — (—  £ a6)  — — ^ a6  + 1 ab  — \ab . R. 


CARACTER  GENERAL  DE  LA  RESTA  ALGEBRAICA 


En  Aritmetica  la  resta  siempre  im plica  disminucidn,  mientras  que  la 
resta  algebraica  tiene  un  ca racier  mis  general,  pues  puede  significar  dis- 
minucion  o aumento- 

Hay  restas  algebraicas,  como  las  de  los  ejemplos  4 y 5 anteriores,  en 
que  la  diferencia  es  mayor  que  el  minuendo. 

Los  ejemplos  4,  5 y 6 nos  dicen  que  restar  una  cantidad  negativa  equi- 
vale  a sumar  la  misma  cantidad  positiva. 


EJERCICIO  20 


De: 


1. 

-8 

restar 

5- 

6. 

2 a 

restar 

36. 

ii. 

-9a2 

restar 

[0 

2. 

-7 

n 

4. 

7. 

3 b 

ll 

2. 

12- 

—7xy 

If 

— 5yz. 

3 

8 

rt 

11. 

8- 

4x 

|i 

66. 

13. 

3 a 

4a. 

4. 

-8 

If 

-11. 

9. 

—5a 

Jf 

66. 

14. 

11 

ii 

25  m' 

5. 

-1 

M 

-9. 

10. 

-Sx 

jpt 

-3. 

15. 

— 6x£y 

ii 

— x2y. 
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16. 

lla*m9  restar 

— 7a3m2. 

17. 

-Sab2 

« 

~8abK 

18. 

31x2y 

ii 

— 46x-)i. 

19. 

-84a*b 

ii 

— 84a26 

20. 

3a* +» 

n 

5b**2. 

21. 

— 8x*+a 

it 

Restar 

11. 

31. 

3 

de 

-2. 

32 

-1 

ii 

7- 

33. 

-5 

ii 

-8. 

34. 

-4 

if 

5. 

36. 

-7 

ii 

-7. 

36. 

-5 

ii 

2a. 

37. 

b 

n 

-3x. 

38. 

5m 

— 2w. 

39. 

— 6a 

ii 

36. 

40 

—5a® 

vs 

86. 

41. 

-9 

ii 

-7a. 

42. 

-25 

Ii 

25«6. 

22. 

6a 0 

resiar 

—5a”. 

23. 

—45a—* 

n 

-60a—1. 

24- 

546—1 

u 

-866—> 

26. 

— 35ma 

tt 

—60m*. 

26- 

5 

it 

i 

~~  a" 

43. 

—a 

de 

3a. 

44. 

-36 

tt 

-46. 

45. 

-llx3 

ii 

54x*. 

46. 

14a a 6 

*i 

78a26. 

47. 

—43a-y 

M 

— 54a2)?. 

48. 

dab 

II 

—a  6. 

49. 

— 31x*y 

II 

-31  x*y. 

50- 

a" 

It 

—3a*. 

61. 

— 7 a*  + 1 

if 

311a-  *». 

52- 

9m* 

if 

105m* 

53- 

18a-1 

II 

-31a*-‘. 

54. 

-19m* 

VI 

~236m*. 

27. 

% 

3 

re  star 

a 

4* 

28. 

Cl 

ii 

7*  * 

29. 

4 i 

it 

“S** 

30. 

— -ab2 

8 

i» 

— — a62. 

4 

55. 

54a**2 

de 

56 

-6a 

-• 

i 

4 ' 

67. 

-5 

ii 

2 
3 * 

58. 

3 3 

— mA 
s 

ii 

7 <1 

m3. 

in 

59- 

--a=62 

12 

n 

-a26a. 

(1 

60. 

45a363 

it 

— — a362. 

A 

II.  REST  A DE  POLINOMIOS 

41  ) Cuando  el  sustraendo  es  un  polinomio,  hay  que  restar  del  minuendo 
cada  uno  de  los  t^rminos  del  sustraendo,  asi  que  a contimiacidn  del 
minuendo  escribiremos  el  sustraendo  camhi&ndole  el  signo  a todos  sus 
t^rminos. 


Ejemplos 


{1  ) De  4x  — 3/  + z restar  2x  + 5 z — 6. 

La  sustraccron  se  indica  mcluyendo  el  sustraerv  4x  — 3 y + z — (2x  + 5z  — 6}* 

do  en  un  patentees  precedido  del  signo  — , asih — Z 

Ahora*  dejamos  el  minuendo  con  sus  propios  sig* 

nos  y a conti  nuoc  ion  escrlbimos  el  sustraendo  4x  — 3y  H-  z — 2x  — 5z  -h  6, 

combfdndo/e  et  sign o o todos  sus  term/ nos  y fen- 
dremos:  _ Z* 

Reduciendo  los  terminos  semejantes,  tendremos:  — * 2x  — 3y  — 4z  -f  6.  R, 

En  la  practice  sue/e  escribirse  el  susiroendo  con  sus  signo  $ cawbiados  deba- 
/o  de/  minuendo,  de  modo  que  /os  fermmos  seme/antes  queden  en  co/umno  y 
se  bace  io  reduccion  de  Sstos,  separandobs  unos  de  otros  con  sus  propios  signos; 

• 4x  — 3y  + 2 

Asif  la  resta  anterior  se  verified  de  esfa  manera^ ► — 2x  * 5z  + 6 


2x  — 3y  — 4z  H-  6,  R. 


PRUEBA 


RESTA 
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La  dtferenaa  sum  o da  con  el  susfraendo  debe  dar  el  minuendo. 


(2) 


En  el  ejempio  anterior,  sumando  la  dife- 
rencia 2x  ~ 3/  — At  4 6 con  el  sustraen- 
do  2 x 4 5z  “ 6,  tendremos:  


2x  — 3 y — 4z  4 6 
2x  4 5z  — 6 


4x  — 3y  - h z (minuendoj. 


Raster  — 4a&b  — ab5  H-  6a3b3  — orb4  — 3be  de  8o4b2  4-  an  — 4o2b4  4 6ab-\ 

Af  escribir  el  sustraendo,  con  sus  slgnos  cambiados,  debajo  deJ  mtnuendo, 
deberc  ordenarse  ombos  con  relation  a ana  mhma  letra. 


Asl,  en  esle  caso,  ordenan- 
do  en  orden  descendente 
con  re  lac  ion  a la  a ten- 
dremos:  /* 


aG  + 8a 4 b2  ~ 4a2b4  + bob5 

4 4a 5b  -6a3b34  o2b4  4 ob5  + 3bG 

a®  4 4a5b  4 8a4b2  — 6a3b®  — 3a2b4  4 7ab5  4 3be.  R 


La  diferencia  suma- 
da  con  e!  susfraen- 
do,  debe  darnos  el 
mmuendo: __/* 


aG  4 4a5b  4 Bo^b2  6aabs  — 3a2b4  4 7abr * 4 3bfl 
— 4or)b  4 6o3b3-  o2b*~  abs-3b° 

aB  4 8a4b“  — 4crb44  6ab5  (minuendoj 


(3  ) Restar  — 8oJx  + 6 — Sox2  — x®  de  7a3  -f-  8a2x  + 7ax2  ^4  y probar  el  re&ul- 
tado  por  el  valor  numerico, 

7ax2  -h  8 la*x  + 7os-  4 

Efectuemos  la  resta  ordenando  con  relation  x3  4 Sax2  4 8a2x  — 6 

a la  x:  _ — t 7 

x3  4 1 2ax2  4 1 6crx  4 7a3  — 1 0+ 


R. 


La  prueba  del  valor  numeric  o se  efechjg  ha  Hondo  el  valor  numerico  del  mi- 
nuendo,  del  sustraendo  con  los  signos  tambtados  y de  lo  diferencia  para 
un  mismo  valor  de  las  letras  (el  valor  de  cada  letna  lo  escogemos  nosotros], 
Reduciendo  el  valor  numerico  de  minuendo  y sustraendo  con  el  signo  cam- 
blado,  debe  damos  el  valor  numerico  de  la  diferencia. 


Asi,  en  el  ejempio 
anterior  para  a = l, 
x = 2,  tendremos:  / 


7axa  4 8o2x  4 7a3  — 4 = 2841647-  4-47 

x3  4 Sax2  4 8crx  — 6 — 8420416  — 6=  38 


x3  4 1 2ax2  4 1 6a2x  4 7a3  — 1 0 = 8 4 48  4 32  47  - 10  = 85 


m-  EJERCICIO  21 


De: 


1. 

a 4 b restar  a— 6* 

9. 

2. 

2x— 3y  restar  — x42y. 

lO- 

3. 

8a4&  restar  —3^44. 

ll. 

4. 

jc2—  3x  restar  —5x46. 

12. 

5. 

a3— a2b  restar  la2b+9ah2. 

13. 

6. 

x—y+z  restar  x-yd-z. 

14. 

7. 

x+y—z  restar  -x—yd-z. 

15. 

8. 

x24y2— restar  — y243x2— 4xy. 

16. 

x3— x24fi  restar  5x2“4x46- 
y246y3—8  restar  2y4— %246y. 
ad— &ab$d-9a  restar  15a2fr— 8a45. 
x4+-Slxjfa— lly4  restar  —3xay— 6x-sys420y4. 
a 4b 4c— d restar  —a— 64tf— d. 
ab+2ac—3cd—5de  restar  — 4acd- Safe— 5 cd+$de. 
*s-9*+6x4-19  restar  -llx2421#-4346x*- 
y7t— 9y346ya— 31  restar  — lly'^Sly3— 8y3— 19y- 


17-  5rct3— 9ra346m2M— Sm#  restar  14rorc2— 21m2n45m3— 18. 

18.  4x3y— 19xy34y4— Gx2y2  restar  — x4— 51xy8432#^£— 25x3y. 

19.  mn+m*?t2— 9m2n4+19  restar  — 13m%*416mrafi— 30m2ra4— .61* 

20.  — aflb46aaba— 18ab5442  restar  — 8flG496°— 1144:&s— ila*64. 
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21-  1— x2+x4— xs+3x— 6x&  restar  — x*+8x4— 30x2+15x— 24* 

22.  ~6x2y3+8x*— 23x4y+8()x3y2-~18  restar  — yB+9xy4-l-80— Six3)?2— 51x4y. 

23.  m®~ 8m4n*H“21m*n4+8— Brrcra5  restar  — 23mBn+14m8«®— 24mn5H-8n®— 14. 

24.  x7-8*+16*°-23*2-15  restar  -8xH25x4-30xa+5lx-18. 

25.  94*-15oW+8Utt^£*+14  restar  25as&-15fl462+53a36a-9a654-36fl. 

26  aH-a*  + 1— ar  + a restar  oa*~ 6a*  + 1— a**2. 

27.  ra*— restar  3m*  * 1— 4m*l+5m1"a+8wi*_B. 

28.  am  + 4-7flm  + 2-8flm+6a,^:|  restar  -5aro + 8-14am  + *-llam  + 1-8am^1. 

29  x*f  2“7xtt«h9xft_l+25xa“2  restar  — llx*  + 1+19x*+46x*"-1+60x*^s. 

30.  mn  f 1“6ftiD“2+8wn-*-  19m n_B  restar  8mD-l-5mn-2+6ma"84*mIl“4*4-9mlv_0. 


m EJERCICIO  22 

Restar: 


1. 

a— b de  b— a. 

u. 

m2— n2— 3mn  de  — 5m2— rts+6mM. 

2. 

X“y  dc  2x+3y. 

12. 

— x*— x+6  de  — 8x*+5x— 4. 

3- 

— 5a4b  de  — 1 7«45. 

13. 

m3+14m*+9  de  14m2— 8n+16. 

4- 

x2-5x  de  -x246. 

14. 

ab— bc+Gcd  de  8«fc+5fcc+6cd. 

5. 

Xs— xy*  de  x^+Sxy2. 

16. 

25n26-8a&2-63  de'  a*-<Ja?b~bz. 

6. 

6a2b-8aa  de  7a2b+5ab2. 

16. 

xy2—Qyii+ 4 de  6x*— 8*®y— Gxy2. 

7. 

a— b+2c  de  — <i+2b— 3c. 

17. 

m2+7n~&c+d  de  m2— 9n+lle+ 14. 

8. 

m— n+p  de  — 3w+4m+5f. 

18 

7«3&+5a£s-8fl2fc2+6<  de  5aH9a*i>-40afee+6£>4. 

9 

— x+y— z de  x+3y— 6z, 

19 

6x3— 9x+6x2— 7 de  x*-8x«+2SxH15. 

10 

3a2H-ab— 6b2  de  — 5b2-f-8ab+a2. 

20. 

x5-x2y3+6xy4+25ys  de  -3xy*-8xay2-19yt+18. 

21.  25x425xa— 18x2— llx5— 46 

de  x3-6x<+8x2-9+15x. 

22-  8 a4b+a3b2-  15a£b8-45ab4- 

-8  de 

aB-26fl'li2+8flf>1-i6+6. 

23  23ys+8y4— l&yBfc 8y— 5 de  y°+y3+ya+9. 

24  7x74-5xfi— 23x3-h51x+36  de  x8— x®+3x4— fix2— 9. 

25.  yT— 60x4y3+90xay4~50x)p®—  x2yB  de  xT— 3x®y-4-35x4ya— 8x£y5+60. 

26.  a*  + 'd— 5flI  + l— 6a*  de  «*  + »— 8fl*+1-5* 

27.  8ap-1+5aft-«+7an+an~s  de  -'8a*+lGa»-*+15a*-2+aal*> 

28.  31x* + *— 9x*  + s— xtt  + 4— lBx*-1  de  15xft  + 3+5x*t+2-6xB+41x^1. 

29  12a”-2— Sd^-fl^Sa®-4  de  9a”-1-21aB^®+26am"s+14arn-®. 

30.  — m1+4— 6m*+1  -23m* + 2-m*^  de  -15mx  + 3+50m*  + 1-14mj;-6m^+8ms-2. 

1 

(4)  De  1 reslar  x2  + x + 5.  — 5 — x — x2 

-4-x-x2.  R. 

El  sustraerrdo  x2  + x + 5 sumado  con  lo  di- 
fereneia  ‘ — 4 — x — x2  nos  do  el  mirtuendo;  — > 

( 5 ) Restar  9abs  — 1 1 a3b  4-  8a2b2  — b4  de  a4  — 1 . 

Tendremos:  a4 

1 1 a8b  — So^b2  — 9ab8  + b4 
a4  + llaab-8o2b2-9ob8  + b4-1.  R.« 

» EJERCICIO  23 

De: 

1.  1 restar  a— 1.  3 —9  restar  3a-fa2— 5.  5.  1 restar  a8— a2b+QbK 

2-  0 restar  a— 8-  4.  10  restar  5xy— x2+16.  6.  x3  restar  — x8— Sx2y“6xy2. 


xH  x -f  5 
— x2  — x — 4 


1 (minuendo). 


— 1 


REST  A Q 5| 


7-  tf3  restar  —Sa'2b-j-^aiy2—b3. 

8 y 4 restar  — ax^yH-Tx2)*2— 3xy3. 

9.  m*  restar  a3trc— a4+7£2iw2— 18flm*+5m4- 

10  16  restar  b—a+c+d— 14* 

11  x2—  1 restar  xy+y2. 

12-  a3+6  restar  Sa^ft— 8aba+fes. 

13  Restar  — 5x2y+17 xy2—5  de  xB-fy8. 

14.  Rcstar  9x3y— 15xyf— 8x2y2  de  x4— 1. 

15.  Restar  —]\a*b+2a2h*±$a®b2—iabi  de  afl+b5. 

16.  Restar  5xH— 25x  de  x4+x3+50. 

17.  Restar  Oy'H-lTy 4— y3+18ya  de  yfl+y— 41. 

18.  Restar  — 15fi®bH-l7a3b3— 14<ib5— *fc®  de  flaH-9a4fr2~fa2b4. 
19-  Restar  — x-+5x— 34  de  x4+x3—  llx. 

20  Restar  m*n+lmn*-%n*  de  ma-l. 


42)  RJESTA  DE  POLINOMIOS  CON  COEFICIENTES  FRACCIONARIOS 


Ejemplos 


(1  ) De  ^x3  tester  — ^xB  — *j xy 2 4-  ^x2y  * ^yB, 
Tendremos:  ~x3 

& ■ t 


t k a * « 2 a , a ,i 
-x-y  + jX)T  + -ya 


n * a s a 2 1 * 

-Xs-  -X^y+jxy2  - -ys. 

R. 

(2 ) Restor  — 4a3fj3  — ~ab  + ^a'^fa2  — 9 de 

— -ab  4-  ro*b2  — 8. 
& 0 

Tendremos:  -a2b2  — -ab  — 8 

0 Fj 

4o3bs  -oV+i-ob+9 

3C  ID 

4a3b:i-  -o-b^—  *ab  + 1, 

R. 

EJERCICIO  24 

De: 

1. 

— aa  restar  — -a*  — —ab  + — b 2,  4 

2 4 3 5 

1 9 . t 4,2.  1 

—a  — — b restar  —a  d — & % 

2 3 G 0 2 

2. 

4 4 , 2 H ** 

15  restar  —xy  4 — yz * 5* 

o 3 * 5 , 1 2 a 

restar  -xf  + -^-- 

3. 

—be  restar  — -ab  4*  — 6t  — — cd.  6. 

S 4 « P 

— m3H — n*  restar -m-rz  -f  -mfl 

f!  It  2 H 

><r 
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7*  — a~  -j-  —ab  — -b2  restar  —a2  4-  —ab  — — . 

1 7 3 5 14  2 s 

B n . 6 1 ,t  B . n ij  S 

8.  "X2  + —xy  — — y 2 res  tar  — — x~  H-  2y- xy. 

a G 7 in-  5 7 10  7 

A ^ „ 5 7n.fi  .7 

9,  a*  + - restar  — —a 2 4 — a 4 — , 

o 8 10  s 

10.  Tn6  + —mn2  — — t-i 3 restar  — — m2n  4-  —mn2  4-  n3  — — . 

12  7 21  » & 

11.  — x4  + --x*y  — y-xy*  + — y4  restar  a:4  + — x-y-  — - xyd  4-  (i=y4* 

12.  ~q  + f b - f c + restar  + 7d  + A 

»-  EJERCICIO  25 

Restar; 

1*  7^  Cle  —a*  - —a.  4,  — a - —b  + —c  de  a + b — c. 

2.  -ja  — de  8a  + 6b  — 5.  5.  m + n — p de  ~7tt  4-  -h  ~p, 

3.  “X^y  de  x3 4- — 6,  6.  -—a8—  ^ab-4-6  de  -^ast  + ~j®b*  — 

7 2 g u j 

7 — m 4 4 — m'2n-  — —mnB  de  - m3n  4“  —m2n2  4 — m-nz  — 6. 
s 9 n 14  3 

8'  7 + yxY  ~ 7*/  - 7*5  de  - yx4y  + ^x2y2  4-  yx2y*  4-  yx>'4  “ 7* 

9,  xfi  — yx4y2  4-  ~x2y4  — y®  4:  xy5  de  d-x5y  4-  -x4y~  — ^-x3y3  — x2y4  4-  xy5  4-  j^y6. 

10.  —~x2y  + *7 xy 2 — -X3  + 6 de  ^xy3  — — x2y  + “X3  — T-y3  — 

« ■ 4 J 3 g 7 9 7 s 117  0 

11.  — 4“  — -^-m4n2  + ^-?a2rc4  — -i  de  — m4n2  — — mMra4  4-  - ?iu. 

■)  2U  14  G 7 II  7 9 

12.  - -fad  + ^ de  V'  + fad*  - 7^  + 7 e»(P  + „-Vd  - 35. 

».  EJERCICIO  26 

Efectuar  las  restas  siguieiites  y hallar  el  valor  numerieo  del  res  a It  ado 
para  a =1,  b = 2,  c = 3,  x = 4,  y =5,  m = — , n = — . 

De: 

1.  a2— fl/j  restar  3ab+b2. 

2.  aa4-fr3  restar  — 562fH-6&&£— 2b3, 

3.  —a  restar  ^“-c  + c. 

2 2 3 

4.  3m53— restar  m2+ 8772774-1077“. 

5.  x4— IBx^+liiy4  restar  — 16x3y~8xy34-9y4- 

6.  a3— 7a777"4-TT23  restar  -5^?ia-h§a2m— 5m3. 

7.  T-a2  4-  restar  - a1  + — ~b2. 

9 h j n in 

8.  ^-m'2n  + ^mri-  - 7tj3  restar  -tss- Vs-~sm-V 

-7  4 2 0 4 2 


SUMA  Y RESTA  COMB  I NAP  AS  # 53 

Res  tar; 


9. 

aAb2— 5aBbz  de  a5— 3a-b4-\~ b5. 

11-  lla2b-9ai>2+b3  de  a8. 

10. 

15 ab  de  —ab+lGmn— Stnx. 

12*  T*4  + Tx  - T de  =*4- 

13-  —x3  — — xy2  — iy*  de 

x3  4-  ^-x2y  — —xy2. 

le  7 a y 

14.  - 9a1-3  4-  ax^2  de 

4 -a*  — + a*~2. 

5 6 
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43^  SUMA  Y RESTA  COMBINADAS  DE  POLINOMIOS 
CON  COEFICIENTES  ENTEROS 


Ejemplos 


( l ) De  a2  resfar  [a  suma  de  3ab  — 6 y 3a2  — Sob  4-  5. 

3a2  — 8cr£>  4-  5 

Efectuemos  primero  la  suma:  3ab  — 6 

3a2  — Sab  — 1 

Esta  suma,  que  es  el  suslraendo,  hay  que  restar  la  de  a“  que 
es  e!  minuendo,  luego  debajo  de  a2  escribo  3a2  — Sob  — 1 
con  los  signos  cambiados,  y tendremos: 


— 3o2  + Sab  + ] 

2a2  + 5 + 1.  R. 


(2)  De  x3  — 4x2y  + 5 y3  restar  la  suma  de  “X3  + 5x2y  — 6xy2  + y3  con 
-6x2y  + 9xy2™  16ys. 

— x3  + 5x2y  — 6xy2  4-  y3 
Elecfuemos  primero  la  suma:  — dx2y  + 9xy2  “ 16y3 


— x3  — x2y  + 3xy2-15y3> 


Esta  suma,  que  es  el  suslraendo,  tengo  que  restarla 
de  x3— 4x2y-f5ya  que  es  el  minuendo,  luego  de- 
bajo de  esta  minuendo  escribire  el  sustraendo  con 
los  signos  cambiados  y tendremos: 


x3  — 4x2y  4-  5y3 

x3  + x2y  “ 3xy2  4-  I5y3 

2x3  — 3x2y  — 3xy3  4-  20y3.  R, 


{ 3)  De  la  suma  de  x3  + 4x2  — 6 y — 5x2  — 1 lx  + 5 restar  x4  — 1 . 


x3  4-  4x2  — 6 

Efectuemos  la  suma:  “ 5x2  — llx-f5 

x3-  x2  — 1 1 x — 1 


— *4 


x3-x2-llx-l 

4-1 


Esta  suma  es  el  minuendo,  luego  debajo  de  ella  es- 
cribire  et  sustraendo  x4  — 1 con  los  signos  Gambia- 
dos  y tendremos:  _ 


-x4  + x3“X2-llx 


R. 
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EJERCICIO  27 

1.  De  a 2 restar  la  suma  de  ab+b2  con  a2— 5b2, 

2.  De  1 restar  la  suma  de  a 4-8  con  — a+6* 

3.  De  —7x2y  restar  la  suma  de  4 xy2—x2  con  ox^H-y3, 

4 De  5m4  restar  la  suma  de  — Zm^n+^mn2— n3  con  3m8ra— 4mnB4-5rca. 

5.  De  6*i  restar  la  suma  de  8&+96~ 3c  con  — 1 la— 9&4-3c. 

6.  Be  a+b— c restar  la  suma  de  a—b+c  con  —2 a+b—c. 

7.  De  m— n+p  restar  a suma  de  — m+n—p  con  2m— 2n+2p- 

8.  De  x2— 5ax4-3a2  restar  la  suma  de  9 ax -a2  con  25x2— 9ax4-7a2. 

9*  De  a3— 1 restar  la  suma  de  5aa+6fl^4  con  2&8^8fl4~6. 

10.  De  x*-I  restar  la  suma  de  5x3— 9x2+4  con  — llx4“*7x3— 6x. 

11.  De  restar  la  suma  de  —lab2+25a2b— 11  con  — 7fl34-8a&2— * 35a2fr4^6- 

12.  De  n5— 7nsH-4.w  restar  la  suma  de  —11  n.4 4-  14rc2— 25 n +8  con  19w3— 6rc2 
4~9n — 4, 

13.  De  a4— $a2m2-^m4  restar  la  suma  de  —G^3m4“5^w3— 6 con  la4—\\a2m2 
—5  fl3m™6m4. 

14.  De  x5— 30x^*+40x)d+y5  restar  la  suma  de  ~4x4y  4- 13x2y3  — 9xy*  con 
— 6x3+8x3y2+xy4— 2yfi. 

15*  De  la  suma  de  a -j-b  con  a—b  restar  2a— b* 

16,  De  la  suma  de  8x4-9  con  6y—5  restar  —2- 

17.  De  la  suma  de  x2 — Gy2  con  — 7xy+40)?2  restar  — 9y24-lG. 

18  De  la  suma  de  4a24~%ab—5h2  con  ar4-5b2—lab  restar  4a2+ab—b2, 

19.  De  la  suma  de  x3—y3  con  — 14x2y4s5xy2  restar  — 3x34-19>l3* 

20  De  la  suma  de  x4— 6x2y2-fy4  con  8x2y24-31y*  restar  x44-2x2y24-32y4. 

21  De  la  suma  de  n4— 6n54-n2  con  7?ts— 8n— nB — 6 restar  — 3ra4— nQ— 8rc8-bl9. 

22.  Restar  5a4b-^la2bZjtb^  de  la  suma  de  <23— Sa^b2+$ah4  con  22&4fr  + 10a3fr2 
-11  ab*-b*. 

23.  Restar  5—m4  de  la  suma  de  — 5m2+4m2—2m  con  4“4. 

24.  Restar  “4  de  la  suma  de  la2—\\ab+b2  con  — 7^+llflb+k*— 8* 

25-  Restar  a—b— 2c  de  la  suma  de  Za—4b+5c;  -7^4-86—11;  — a+26— 7c, 

26-  Restar  a4— 3^4-5  de  la  suma  de  5a34-14a2i-19a4-8;  a^+9a— 1 y —a4jrZa2—l. 

27.  Restar  la  suma  de  m44-lQra2ra2+15fl4  con  — llm3rc— 14m%2— 3mrc3-h?i4 
de  §m44-7rn2n2+8mnz—n4, 

28.  Restar  la  suma  de  a^+4aBb2-\-Hab4— frB;  —la4b+15a2b^—25ab4+Zb&  y 
-5ab4+%a2bz-am  de  3#-6a2&s-21afr4-6. 

29.  Restar  la  suma  de  x54-y5  con  3x4y4-21x3y2+18x2y8— y®  de  x64-32x4y—  26x3y2 
+18x2y3— 2xy4+y&. 

30-  Restar  la  suma  de  con  ax— 7aI_14-fl*_s  de  8as^2—7ax  + 1—a^ 

+12a*~l. 


(4)  Restar  la  suma  de  5x4y2  + 6x2y*  — 5y**  con  — 3x9  4-  x2y4  — 1 1 yG  de  la  sumo 
de  xfl  4-  2x2y4  “ y0  con  - 4x4y2  + 3x2y4  4-  3y3, 


Efectuemos  lo  primera  suma  que  sera  el 
sustraendo;  


5xV2  + 6x^4  - 5 y8 
— 3x°  + x^y1  — 1 5 y° 


- 3x»  + 5x' Y + 7x: Y - 1 6y* 


Efecfuemos  la  segunda  suma  que  sera  el  mi- 
nuenda: ' / 


+ 2xV-  y" 
- 4x‘y2  + 3xV  + 3y« 


x8  - 4xV  + 5x2y4  + 2yfl 
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Como  esto  sumo  es  el  minuendo  escrtbimos  debojo 
de  eflo,  con  los  signos  cambmdos,  lo  sumo  anterior 
que  es  el  sustraendo  y tenemos;  ______ 


*°  — 4x4y2  + 5 x2y*  + 2 yG 
3x*  - 5xV  - 7xV  + 16y* 


S 4x6  - 9x4y2  - 2xV  + 1 V-  ^ 


EJERCICIO  28 

1.  De  la  suma  de  x24-5  con  2x—6  restar  la  sum  a de  x— 4 con  — x+6« 

2.  De  la  suina  de  3a— 5b4-c  con  a—b- 3c  restar  la  suma  de  la+b  con  — Bb— 3r. 

3.  De  la  suma  de  x34-l  con  5x34-7— x2  restar  la  suma  de  9x+4  con  — 3x2— x+1. 

4-  De  la  suma  de  a2+ 1 con  aa— 1 restar  la  suma  de  a4 4-2  con  a— 2. 

5.  De  la  suma  de  ab-l-bc+ac  con  — Ibc+Sac— 9 restar  la  suma  de  4ac—  3bc 

+5 ab  con  Sbc+oac— ab. 

6,  ’ : la  suma  de  a2x—  3x8  con  a34-3ax2  restar  la  suma  de  — 5fl2x+llax2 
— llx3  con  £3+8x3— 4tf3x+6ax2, 

1,  De  la  suma  de  x4+x3— 3;  — 3x4-5— x8;  — 5x24-4x4-x4  restar  la  suma  de 
— 7xa+8x2“3xH“4  con  x4-3. 

8 De  la  suma  de  m4— n4;  ~lmnz+llm3n~4m2n2  y — m4+ftm2n2— 80«4 
restar  la  suma  de  6— m4  con 

9.  De  la  suma  de  a— l±aB;  a’‘“a4--6a24-8;  — 5&a—  lla4-26  restar  la  suma 
de  — 4tf34-a2— a4  con  —154-  16a3— Sa2— la. 

10.  Restar  la  suma  de  3xf—  y*  con  — llxy4-9y2— 14  de  la  suma  de  x2— 3xy 
— y2  con  9y~— 8xy4-19x2. 

11  Restar  la  suma  de  a— l con  — a+1  de  la  suma  de  a2— 3;  a -4;  — 3tf4-8> 

12-  Restar  la  suma  de  a2  + b2—ab;  lb2  — $ah  + 3a2:  *~”5(i*—V7b2  + llab  de  la 
suma  de  3b2— a24-9£i6  con  — Sab— lb2, 

13  Restar  la  suma  de  m4— 1;  — ms+8m2— 6ro4-5;  — ?m— m2-H  de  la  suma 
de  mn— 16  con  — 16m44-7m2— 3. 

14.  Restar  la  suma  de  x5— y5;  -2x4y4-5x3y2— Tx2)!8— 3yB;  6xy4— 7xsy2— 8 de  la 
suma  de  — x3y2+7x4y+nxy4  con  — xy4— 1. 

15-  Restar  la  suma  de  7tf4—  a6— 8a;  — 3a54-ll<i8— aa4-4;  — 6a4— 11a3— 2fl4-8; 
— 5as4*5a2— 4«4-l  de  la  suma  de  — 3tf44-7fl2— 8a4-5  con  ba^— 7tf84-4]aa 
— 50fl4-8- 

16.  Restar  la  suma  de  as— 7a3xa4-9;  — 20a4x4-21a2xfl— 19<ax4;  xfi— 7«x4-h9aBx2 
—80  de  la  suma  de  — 4xB+18a3x2— 8;  — 9fl4x— 17fl3x24-lla£x3;  a54-36- 


SUMA  Y RESTA  COMBINADAS  DE  POLINOMIOS 
CON  COEFICIENTES  FRACCIONARIOS 


_02 Qb  + ~b2 

4 H 6 

— \a2  — ;ob  4-  7-b3 

SSI® 


*a2  — ab  4-  Jb2 


Efectuemos  la  suma  que  sera  el  sustroendo: 
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Debajo  del  minuendo  7ia2~’b2  escribimos  el 

resultado  de  esfa  sumo  con  los  signos  combia- 
dos  y tendremos; 


1 a 
“O* 


- lb* 


- 5°"  + ab  ^ 


— -a2  + ab  — ^b2  R, 

R 2ii 


(2)  Restar  la  suma  de  6 con  -m2rt  + jmn2  — ^n3  de  la  sumo  de 

u x ~ 2 * a a , a 2 i 

-nr  + ~tr  — -mrr  con  -nrn  + -mn 

3 2 5 (35 


Efectuomos  lo  segunda  suma  que  sera 
el  minuendo.  


Efectuamos  lo  pnmera  suma  que  sera 
e3  sustraenda: 


2 n I ^ i 

7mrr  + -nit 

A 2 


3 _L  1 2 

-mmn  + “fnnfc 

4 a 


2 ,,3  -i  1 2 I1  1 1 

m*  + m-n  - — inr  + - rv*  — - 
y 4 in  2D 


— -mn2  +6 


3 n j t i)  3 ^ 

rnrn  H-  mn — -rr 

4 ii  & 


3 O j 3 ft  I ^ rj  3 3 I_  / 

-m*  4-  -nrn  t^mn — b 6 


Ahora,  de  !a  primera  suma 
restamos  esfa  ultimo  sumo  y 

* 7< 

tendremos: 


:7m3  + ;m2n”  n;mn2  + 7nS_  5 

^ 3 ^ g ^ j i 3 < 

<- 7mJ  — -rrrn  ~ — mrr-b-rr  — 6 


1 3 

rrnr 


13  2 _L  7 ^ 31  D 

”mmn  +?n  T'  R- 


EJERCICIO  29 


1-  De  —~Q  restar  la  suma  dc  a + ^-b  con  — ■“  a + -3-b, 

4 2 3 4 

2-  De  - a3  + —a“  restar  la  suma  de  —a  — G con  ^a2  — — as, 

an  s b e 

3 Restar  —a  — — b de  la  suma  dc  a 4-  3b  con  G — -« — - b . 

n c 53 

1 1 3 2 15 

4 Rcstar  la  suma  de  — xa  + — — — x2  con  G — — x 4 — x2  de x3. 

3 5 t 0 14  o 

7 3-  2 | 13 

5.  De  la  suma  de  — a+  con a3  4-^“  ^6  restar  —a — - — —a4. 

12  7 5 5 8 4 

«TJ  r -12  1 „ 2 1 , G 2 

a-  Restar  la  suma  de x + —y  — -z  con  3 — -z- — v dc  -y . 

2 a 7 4 n 9 7 D ' 5 

7-  De  — a3  — — b3  restar  la  suma  de  — Ai2b  -I-  — ab2  — b3  con  ^a2b  — ^-ab2  4-  — b3. 

2 8 2 4 s fl  a 
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Be  la  suma  de  — —b  con  — b — ^-c  rcstar  la  suma  de  + i-c  con 

2 9 3 5 3 3 

l 5 j 

H>  9 


Restar  la  suma  de  —a3  + + “ con 

3 8 3 


*^-a  — — a 2 — — de  la  suma  de 

4 5 IQ 


2 1 29  a , 1 * 1 

- —a  + “ con  — —a2  -j — aA  — — * 

3 4 40  a a 


De  la  suma  de  — x 2 — -xy  + -^v£  con  — -xy  — ^-y2  + “ restar  la  suma 
s a ^ *k  2 / F 4 

l 2 ,>  2 * 1 17  * 22  S * 1 

de  —x — - — y2  + “xy  con  — x* - 
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■xy-jy£ 


2 1 3 3 1 

Restar  La  suma  de  — a 3 -1j3  con a2b  + — ab 2 + — fr3  de  la  suma  de 

7 5 4 8 10 

— azb  + ^~ ab2 — - con  — —a2b  + — ab2  — — ha — 

2 4 3 4 S 3 2 

De  — m4  — -~-n4  restar  la  suma  de  --m2n2  — -mn3  — n4;  — m 4 + —m3n 

14  3 3 4 7 a 

— ■ - m2n 2 4-  — ' *tt*  con  — m4  — ^m3n  -f  ~^m2n2  — —n4, 

B 3 14  20  4 3 

l1*18  12  1 11,3 

De  5 restar  la  suma  de  —x  + —y;  — j y — —z\  —z  H — i m ; m + —n  + —. 

2 3 7 4 7 0 3 4 2 3 8 

Restar  - — i<i3  + a 4 de  la  suma  de  ~^3  — -3  + — a4;  — -^2  + 5 — —a2',  — - a 3 
s 12  2 a © « 3 4 

, 1 v>  2 3 3 39  3 

0 3 s G 40  11 


EJERCIC10  30 

Hullar  la  expresidn  que  sumada  con  x3— x2+5  da  3x~-6> 

Hallar  la  expresidn  que  sumada  con  — 5tf+9fr— 6c  da  8x4-9. 

^Que  expresidn  sumada  con  aK—b3  da  — 8a2h+5ah2— 463? 

Para  obtener  como  resto  x— 5,  <*que  expresidn  debe  restarse  de  x3~4x2+8? 

expresidn  bay  que  restar  de  m4— 3mrca-|-6n4  para  que  la  diferencia 
sea  4m2rc3— 8? 

Si  4xs— 9x-h6  es  el  resto  y 5x24-4x—8  el  sustraendo,  ^cusil  es  el  minuendo? 
^De  que  expresidn  se  ha  restado  a$—bs  si  la  diferencia  ha  sido  4fla+8tffr2— 11? 

Siendo  ei  sustraendo  ^-x  — ^-yt  ;cudl  ha  de  ser  el  minuendo  para  que 
la  diferencia  sea  —4? 

^Qu^  expresidn  hay  que  sumar  con  '-7xy+5x2— 8y2  para  que  la  suma  sea  1? 
Si  9 m3— Bm2n-i"5mn2—n3  se  resta  de  n3P  <*qu6  expresidn  hay  que  sumar 
a la  diferencia  para  obtener  m3? 

Si  a3— 5a+8  es  el  sustraendo  de  una  diferencia  y el  resto  es  — <i34-5ff— 8, 
^de  que  expresidn  se  ha  restado  la  primera? 


A1E  NAS 


pm  not  wayton 


THALES  DE  MILETO  {640-535  A,  CJ.  El  primes 
y mi$  famoso  dc  Jos  sicfe  sjbios  dc  Gretia,  Su  vidd 
esta  onvuelta  en  la  bruma  dc  la  Icyenda.  Fue  cl  pri- 
mer filotofo  jonico.  Recorrid  Egipto,  donde  hixo  es- 
tudios,  poniendose  en  con facto  dc  esfc  rrtodo  con  Jo* 


misterios  de  la  religion  egipcia.  Se  le  atribuye  el  haber 
preditho  el  eclipse  de  Sol  ocurrido  en  el  ario  585. 
Tambicn  se  fe  atribuye  el  haber  realixado  la  medicidn 
de  las  piramides,  mediantt  la*  so m bra*  que  proyectan. 
Fue  el  primero  cn  dar  una  explication  de  los  eclipses. 


SIGNOS  DE  AGRUPACION 


CAPITULO 


SV  I.OS  signos  de  agrupacion  o parentesis  son  de  cuatro  clases:  el  paren- 
tesis  ordinal  io  ( ),  el  parentesis  angular  o corcheie  [ ],  las  Haves  f J 
y el  vinculo  o barra  

! 46)US0  DE  LOS  SIGNOS  DE  AGRUPACION 


Los  signos  de  agrupacibn  se  emplean  para  indicar  que  las  cantidades 
encerradas  en  ellos  deben  considerarse  como  un  todo,  o sea,  como  una  sola 

cantidad. 


Ash  a + (b  — c)t  que  equivale  a a + {+  b — c), 


indica  que  la  diferencia  b—c  debe  sumarse  con  a, 

y ya  sabemos  que  para  eiectuar  esta  suma  escribi-  a + (b  ~ c)  = a + b ~ c. 
mos  a continuacibn  de  a las  demis  cantidades  con 

su  propio  signo  y tendremos:^ / 

La  expresion  x + (—2 y + z) 


indica  que  a x hay  que  sumarle  — 2y  + z; 
luego*  a continuacion  de  x,  escribimos 
— 2 y-hz  con  sus  propios  signos  y tendremos: 


x + (-  2y  + z)-x-2y  + z, 

y 


Vemos,  pues,  que  hemos  suprimido  el  parentesis  precedido  del  sig- 
no +,  dejando  a cada  una  de  las  cantidades  que  esta  ban  dentro  de  £1  con 
su  propio  signo- 
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La  expresion 

a — (b  + c),  que  equivale  a a — (+  b + c), 
indica  que  de  a hay  que  restar  la  suma  He  y como 
para  restar  escribimos  el  su&traendo  eon  los  signos  cam- 
biudos  a continuation  del  minuendo,  tendremos:  Z 

La  expresion  x — (—  y H-  z) 

indica  que  de  x hay  que  restar  — y + z;  iuego, 
cambiando  los  signos  al  sustraendo,  tendremos: Z 

Vernas,  pues,  que  hemos  suprimido  el  parentesis  precedido  del  sig- 
no  — r cambiando  el  signo  a cada  una  de  las  cantidades  que  cstaban  ence- 
rradas  en  el  parentesis. 

El  parentesis  angular  [ ],  las  Haves  | ; y el  vinculo  o barra 
tienen  la  misma  signification  que  el  parentesis  ordinario  y se  suprimen 
del  mismo  modo. 

Se  usan  estos  signos,  que  tienen  distinta  forma  pero  igua]  signiiica- 
ci6n,  para  mayor  claridad  en  los  casos  en  que  una  expresion  que  ya  tiene 
uno  o mis  signos  de  agrupacion  se  incluye  en  otro  signo  de  agrupacion. 

I*  SUPRESION  DE  SIGNOS  DE  AGRUPACION 

47  REGLA  GENERAL  PARA  SUPRIMIR  SIGNOS  DE  AGRUPACION 

1)  Para  suprimir  signos  de  agrupacion  precedidos  del  signo  + se  deja 
el  mismo  signo  que  tengan  a cada  una  de  las  cantidades  que  se  hallan  den- 
tro de  eL 

2)  Para  suprimir  signos  de  agrupacion  precedidos  del  signo  — se  Gam- 
bia el  signo  a cada  una  de  las  cantidades  que  se  hallan  dentro  de 


( 1 ) Suprimir  los  signos  de  agrupacion  en  la  expresion: 
ef  + (b-cJ  + 2o- ($  + !>), 

Esta  expresion  equivale  a 

+ af*£-c)  + 2dH  + o + H 

Como  el  primer  parentesis  va  precedido  del  signo  + lo  suprimimos  dejando 
a las  cantidades  que  se  hallan  dentro  con  $u  propio  signo  y como  el  segundo 
parentesis  va  precidido  del  signo  — lo  suprimimos  cambiando  e/  signo  a las 
cantidades  que  se  hallan  dentro  y tendremos; 

a + (b  “ c(  + 2a  — (a  -h  6)  = a 4-  b — c 4-  2a  — o — b — 2a  — c.  R, 

( 2 ) Suprimir  los  signos  de  agrupacion  en  5x  + ( — x — y ) — [—  y + 4x ] H-  \ x — 6 ^ 
El  parentesis  y las  Haves  estan  pre- 
cedidas  del  signo  +,  luego  los  supri- 
mimos dejando  las  cantidades  que 
se  hallan  dentro  con  su  propio  signo 
y como  el  corchete  vo  precedido  del 
signo  — , lo  suprimimos  cambiando  el 
signo  a las  cantidades  que  se  hallan 
dentro,  y tendremos: 


5x  -f-  ( — x — y I — [ - y + 4xJ  d-  ! x — 6 
— Sx  ~x  — y + y^4x  + x“6 
= x - 6.  R. 


Ejemplos 


a — (b  + c)  — a ~ fo  — c* 


x — (—  y + z)  — x + y - z. 
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(3)  Simplificar  m + 4n  — 6 + 3m  — n + 2m  — 1* 

El  vmcu/o  o barra  equlvale  a un  parentesis  que  encierra  a las  cantidades  que 
se  hallan  debajo  de  e/  y su  signo  es  el  signo  de  la  primera  de  las  cantidades 
que  estan  debajo  de  el* 

Asi,  la  expresion  anterior  equivafe  a:  m + (4n  — 6)  + 3m  — f n H-  2m  — 1 ). 


Suprimiendo  los  vinculos,  tendremos: 


m-  EJERCJCIO  31 


m + 4n=~6  + 3m“f7  + 2m  — 1 
= jt)  + 4n  6 Hr  3m  — n — 2m  + 1 
= 2m  + 3n  — 5*  R. 


Simplificar,  suprimiendo  los  signos 
seme)  antes: 


1. 

x-(x-y). 

9. 

2. 

x2+(-3x-x2+5). 

10. 

3. 

fl-h  b — ( — 2 g +3) . 

11. 

4. 

4m— (— 2m— n). 

12. 

5. 

2x+3y— 4x+3y. 

13. 

6. 

a+(a—b)+(—a+b). 

14. 

7. 

fl2+[-fc2+2as]-[a2-  i-2]. 

15- 

8. 

2a— { — x+a—  1 ^— { a+x—3  }■. 

de  agrupacidn  y reduciendo  USrminos 


x2+y2-(x2+2xy+y*)+  [-x*4$p]. 

(— 5md-6)+{— m+5)— 6. 
x+y-bx—y+z— x+y—  z, 
a — — #+b) — ( — ft+2fr). 

— y 2)  -f  Acy  4*(—2x  2 d-3xy ) —[—y2  +xy] . 
8x3-b[— 2xy+ys]— { — x2+xy~:iy2\— (x'2-3xy) 
—(a+b)+(—a—b)—(-h+a)+(Za+b)' 


14)  Simplificar  la  expresion:  3a  + \ — 5x  — [ — a + (9x  — a + x)] 

Cuando  unos  signos  de  agrupacrdn  estan  incluidos  dentro  de  otros,  como  en 
este  ejemplo,  se  suprime  uno  en  cada  paso  empezondo  por  e/  mas  interior. 
Asi,  en  este  caso,  suprimimos  prrmero  el  vinculo  y tendremos: 

3a  + \ — 5x  — [ — a -f  (9x  — a — x )]  }. 

Suprimiendo  el  parentesis,  tenemos:  3a  ■ — 5x  — a -f  9x  — a — x-J  }% 

Suprimiendo  el  corchete,  tenemos:  3a  H-  — Sx  + a — 9x  -f  o -b  x ' . 
Suprimiendo  las  Haves,  tenemos:  3a  — 5x  + a — 9x  + a + x, 

Reduciendo  terminos  semejantes,  queda:  5a“13x*  R. 


f 51  Simplificar  la  expresion: 

— [ — 3a  — -{b  4-  [ — a + (2a  — fa}  — (—  a + b )]  -h  3b  [ + 4a] . 

1 3a  — b -f-  I — a -b  2a  ^ b + a 


Empezondo  por  los 
mas  interiores  que 
son  ios  parente 
sis  ordinaries,  te- 
nemos:   _ / 


■ b 3b  \ + 4aJ 


— — ™ 3a  — 'j  b — a H-  2a  — b + a — b + 3b  [ + 4a 

= — L^3a^6  + a— ,2a  + b-‘0’fb  — 3b  + 4a. 

3a  + b — a + 2a  “ b + a — b + 3b  w 4a 
a + 2b*  R. 


EJERCICIO  32 


Simplificar,  suprimiendo 
seme  j antes: 

1*  2a+[a—(a-\-b)]> 

2.  3 [*+y-S5+y]. 

3*  2m-[(m—n)—(m+n)]. 


los  signos  de  agrupaeidn  y reduciendo  tdrminos 

4-  4xH[“(«2-xy)+(-3yH2xy)-(-3x£H-ya)]. 
5*  a+*{(— 2a+h)— (— a+b— c)+a}. 

6.  4m— [2m+«— 3]+[— 4n— 2m -b  ]]* 
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7.  2x+[— §x— (— 2y+]—x+y  ))]. 

8.  x~— <j  — 7xy+[— ya+(— x2+3xy— 2y2)] 

9.  ~(a+b)+[—Za+b—\—2a+b—{a—b)\+2a\. 

10-  (— x+y)— { 4x+2y+|  — x—y— x+y]  ). 

11.  — (—a +(;)+[ — (fl+£<) — ( — 2o+3b)+{ — (j+fl— £>)]. 

12.  lm2— { — [ms+2n— (5— n)— (— 3+m2)]  )•— (2n+3). 

13-  2a— (— <±a+b)— \ — [— ia+(b— «)•—{— b+a)J  ). 

14.  3x— (5y+[— 2x+]  y— <J+x  (—(—x+y)]). 

15-  6c— [— (2a+c)+-{  —(a+c)—2a—a+c\+2c]. 

16.  — (3m+n)—  [2m+]  — m+(2m—  2w— 5) )— (n+6)]. 

17.  2a+{  — [5fc+(3a-c)+2— (—  a+b— c+4)]— {— a+i>) ). 

18.  — [— 3x+(— x— 2y— 3)]+{  — (2x+y)+(— x— 3)+2— x+y J-. 

19.  -[-(-«)]-[+(-«)]+]  ~[-fe+c]-[+(-c)] }-. 

20.  — { -[—  (a+fc)] )— { +[— (— ft-a)]  \—a+b. 

21-  — 1 -[-(.a+b-c)}  H +{-(c~a+b)]  J-+H  “«+(-*)  }]• 

22.  — [3m+]  — m— (n— m+4) )+]  — (m +«)+(— 2n+3)  [■]. 

23.  -[*+•{  -(x+y)-[-x+(y-z)-(-x+y)]-y )]. 

24.  a+]  -«+(a-&)-a-£>+c-[-(-a)+&] )]. 


II.  1NTR0DUCC10N  DE  SIGNOS  DE  AGRUPACION 


(48)Sabeinos  que 


luego,  reciprocamente: 

Hem  os  visto  tambien  que 


a + (—  b -f  c)  — a — h + c 
a — (b  —c)  = a “ (/  + c 


luego,  reciprocamente: ^ ^ > a — b 4-  c — a — ( b — c). 

Del  propio  modo, — — ► a + b — c — d — e — a + (h  — c)  — ( d 4-  e), 

Lo  anterior  nos  dice  que  las  t^rininos  de  una  expresion  pueden  agru- 
paise  de  cualqtiier  modo. 

Esta  es  la  Ley  Asociativa  de  la  suma  y de  la  resta. 

Podemos,  pues,  enunciar  la  siguiente: 
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49 J REGLA  GENERAL  PARA  1NTRODUCIR  CANTIDADES 
^ EN  SIGNOS  DE  AGRUPACION 

1)  Para  introducir  cantidades  dentro  de  un  signo  de  agrupacion  pre- 
eedido  del  signo  + se  deja  a cada  una  de  las  cantidades  con  el  mismo  sig- 
no que  tengan. 


2)  Para  introducir  cantidades  dentro  de  an  signo  de  agrupacion  pre- 
cedido  del  signo  — se  cambia  el  signo  a cada  una  de  las  cantidades  que  se 
incluyen  en 
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Ejemplos 


(1)  lntroducir  los  tres  Oltimos  terminos  de  la  expresiom  x®  — 2x2  + 3x  ^ 4 en  un 
parentesis  precedido  del  signo  -k 

Dejamos  a coda  can  tided  con  e!  s/gno  quo  t x®  + (— 2a®  + 3x  — 4).  R* 
fiene  y tendremos;  


( 2)  lntroducir  los  tres  ultimas  terminos  de  la  expresion:  x2  — a2  + 2a fa  — b~  en  un 
parentesis  precedido  del  signo  — . 

Cambiamos  el  signo  a coda  una  de  las  Ires  x2  — ( a2  — 2*6  -f  b2  ),  R. 

ultimas  cantidades  y tendremos: 


EJERCICIO  33 

lntroducir  los  tres  liltimos  terminos  de  las 
expresiones  siguientes  dentro  de  un  parentesis  pre- 
cedido del  signo  +: * /" 


1.  a— b+c— d. 

2.  xa*3xy-y2+6. 

3. 

4.  a®— 5a3b+3ab2— b3* 

5.  x*-x®+2x£-2x+L 


lntroducir  los  tres  ultimos  terminos  de  las 
expresiones  siguientes  dentro  de  un  parentesis 
precedido  del  signo  — f 


6-  S&'bb — cH-di 

7-  x3-fx2+3x-4. 

8.  xa-5x2y+3*y— y3, 

9.  a2— x2— 2xy—  y2. 

10.  £2+b2“2bc— e2* 


i 3 ) Introdudr  fades  los  terminos  menos  el  primero,  de  la  expresion 
3a  + 2b  - f a + b | - { - 2 a + 3b ) 

en  un  parentesis  precedido  del  signo  — . 

Carnbiaremos  el  signo  a 2b  y pondremos  — 2b,  y cambiaremos  los  sEgnos  que 
esfan  delante  de  los  parenfesis,  porque  camblando  estos  signos  cambicn  los 
signos  de  las  cantidades  encerradas  en  ellas,  y tendremos: 

3a*  [-2b  + (o  + b}  + (*-2a  + 3b)]. 


W*  EJERCICIO  34 

lntroducir  todos  los  tirminos,  me- 
nos el  primero,  de  las  expresiones  si- 
guiemes,  en  un  parentesis  precedido  del 
signo  — : / 


lntroducir  las  expresiones  siguien- 
tes en  un  parentesis  precedido  del 
signo  — : /* 


1-  x+2y+(x— y). 

2.  4m^2»+3~ (— m+n)+(2m— n). 
3 x2— 3xy+[(x4— *y)+y2]* 

4,  x3-3x*+[~4x+2]-3x-(2x+3). 

5.  2a+Zb—{  — 2a+[&+(h—a)]  y 

6 — 2a±(-Za+b). 

7.  2xa+3xy— (y2+xy)+(— x2+y2)- 
8-  ac*—  [— Sx5+4ac— *]- 
9.  [i»4-(3*»a+2ro+8)]+(-Sto»+3)* 


TEBAS 


metapont 


(U^C°^ 


PtTAGORAS  (5S5-50Q)  A.  C->.  Cctebre  fildsofo 
flriego  nacido  en  Samos  y muerto  en  Metaponfc, 
Despues  de  rcalixar  su>  primeros  studios  en  su  Ciu- 
dad natal  viajo  par  Egipto  y otros  paises  de  Qriente, 
A iu  regreso  tun  do  Ja  EscueU  de  Croton  a,  que  era 


u na  socicdad  secreta  de  tip*  politico- religiose,  la  cual 
alcanxo  gran  prepondcrancia.  Fuo  el  primero  en  co- 
locar  a la  base  de  las  cspcculacjorres  f ilosof  rcas,  Ids 
conceptos  fundamentals  de  la  matemitica.  Hixo 
del  mlmero  el  principio  universal  per  excelencia. 


CAPITULO  |Y 


MU1TIPLICACI0N 


50  )LA  MULT1PUCACION  es  una  operation  que  tiene  pur  objeto,  da- 
das  dos  cantidades  Hamad  as  muldplicando  y multi  pi  icador,  hallar  una 
tercera  cantidad,  llamada  producto,  que  sea  respecto  del  multiplicando,  en 
valor  absoluto  y signo,  io  que  el  multi plicador  es  respect o de  la  unidad 
positiva* 

El  multiplicando  y multiplicador  son  llamados  factores  del  producto. 


5 1  ) El  orden  de  los  factores  no  altera  el  producto.  Esta  piopiedad,  de- 
mostrada  en  Aritmetica,  se  cumple  tambi&i  en  Algebra, 

Asi,  el  producto  ab  puede  escribirse  ba;  el  producto  abc  puede  escri- 
birse  tambidi  bac  o acb. 

Esta  es  ia  Ley  Conmutativa  de  la  multiplication. 


52  J Los  factores  de  ui«  producto  pueden  agru  parse  de  cualquier  modo. 

Asl,  en  el  producto  abed  = a X (bed)  = (ab)  X (cd)  = (abc)  x d . 

abed,  tenemos; 

Esta  es  la  Ley  Asociativa  de  la  mu  1 tip  Head  on. 
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53 ) LEY  DE  LOS  SIGNOS 

Distinguiremos  dos  casos: 

3)  Signo  del  product©  de  dos  factores.  En  este  caso,  la  regia  es: 

Signos  iguales  dan  4-  y signOsS  diferentes  dan  — 

En  efecto; 

1.  {+  a)  x (4*  b)  = + abr 

porque  segtin  la  dcfinicion  de  multi  pi  tear,  el  signo  del  producto  tiene 
que  ser  respecto  del  signo  del  multiplicando  lo  que  el  signo  del  multi pli- 
cador  es  respecto  de  la  unidad  posit iva,  pero  en  este  caso,  el  multiplicador 
tiene  el  mismo  signo  que  la  unidad  positive;  luego,  el  producto  necesita 
tener  el  tnistno  signo  que  el  multiplicando,  pero  el  signo  del  multiplicando 
cs  +,  luego,  el  signo  del  producto  serA  +. 

2.  (-  a)  X (+  ft)  = — ab, 

porque  teniendo  el  multiplicador  el  mismo  signo  que  la  unidad  positiva, 
el  producto  necesita  tener  el  mismo  signo  que  el  multiplicando,  pero 
&te  tiene  — , luego,  el  producto  tendrd 

3.  (4-  a)  X (—  b)  = — abt 

porque  teniendo  e!  multiplicador  signo  contrario  a la  unidad  positiva, 
el  producto  tendra  signo  contrario  al  multiplicando,  pero  el  multipli- 
cando tiene  +,  luego,  el  producto  tendrd  — . 


4,  (—  a)  X (—  b)=  4-  ab , 

porque  teniendo  el  multiplicador  signo  contrario  a la  unidad  positiva, 

el  producto  ha  de  tener  signo  contrario  al  mulitplicando;  pero  este  tiene  — 

luego,  el  producto  tendrd  -K  , 

” 1 4-  por  + da  + 

— por  — da  + 

•f  por  — da  — 

— por  4-  da  — 

2)  Signo  del  producto  de  mis  de  dos  factores.  En  este  caso,  la  regia  es 


Lo  anterior  podemos  resumirlo  diciendo  que 


n)  El  signo  del  producto  de  varios  factores  es  +cuando  tiene  un  nU- 
mero  par  de  factores  negativos  o ninguno. 

Asi,  (—  a)  x {—  b)  x (—  c)  x { — d)  — abed 

En  efecto:  Segun  se  demos tro  antes,  el  signo  del  producto  de  dos  fac- 
tores negativos  es  4-;  luego,  tendremos: 

(—a)  x (—  h)  X {—  c)  X (—  d)  a.  — b)  X (—  c.—  d)  ~(+  ab^^cdj—  abed, 

b)  El  signo  del  producto  de  varios  factores  es  cuando  tiene  un  nu- 
mero  impar  de  factores  negativos. 

Asi,  (—  a)  x (—  b)  x (—  c)  = — abc , 

En  efecto: 

(—  a)  x(-b)x  (—  c)  — [(-  a)  X (—  />}]  x {—  c)  = {+  ab)  X (—  c)  = — abc ♦ 


MULTI  PL  iCACtON  % 55 


54)  LEY  DE  LOS  EXPONENTES 

Para  multipiicar  potencias  tie  la  misma  base  se  escribe  la  misma  bas£ 
y se  le  pone  por  exponente  la  suma  de  los  expoitentes  de  los  factores. 

Asi,  a4  x a3  x a 2 - a4+m  = cP. 

En  efecto:  a 4 X a3  x a2  — X aaa  = aaaaaaaaa  ~ a 


55)  LEY  DE  LOS  COEFICIENTES 

El  coeficiente  del  producto  de,dos  factored  es  el  producto  de  los  toc- 
ficientes  de  los  factores. 

Asi,  Za  X 4b  — 12 ah. 


En  efecto:  Como  el  orden  de  factores  no  3&  X 4b  — 3 X 4 X a X b = 1 
altera  el  producto,  tendremos: / 

^56^  CASOS  DE  LA  MULTIPLICACION 

^ ^ Distinguiremos  tres  cases:  1)  Multi  pi  icacidn  de  monomios.  2)  Mul- 
tiplicacidn  de  un  potinomio  por  un  monomio.  3)  Multiplicacidn  de  po- 
linomios. 


L MULTIPLICACION  DE  MONOMIOS 

(5 t\  regla 

Se  multiplican  los  coeficientes  y a continuation  de  este  producto  se 
escriben  las  letras  de  los  factores  en  orden  alfabetico*  poniendole  a cada 
letra  un  exjxmente  igual  a la  suma  de  los  exponentes  que  tenga  en  los 
factores.  El  signo  del  producto  vendra  dado  por  la  Ley  de  los  signos  (53). 


Ejemplos 


i. 

2- 


(1  ) Multipiicar  2a 2 pot  3a3. 

2a2  X 3a8  = 2 X 3o2+*  = 6a5.  R. 

El  signo  del  producto  es  4-  porque  + por  + do  -h 

(2)  Multipiicar  — xy2  por  — 5mx4y3 

( — xy2)  X ( — Smx1^)  = 5 mx  1 *4  y2  + 3 = 5 mx’y*.  R. 

El  signo  del  producto  es  + porque  — por  — da  +. 

(3)  Multipiicar  3 erb  por  — 4b2x. 

3a  2b  X (-  4h2x]  = ■ - 3 X 4 o2b1  + 2x  - - 12a2b3x.  R. 

El  signo  del  producto  es  — porque  -f  por  — da  — 

(4)  Multipiicar  — afcr  por  4arub“e3. 

(“  ab2)  X 4ambnc3  - - 1 X 4ol+R5b^nc3  = - 4am+1bn+2t3. 

El  signo  del  producto  es  — porque  — por  + da  — . 


R. 


EJERCICIO  35 

Multipiicar: 

2 por  —3.  3-  —15  por  16. 

—4  por  —8.  4.  ab  por  — ab. 


5 2x2  por  — 3jc.  7- 

ft  —4 a2b  por  — ab2. 


— 5x3y  por  xy2. 
a2b%  por  Za2x. 
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9. 

—4m2  por  - 

-5mn2p. 

13. 

— 15x4y3  por  — 16&2x3* 

17- 

a*"!?"  por  —ah. 

10- 

5f/2y  por  —fix2. 

14, 

3 ■a~h'A  por  — 4x2y* 

18. 

—5 ambn  por  — 6/rf;ax 

11, 

— x~y3  por  - 

-4ys*4- 

15. 

3 d2bx  por  7 fc3xr>. 

19. 

x'"yac  por  —xmync*. 

12- 

abc  por  cd. 

16. 

— 8ro2n3  por  —9  a2mx4. 

20. 

~m*nh  por  — Bm‘2n. 

(5)  Multiplicar  a141*)**2 

por  — 

3q*+2l>8, 

( a*+lb*+2 ) X ( — 3 ox+Bb3 ) - - 3a*4l+*4%*4243  = - 3o2j{+3bM^.  R. 
{ 6 } Multiplicar  — am*lbR~z  por  — 4ara"s!b3n+4, 

( - am4jbn-^  ) X { — 4ol^2b2*+4 ) ss  4a2m~lbEn+^  R. 


EJERCICIO  36 

Multiplicar: 

1-  a'"  por  am+I. 

2.  por  —pc11^2* 

3-  4rt n por  — £rfr*  + 1 . 

4 — + + 2 por  all  + 2bn\ 

5,  — 3#*+46n+1  por  — 4an*2&11 + 3. 


„ g j)  ( 

(7)  Multiplicar  "a ~b  ppr  - — a3m. 


6,  3x”y*  por  4xnl  + 1ytJ  + 2, 

7 4 xa  + 2I?*  + 4 por  — 5jtft  + &fca‘+1. 

8.  £flt,knr  pur  —amb2n- 

9.  — #m  + 1ya  + 2 por  — 4xI[1— 3yft_5c2. 

10.  — r>mhnu  lc  por  — 7m2a-3nw. 


— — ; X -ar'bm  — — *a7lbm\ 


a 


R. 


(8)  Multiplicar  — -x2y:s  por  — — 

( - } I “ J“X'V+1  )=|>S  ^X"“V1+"  ~ P"'+2y»+4.  , R 

m - EJERCICIO  37 

Efectuar: 


1*  1 a2  por 

2.  — --mhi  por  — ~a3m3. 

3 Por  “ ~r&2x*y* 

] 4 

4  m'6n*  por  — -ahn2n. 

« 1 5 

5-  — ^-ahc  por 

{}  pQr  _ i_fl3 fry* 


I 3 

7 —a  por  ^ram. 

8.  - — —ani  por  — — ab‘A. 

4 1 G 

9.  — ambn  por  — ^ah2c. 

g r 10 

10.  — — a3r6ra  + 1 por  — Aa*-i£m 

J>  r G 

11.  ambn  por  —~a2mbn- 

12.  — — aK  + lbx'"2c2  por  — 

11  1 7 


58  ) PRODUCTO  CONTINUADO 

Multiplication  de  mas  de  dos  monomios* 


Ejemplos 


(1)  Efectgar  |2a)|-3aab)  |- ob-1). 

[2o ) ( — 3a26)  (—  abs}  = 6o4b4.  R. 


Ef  signo  del  producto  es  + porque  hay  un  numero  par  de  foclores  negatives. 


MULTIPLICACION  • Q~j 


(2)  Efectuor  (—  x2y)  ( — §*“)  [—  $aay“J. 

|-x2y)  ( - $xm]  |-  |aV)  = -iaV'V1-  R. 

El  signo  del  producto  es  — porque  tiene  un  numero  impar  de  faetores  negativos. 


m-  EJERCICIO  38 

Multiplicar: 

1.  («)(-&)(«*). 

2.  {3xa)(-x*y)(-a:ax). 

3 (— njaj*)(— 3wa)(— Sffin3). 

4.  (4<i2)(-5a3xa)(-«y-*). 

5.  (-a“)(-2«&){-3asfcI). 

6.  (-~xn)(~  y^x){-  -V*m). 


7.  (jam)(~a-b4)(-3a*b* + *). 

8.  (-  -%»3)(-5a2m)(-  ^m1). 

9-  ( 2«)(— a2)( — 3«3}{4a) . 

10-  (-3&2)(-4«3f>)<af>)(-5a*x). 

11.  («■"*')(  -fl2)(-2a&X-3a*x). 

12.  (-  ±x*y)(-  “x3)(-  |x*y). 


II  MULTIPLICACION  DE  POLINOMIOS  POR  MONOMIOS 


(5$) 


& 


Sea  el  producto  (a  + b)c. 

Multiplicar  (a  -f  b)  par  c equivale  a tomar  la  suma  (a  -b  6)  como  $u- 
mando  c veces;  luego: 


(a  + b)c  = (a  + b)  + (a  + 6)  + (a  + b) c veces 

= (a  + a + a c veces)  + (b  + b + b c veces) 

= ac- h be. 


Sea  el  producto  (&  — b)c* 

Tendremos:  (a  — b)c  = (a  — b)  4-  (a  — b)  + (a  — ft) . . * . c veces 

= (a  + a + a * . , c veces)  — (b  + b + b . - . c veces) 
= ac  — be. 

Podemos,  pues,  cnunciar  la  siginente: 


(60; 


60 ) REGLA  PARA  MULTIPLICAR  UN  POUNOMEO 
POR  UN  MONOMIO 


Se  mu  lti  plica  el  monomio  jx>r  cada  uno  de  los  l^rmiuos  del  poiino* 
mio,  teniendo  en  cuenta  en  cada  caso  la  regia  de  los  signos,  y se  separau 
los  productos  parciales  con  sus  propios  signos. 

Esta  es  la  Ley  Distributiva  de  la  multipltcacidn. 


( 1 ) Multiplicor  3x2  — 6x  H-  7 por  4ax2. 

E 16171  J}loS  T endremos:  (3x2  — 6x  -f  7)  X 4ax2  = 3x2  ( 4ox2 1 — 6x  ( 4ax2 ) + 7 (4 ox2 ) 

3 r =12ox4-24oxs  + 28ax2.  R, 


La  operation  suetc  disponerse  ash 


!.  / 


3x2  - 6x  + 7 
4a x- 


1 2ax4  — 24ax3  + 20ax2,  R. 
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< 2)  Multiplier  a3x  - 4oV  + Sax*  - X4 
por  — 2a2  x. — * 


oax  — 4crx2  + Sox3  — x4 
— 2crx 


— 2osx2  + Sa4x3  — lQoV  + 2a2x*  R, 


( 3)  Multiplicar  xR+1y  — 3 x*y2  + 2x*~ly*  — x1  sy4  por  — 3xaym. 


x*+1y  — 3x*y*  + 2x4~1y3  — xa_2y4 
- 3x2ym  _ 

2^t+3y,01+l  4.  _J^ 


R. 


► EilRCICEO  39 

Multiplicar: 

1 SxA-x2  por  — 2x. 

2 Hx-y—Sy2  por  2ax3. 

3 x2—4x+3  por  —2x, 

4-  4a-+6a  por  Sab* 

5-  a2— 2afr+&2  por  — ah « 

6*  x*'— 6x*— 8x  por  3 a-x2. 

7 m1—  3man2+Tn4  por  -4m:tx. 

3-  xa'— 4xBy+6xy2  por  ax*y- 
9-  a*—ba2b—8ab2  por 

19  as— 3dafeM+fl4M 
2d  am£?E+3am_l£r0  + 2 


10,  jx>r  —2a, 

11.  xm  + 1+3xmi-acn|-  1 por  3*2n* 

12,  + £itt-S^n+2  por 

13.  x3— 3x2+5x— 6 por  — 4*2* 

14-  a1— 6a*x+9cftx'2— 8 por  3frx;t. 

15,  an  +3— 3an+2~ 4dn  41— tfn  por  — anx-. 

16,  x4— 6x*+8x2— 7x+5  por  — 3o*x*. 

17-  — 3xa+5x2)?— Try2— 4yB  por  ioa2xy2. 
18,  xa  + s— 3x*  + 4+x*+3— 5xn  + 1 [Kir  — 2x2. 

3a2ba+b*  por  —boPy-* 
am~2bn  + 4-+flm—afr*  4 e por  4all]6a, 


(4)  Multiplicar  "X*y2  — P°r  “ ^o2x3y2. 


2 j o i ll  fl 

-x  y — -x  y*  + ~y 
a 7 5 7 6 

- 1~2,HV2 


0 


erury* 


-^oVy4  + fBo2xV-^aVy,  R. 


+ EJERCIC10  40 

Multiplicar: 

±*  fr  por  —^2. 

2 a r g 

2 —a  — -2-.fr  por  — — a3fr. 

a * f a 

q 3 J . a 5 9 

a —a o -h  — t por ar-s 

4.  -2-£» -|- -Lflk — — b*  por  3a2  x. 

& s & 1 

I ? 8 1 « 3 , 

tx  Tx?“rr  Por  tt* 


6-  3a  — 5fr  + 6c  por  — — fl V. 

7.  -Xx«  — x2)!2  + ^y4  por  -yx*y4. 

8.  i-ft2  — — fr®  + —x2  — -y2  nor  — —asm. 

2 a 4 5 7 1 8 

9 — m3  + ~mart  — — m?i2  — 1 n3  por  — msn3. 

3 2 « 8 r 4 

10.  — x#  — —x^yS  4.  — x-’V4  — - yft  por  — — a3#4?®- 

D S 7 5 KK  r 7 7 


5. 
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III.  MULTIPL1CACION  D£  POLINOMIOS  POR  POLINOMIOS 


L 61  ) Sea  el  producto  (a  + b — c)(m  + n). 

Haciendo  m + n~y  tendremos: 

(a  4-  b — c)  (m  + n)  — (a  + 6 — c)y  = ay  + by  — cy 
(sustituyendo  y per  = a(m  + n)  + b(m  + n)  — c(m  + n) 

su  valor  m + n) * = am  + an  + bm  + £p«  — cm  — cn 

“ am  + bm  — cm.  +an+bn^  cn. 

Podemos,  pues,  enunciar  la  siguiente: 

(fi^REGLA  PARA  MULTIPLICAR  DOS  POLINOMIOS 

Se  multiplican  todos  los  t^rminos  del  multiplicando  por  cada  uno  de 
los  t^rminos  del  multiplicador,  teniendo  en  cuenta  la  Ley  de  los  signos,  y 
se  reducen  los  t6rminos  semej antes. 


Ejemplos 


( 1 ) Multiplicar  a — 4 por  3 + a, 

Los  dos  factores  deben  ordenarse  con  reJocrdn  a uno 
misma  /efra. 


Tendremos: 


a — 4 
a + 3 


o(a)  — 4(a) 

+ 3(a)  — 3(4) 


o — 4 

o + 3 

o sea  a2  — 4a 

3a-  12 

a2-  o-12.  R. 


(2) 


Hemos  multiplicado  el  primer  termino  del  multiplicador  a por  los  dos  ternni- 
nos  del  multiplicando  y el  segundo  termino  del  multiplicador  3 por  los  dos 
terminos  del  multiplicando,  escribiendo  los  productos  pardales  de  modo  que 
los  ferminos  seme/anfes  queden  en  co/umna  y hemos  reducido  los  term!  nos 
semejantes. 

Multiplicar  4x  — 3y  por  — 2y  + 5x. 

Ordenando  en  orden  descendente  con  relacion  a la  x tendremos; 


4x 

5x 


- 3y 

- 2y 


4x[5x)  — 3y (5x) 

-4x(2y}  + 3y(2y) 


4x  — 3y 
5x  - 2y 

20x2- V5xy 

— 8xy  + 6y2 


2 Ox2 

— 23xy  + 6y2.  R. 

m- 

EJERCICIO  41 

Multiplicar: 

i. 

a+3  por  a— 1. 

6- 

—a— 2 por  —a— 3. 

11. 

— a+6  por  — 46+8a* 

2, 

a— 3 por  a+L 

7. 

3x— 2y  por  y+2x. 

12. 

6 m— 5ft  por  — n+m. 

3, 

x+5  por  x — 4. 

8. 

— 4y+5x  por  — 3x+2y. 

13. 

Dm  por  4 ra+6m. 

4. 

m— 6 por  m— 

9. 

5a~“7lb  por  a+Zb. 

14. 

— ly— 3 por  — ll+2y. 

5. 

— x+3  por  —x+5. 

10. 

7x— 3 por  4+2*. 
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1. 

2. 

3. 


4. 

5. 

6. 
7. 
8- 
9. 

10. 

11. 

12- 


(3)  Multiplicar  2 + a2  — 2a  ~ a3  por  a + 1. 

2 — 2a  + a2  — a3 
1 + a 

Ordenando  en  orden  ascendente  2 — 2a  + a2  — a3 

con  relacion  a la  a tendremos:  2a  _ 2a2  -j-  — a't 


2 - o2  -a4.  R. 


(4 ) Multiplicar  6y2  + 2x2  — 5xy  por  3x2  — 4y2  + 2xy. 


2x2  — 5xy  + 6y2 
3xs+  2xy  - 4y2 


Ordenando  en  orden  descendente 
con  relacion  a la  x tendremos: 


6x4  - 1 5xsy  4- 1 8x2y2 

4x3y  — 10x2y2  + 12xy3 

-8xV + 20xy3-24y4 


6x*  — 11  x*y  + 32xy3  — 24y4.  R* 


(5  ) Multiplicar  x — 4x^  + x3  — 3 por  x3  — 1 + 4x2* 


x3  -4x2  + x-3 
x3  + 4x2  “ 1 


Ordenando  en  orden  descendente 
con  relacion  a x,  tendremos: 


/■ 


X*  _ 4xS  4-  x4  _3xS 

4xB  — 1 6x4  + 4x3  — 1 2x2 

— xa  + 4x2  — x + 3 


— 15x4  - 8x2-x  + 3.  R. 


(6 ) Multiplicar  2x  — y + 3z  por  x — 3y  — 4z 

2x  — y H™  3z 
x — 3y  — 4z 

2x2  — xy  H”  3xz 

— 6xy  + 3y2  — 9yz 

— 8xz  + 4yz  — 12  z2 

2x2  — 7xy  — 5x7  + 3y2  — 5yz  — 1 2z2.  R- 


EJERCICIO  42 

Multiplicar: 

x2+xy+y2  por  x—  y. 

13. 

x3+2x2—x  por  x2— 2x+5. 

a2jrb2—2ab  por  a— b. 

14. 

m3— 3m2n+2m«2  por  m2— 2mn— Sn2, 

a2+b2+2ab  por  a+b. 

IB- 

x3“bl-fx  por  x2— x— 1. 

x3— 3x2+l  por  x+3- 

16. 

2-3x2+x4  por  x2-2x+3. 

a3— a+a2  por  a— 1. 

17. 

m3— 4m -fm2—  1 por  mH-l. 

m4-hm2rt2+ft4  por  m2—n2. 

18- 

a3— 5a+2  por  a2-a+5. 

x3-2x2+3x— J por  2x4-3. 

19- 

x2— 2 xy+y2  por  xy— x2-|-3y2- 
n2— 2nH“l  por  n2— 1. 

3y3-b5~6y  por  y24-2. 

20. 

m3— m2jcm— 2 por 

21- 

a3—  Ba2b+4ab2  por  a2&— 2fl&2— lOfr®. 

8aB— 5flft+2fr2  por  4a— 

22- 

8x3— 9y3+(ixy2— 12x2y  por  2x-f3y, 

5m4— 3m2tt2+ft4  por  3m— n. 

23. 

2y3+y“3y2— 4 por  2 y-H5- 

a2+a+l  por  aa—a—h 

24- 

Zx^—aA+2ax2  por  2a2— x2— 3ax. 
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25. 

26. 
27- 
28 

29- 

30- 


x4— 3xay42x2y24*y*  por  — y2— xy—x2.  31- 

2a-5a34*3-3  por  a* -2a -7.  32- 

m443— m24m*  por  m2— 2m +3-  33 

a*S a^l^+a^b—ab^b4  por  a2—%ab+b2.  34- 

x4—x^y^x2y2— xys4y4  por  x~— 2y24xy.  35. 

y2— 2y41  por  y4— 2y-42.  36. 


m*— 3m-+4  por  3»J3— 2w+l. 
a:i“fl4a24l  por  a2+a3— 2a— 1, 

8%s~ 12xay— 6xy2+ya  jx>r  3x-44y2— 2xy. 
5a4~3a42fl“4tf!t— 1 por  a4— 2a242. 
x4— x3+x2“X+l  por  x8— 2x243x46. 
3<ta— 5a4 4 |>or  a24a3— 2fl4l< 


37.  5y4~3ys+4y-42y  por  y4— 3y2— 1. 

38.  wi4— 2m3n43m*tt3— 4n4  por  n3— 5m7?3+3mafi— m3. 

39.  x°— 3x4ya— x2y4+y°  por  x5— 2x3y2+3xy4, 

40.  8aB— (ia3+2fla— 3a+2  por  — 3oa+4« — 5- 
41-  a+b—c  pur  a— 64c. 

42.  jc+2 y— z por  x— y4z. 

43-  2x—3y45z  por  y42z— x. 

44-  xfl4y*+z*— xy— xz—yz  por  x4y4z. 

( 63  ) MULTI PLICACION  PE  POUNOMflOS  CON 
EXPONENTES  LJTERALES 


0m*2  _ 20m+l  — 4a™ 
a * — 2o  

( 1 ) MuJtiplicor  erm+2  — 4om  — 2aml  por  a2  — 2o<  at,lH  ” 2otu+s  — 4al,l+:i 

— 2o”+®  + 4om*2  + 8om+1 

0lTl+4  — 4om+s  4 8om+1.  R. 

(2)  Multiplier  x*+2  - 3x“  - x**1  4 x*1  por  xtt+1  + xa  4 4xa“1. 

x**2  — xa+I  — 3xa  + 
x*+1  4 xfl  4 4X*-1 

x3a+8  - x2a+2  - 3xSil+l  4 x2ft 

x2*+3  - x 2,1+1  - 3x2“  + x2ft-1 

4x2*+1  - Ax2*  - lSx3*1  4 4x3-2 

x3a+B  - 6x2Jl  - 1 1 x2*"1  4 *c®*-2  R. 


Ejemplos 


m-  EJERCICIO  43 

Mull  [plica  r: 

1-  ax— at  + 1+a**  2 por  <2 41- 

2-  xa  + 142xn  + 3— xn  + 3 por  x24x. 

3.  + por  mr— 2m  4 3, 

4.  an  + 2— 2aT,43flft  + 1 por  a*+tfn  + 1- 

5.  xa+2  -x*42x*+1  por  x*+s— 2x*+1. 

6.  3a*-2— por  aB42o— 1. 

7.  3a* 'l4flK-“2a*~2  por  a*— a*"1 4a*-3. 

8.  m*  + l— 2m*  + mB  + 34w»iL+  4 por  m*~3— tti*"1  4mr  2. 

9.  xa“l^-2xa_2— xa"34  x*4  por  — x^+x1^1- xn””2. 

10.  Qab-aa~lb*+2a*^b*—aa-*h4  por  anfe3— a*~®b4. 

11.  ax46*  por  am+bm> 

12  aT^l—bn~l  por  a— b, 

13.  a2m  + 1 '“5a2'" + a43 a2m  por  flam_346a;im_l^8a^m“2. 

14.  x*+sy*-’143*4yJt+1-4x*f1y,t  por  -2x3ft-1ylt---10x2n -3yI-4x2j,-‘2y^1. 
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64  J MULTIPLICACION  DE  POUNOMIOS  CON 
COEFICIENTES  FRACCIONARIOS 


Ejemplos 


(1)  Multiplicar  7,x2  — -xy  por  -x  — ~y. 


2 4 

“X  — y 

3 f/ 


1 3 2 a 

— x*y 
3 u 7 


2 2 , 4 a 


1 3 28  2 . 11 

— Y° — Y'-'W  -J—  


. $*+»*?■  R. 

Los  productos  de  los  coeficientes  deben  simplificarse,  Asi,  en  este  case,  te- 

12  2 1 4,1  4 2 

nemos:  - X - = - = -■  - X - — — = - 

2 3 e H B 2 10  5 


(2)  Multiplicar  ^a2  + *Jb2  — - ^ab  por  ^a2  — -ab  — -b2. 
la2-  lab  +lb'~ 


3 2_  ±afa 
4 2 1 


-a4  — r-ro 3b  + I a2b~ 


- ~a-ba-  ~ab3 


- -a2b2  4-  — ab3  — -b4 

IS  20  8 


ia4  _ i?a3b  + j^a2b2  - lab 3 - lb*.  R. 


m-  EJERCICIO  44 

Multiplicar: 

1 —a  — — b por  —a  + — o. 

rv  2 5,1 

2.  *-^7  p0r  ^ + y*. 

o 1 „ 1 , 1 o ^ 3 

3 Tx~  “ Tx?  + 7^  Por  Tx  “ 7?' 

4.  —-.a2  — ab  + — b2  por  — a — 3-b, 

4 3 1 4 2 


2 1 1 3 

5 —m-  + —mn  — — n2  por  —m2  + 2 n2  — mn* 

5 3 2 r 2 

6,  —x2  + ^-x  — v por  2x3  — 4*  + 2, 

8 4 5 1 a 


7. 


— x2  + —a2  por  —x2  — ax  + -^a2. 

*>  9 i 9 a 


8.  -"-x3  + Yxy2  — \%2y  Por  y*2  — y^y  + ~y2- 


Q 1 I 1 2 1 , 1 

u.  — + “*2  — * + — 


, s a 1 I 1 

X'1  por  — -x2  — — + 7-X. 
17  2 S 10 


a 4 4 

1„,2  2 1„  2 . fi  * 2 

— m2n  4 — mn n*  por  — ml  4 — n * 

2 a 4 r 3 2 


mn. 


10. 
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i^65J  MULTIPLICACION  POR  COEFICIENTES  SEPARADOS 

La  multiplicacidn  tie  poiinomios  por  el  Metodo  de  coeficientes  sepa- 
rados  abrevia  la  operacion  y se  aplica  en  los  dos  casos  siguientes: 

1)  Mulriplicaci6n  de  dos  poiinomios  que  comengan  una  sola  lelra  y 
est^n  ordenados  en  el  mismo  orden  con  relation  a esa  letra. 


< 1 ) Multiplier  3x*  - 2x2  + 5x  - 2 por  2x2  + 4x  - 3 
por  coeficientes  separados. 

3 — 2 + 5 — 2 
2+  4-  3 

Escnbimos  solamente  los  coeficientes  con  sus  6- — 4-hlO—  4 

signos  y efectuomos  la  muftipiieaciom  + +12“  8 + 20—  8 

* 9+  6—15  + 6 

6 + 8 - 7 + 22  -23  + 6 

Como  el  primer  terming  del  multiplicand©  tiene  xa  y el  primer  termino  del 
multiplicador  tiene  x2,  el  primer  terming  del  producto  tendra  x5  y coma  en  los 
factores  el  exponente  de  x disminuye  una  unidad  en  coda  termino,  en  el  pro- 
ducto el  exponente  de  x disminuird  tambien  una  unidad  en  coda  termino,  lue- 
go  el  producto  sera: 

6x°  + 8x4  - 7x3  + 22x2  - 23x  + 6.  R. 

(2)  Multi  pi  icar  a4  — 6c2  + 2o  — 7 por  a3  — 2o  + 4 por  coeficientes  separados. 

Escribimos  solamente  los  coeficientes, 
pero  como  en  el  multiplicand©  folta 
el  termino  en  oH  y en  el  multiplica- 
dor  Falta  el  terming  en  a^escribtmos 
cero  en  los  lugares  correspondientes 
a esos  termmos  y tendremos: 

Como  el  primer  termino  del  multiplicand©  tiene  o4  y el  primero  del  multipli- 
cador  tiene  a3,  el  primer  termino  del  producto  tendra  a7  y como  en  los  facto- 
res el  exponente  de  a disminuye  de  uno  en  uno,  en  el  producto  tambien  d is- 
minulra  de  uno  en  uno,  luego  el  producto  sera: 

o1  - 8afi  + 6o4  + 5a*  ~ 28a2  + 22a  - 28.  R. 

OBSERVACION 

Si  en  ambos  factores  ei  exponente  de  la  letra  comun  disminuye  de  dos  en  dos, 
de  tres  en  tres,  de  cuatro  en  cuatro,  etc.,  no  es  necesarlo  poner  cero  en  los 
lugares  correspondientes  a los  termlnos  que  falten;  solo  hay  que  tener  presen- 
te que  en  el  producto,  los  exponentes  tambien  bajaran  de  dos  en  dos,  de  tres 
en  tres,  de  cuatro  en  cuatro,  etc. 

2)  Mil  triplication  de  dos  poiinomios  homogencos  que  comengan  solo 

dos  letras  comimes  y est£n  ordenados  en  el  mismo  orden  con  relacion  a una 

de  las  letras* 


1 +0 -6+2-  7 

1 +0  — 2 + 4 


1 + 0 - 6 + 2 - 7 

-2-0+12-  4+14 
+ 4 + 0 — 24  + 8 — 28 


1 _|_  o _ g 4-  5 + 5-  28  + 22-28 


Ejemplos 
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Un  polinomio  es  liomog^neo  cuando  todos  sus  terminus  son  home>g£- 
neos,  o sea,  cuando  la  suma  de  los  ex pon ernes  de  las  letras  en  cada  tdrmino 
es  una  cantidad  cons  tan  te. 

El  producto  de  dos  polmomios  homogeneos  es  otro  polinomio  ho- 
rn og£neo> 


Multiplicar  a4  — 5a3m  + 7a2m 2 — 3 m4  por  3a3  — 2m2 
por  coeficientes  separados. 

El  primer  polinomio  es  homogeneo,  porque  la  suma  de  los  exponentes  de  las  letras 
en  todos  los  terminos  es  4 y el  segundo  tambien  es  homogeneo,  porque  la  a tiene 
de  exponente  2 y la  m tambien  tiene  de  exponent©  2* 

Escribimos  solomente  las  coeficientes,  poniendo 
cero  en  el  mulfiplicando  en  el  lugar  correspon- 
diente  al  termino  en  am3  que  falta  y ponien- 
da  cero  en  el  multiplicador  en  el  lugar  corres- 
pondiente  al  termino  en  am  que  falta,  y ten- 
dremos:  — 

El  primer  termino  del  producto  tendra  ae  y,  como  el  producto  es  hamogeneo,  la 
suma  de  los  exponentes  de  las  letras  en  cada  termino  sera  6, 

Como  en  los  factores,  el  exponente  de  a disminuye  una  unidad  en  coda  termino 
y el  de  m aumenta  una  unidad  en  cada  termino,  en  el  producto  $e  cumplird  la  mis- 
ma  ley,  luego  el  producto  sera: 

3a6  - 15o5m  + 19aW  4-  10oam3  - 23a~m4  + 6m«.  R> 

P-  EJERCICIO  45 

Multiplicar  por  coeficientes  sc  parados  : 

1.  xs— xs+x  pQr  x2— 1. 

x4+3#3— Sx^+S  por  x3— 2x2“7- 
3*  a*+$a?b—2a2b2+oab$— 64  por  a2— 2ah+b%. 

4-  m3+?i^+Gmn2—5m2n  por  m3-4mn^n3, 

6 x4— 8xa+3  por  x4+6x3— 5- 

b-  a&— 3a4 — 6a2+'10  por  tfi—- 4«e+3a4— 2aa. 

1,  x®— 4x®+3x3— 2 por  — 8x3+10. 

8 m12— 7ms-h9m4“15  por  mUi— 5m13+9ms— 4m4+3- 

9-  3x  ,iiy— 6x3y3™4x3ys— y5  por  2xs+4ys- 

10  6tfB“4a2+6a“2  por  a4— 2tf2+n— 1, 

*1-  nG— 3rt4+5rc3— 8rc+4  por  nA— 3rc2+4. 

12.  3x4— y4  por  x3“5xy2+3y3- 

- I xin— 5x6y4+3x2)!8— 6y10  por  xs— 4x4y3+y0— 5x2y4, 

1 4 am^3am_1+5flni_j?  por  a2— 5. 

Id  ax  + 2„5ax  + por  a*+6a*  + 1H-7n3t  + 3* 

lb.  x 5x  6 — (j  x a^2  por  6x a + 1 — 4 x a + 2x  a_1 + x a“2 . 

I ; + a2x+2—a2x—3a2x  + 1— 5a2*”1  por  3a3x_1— 5fl3x+6fi£3l  + 1- 


1 - 5+  7+  0-  3 
3+0-2 


3-15  + 21+  0-  9 

- 2 + 10-  U-0  + d 


3 — 15  + 19  + 10  — ^ 23  — 0 + 6 


Ejemplo 
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PRODUCTO  CONT1NUADO  DE  POLINOMIOS 


Ejemplo 


Efectuar  3x(x  + 3)(x  — 2)(x  + 1). 


Al  poner  los  factores  entre  porentesis  la  multiplicacion  esta  mdicada. 

La  operacion  se  de$arrolJa  efectuando  el  producto  de  dos  factores  cualesquiera,*  este 
producto  se  multiplied  por  el  tercer  factor  y este  auevo  producto  por  el  factor 
que  queda. 

Asi,  en  este  caso  efectuamos  el  producto  3x(x  4*  3)  = 3x2  + 9x.  Este  producto  lo 
multiplicands  por  x — 2 y tendremos: 


3x2  + 9x 
x — 2 

3x3  + 9x3 

— 6x'2  — 1 8x 


3x3  + 3x2  - I8x 

_ . x + 1 

Este  producto  se 

multiplied  por  x + 1:  3x4  + 3x3  — I8x2 

3x3  -f  3x2  — 1 8x 


3x3  + 3x3  - 1 8x  3x4  + 6x3  - 1 5x3  - 1 8x.  R. 

En  virtud  de  la  Ley  Asociativa  de  la  multiplicacion,  podlamos  tambien  haber  hoilodo 
el  producto  3x(x  + 3);  despues  el  producto  (x  — 2)  (x  + 1 ] y luego  multiplier  am- 
bos  productos  parciales* 


» EJERCICIO  46 


Simplificar : 

1-  4{«+5)(«— 3). 

2.  3a2(x+l)(x-l). 

3.  2(«— 3)(a— l)(a+4). 

4 (x2+l)(x2-l)<x2+l). 

m(m— 4)(m— 6)(3tfi+2). 

6.  (a-b)(a*-2ab+ba)(a+b). 
7 3x{x2-2x+l)(x-l)(x+l). 


8.  (jc2— x+l)(x2+x— l)(x—  2). 

9-  {fln'-3)(«"’-I+2)(am“s-l). 

10-  a(a-l)(a-2)(a-3) 

11-  (x— 3)(x+4)(x-5)(x+l). 

12  (x2— 3)(x2+2x+l)(x— l)(x2+3). 

13  9a2(3«-2)(2a+l)(a— l)(2fl— 1). 

14.  a^a1  + + 2)(aI  + 1 — b*+2}b*. 


{ 67j  multiplicacion  combinada  con  suma  y resta 

1)  Simplilicar  (x  + 3)(x  —4)  + 3(x  — l)(x  + 2). 


Efectuaremos  el  primer  producto  (x  + 3)(x  — 4);  efectuaremos  el  segun- 
do  producto  3(x  — l)(x  + 2)  y sumaremos  este  segundo  producto  con  el 
primero. 


Efectuando  el  primer  producto:  (x  + 3)(x  — 4)  = x2  — x — 12. 


Efectuando  el  segundo 
producto:  — 


y 


3(x  - 1)  (x  + 2)  = 3(x2  + x -2)  = 3x2  + 3x  - 6. 


Sumando  este  segundo  producto  con  el  primero: 

(x2  — x — 12)  + (3x2+  3x  - 6)  = x2  - x - 12  + 3x2  + 3x  — 6 = 4x2  + 2x  - 18.  R. 
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2)  Simplificar  x(a—  b)2  — 4x{a-b  b)2. 

Elevar  una  cantidad  al  cuadrado  equivale  a multiplicarla  por  si  mis- 
ma;  asi  (a  — by-  equivale  a (a—  b)(a  — by 
Desarrollando  x(a  — b )2. 

x(a  — b)2  — x(a 2 — 2 ab  + b%)  ~ a2x  — 2 abx  + b2x . 

Desarrollando  4x(a  + b)2> 

4 x(a  4-  b)2  — 4 x(a2  + 2 ab  + b 2)  — 4a2%  + 8afrx  + 4fr2x, 

Restando  este  segundo 
producto  del  primero:  /* 


a2x  — 2 abx  + b2x  — (4a2x  + &ahx  + 4 b2x) 
— a2x  — 2abx  + b2x  — 4 a2x  — Sab  x — 4 b2x 
= — 3 a2x  — 10  abx  — 3b2x.  R, 


EJERCIC10  47 

Simplificar: 

1-  4(x+3)+5(x+2 ). 

2-  6(xH4)-3(xH1>+5(xH2). 

3,  a(a— x)-f-3a(x+2ri)— a(x— 3fl). 

4.  x2{y2+l)H-y2(x0+l)— 3x2y2 

4ms— 5Wtta+3m^m2+tts)— 3m(ra2— w~). 
ya+^y3->’3(x2+X)+y2(x2+ l)-y2(*2-l). 
5(x+2)— (x-H)(x+4)-6x. 

8,  (fl+5)(a^6)-3(ff+2)(fl-a)+6(fl+4). 

9 (a+-6)(4a-8$3-(5a-Mr)(3a+6) 

— {G+b)(3a«4b). 

10-  (a+c)2-(a--c)2. 


11-  3(x-h>1):>“4(x— y)2+3x2— 3y2. 

12-  (m+«)2“{2m-J-7i)2+(m-'4n)a. 

13.  x(tf-fx)+3x(fi+l}— (x-hl){fl4-2x)— (a— x)2. 

14.  (a+b— c)2+(g— fr+c)2— (fl+i+c)a. 

15.  (x2+x-3)a-(x2-2+x)2+tx2-x^3)2. 

16.  (x+y+z)a— (x+yjix—  y)+3(x2+xj?H"y2). 

17.  f.v+(2x-3)][3x-(x+l)]+4x-x2. 

18.  [3(x+2)— 4(xH-l)][3{xH-4)~ 2(x4-2)]. 

19-  f(m,+n)(m“-n)— (m+ra)(m+n)][2(m+n) 

— 3(m— n)]. 

20.  [(*+y)a-3  ^-y)23[(x+y){x-y)+x(y-x)]. 


SUPRESION  DE  S1GNOS  DE  AGRUPACION 
CON  PRODUCTOS  INDICADOS 


Ejemplos 


( 1 ) Simplificar  5a  a — 2 [a  + 3b  — 4(a  + b)  ] \ . 


Un  caeficiente  cofocado  junto  a un  signa 
de  agrupacion  nos  mdica  que  hay  que  mul- 
tipiicarlo  por  cado  uno  de  los  torminos  en- 
cerrados  en  el  signo  de  agrupacion.  Asi, 
en  este  caso  multtplicamos  — 4 por  a + b, 
y tendremos:  . — / 


5a + { a -2  {a  + 3b -4a -4b] 


En  el  curso  de  la  operacion  podemos  reducir  termi- 
nos  semejantes.  Asi,  reduciendo  los  tormlnos  seme- 
jantes  dentro  del  corchete,  tenemos- 


5o -h'ta  — 2 [— 3a  ^ b] 


5a  + -j  a + 6a  + 2b  }■ 

Efectuando  la  mulhplicacion  de  — 2 por  5a  4-  -*  7a'  t 2b  J 

( — 3a  — b ) tenemos: / = 5a  + 7a  + 2b  — 1 2a  4-  2b.  R. 
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(2)  Simplificor  — 3(x  + y ) -— 4[— x + 2-{  — x*t- 2y — 3(x  — y + 2)  [■  — 2x] . 

3(x  + yj- 4[ -x  + 2 -j  - x + 2y  ~ 3 (x  - y - 2)  f - 2x] 
3x  — 3y  — 4 [ — x + 2 ■{  — x + 2y  — 3x  + 3y  + 6^  — 2x  j 
3x-3y-4[-x  + 2^  -4x  + 5y  + 6 \-2x] 

3x  — 3y  - 4 [—  x — 8x  + lOy  + 12  — 2x  ] 
3x-3y-4[-llx+10y+12j 
3x  — 3y  + 44x  — 40y  — 48 
4)x  — 43y  — 48.  R. 

p-  EJERCICIO  48 

Simplificar: 

I.  x— [3a+2(— x+1)]. 

2-  -(a+i>)-3[2fl+i>(-a+2)]. 

3.  — [3x— 2y+(.v—2y)— 2(x+;y)— 3(2x+l)]. 

4.  4x2— <j— 3x+5— [— x+x(2— x)]|. 

5.  2a— { — 3x+2[— a+3x— 2(— fl+6— 2+fl)] 

6.  a-(x+3»)-3(*-y)+2[-(x-2j!)-2(-x‘-y)]. 

7.  m—(m+n)-3\  —2m+[—2m+n+2{— 1+«)— m-i-n-1] 

8.  -2(a-b)-S(a-\-2b)-4\a-2b+2[-a+b-l+2(a—b)]}. 

9.  — 5(x-y)--[2x— y+2-j  -x+y— 3— x— )>— 1 }-]+2x. 

10.  m— 3(m+n)+[— 2m+n— 2— 3[ni— n+l])+m}-]. 

II.  — 3(x— 2y)+2-j  — l[-2x-3(x+y)l }— { -f— {*•+?)]  b 

12.  -(a+b)-3[-2a+2b-(a+b)+(~a-b)+2(-a+b)]-a 

13.  -3^ -[i(-a+^)J  —[—<—«— &)]  }■ 

14.  — { a+b-2(a-b)+3{  -[2a+ft-3(a+&-l)]  }-3{~a+2(-l+a)] }. 

(S)  CAMBIOS  DE  SIGNOS  EN  LA  MULTI RLICACION 

Las  reglas  generates  para  los  cambios  de  signos  en  la  multiplicacibn 
son  las  siguicntcs: 

1)  Si  se  camhia  el  signo  a un  niimero  par  de  fattores,  el  signo  del 
pro  due  to  no  varia. 

En  elector  Sahcinos  que 

(+  «)  (+  b)  ~ + ab  y (-  a)  (-  fr)  = + afe, 

donde  vemos  que  cambiando  el  signo  a dos  fac tores  el  signo  del  pro- 
ducto  no  varia. 


Suprimiendo  pnme- 
ro  el  vinculo,  ten- 
dremos:  / 
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2)  Si  se  cambia  el  signo  a un  niimero  impar  de  factores,  el  signo  del 
producto  varia* 

En  efeeto:  Sabemos  que 

(4-  a)  (4*  b)  = 4-  ah  y (+a)(—  b)=  — ab  o (-  a)  (+  I?)  = - ab, 

donde  vemos  que  cambiando  el  signo  a un  factor  el  signo  del  producto 
varia. 

Cuando  l os  fac tores  scan  polinomios,  para  cambiarles  el  signo  hay  que 
cambiar  el  signo  a cada  uno  de  sus  terminos*  Asi,  en  el  producto  (a  — fc) 
(c  — d),  para  cambiar  el  signo  al  factor  (a  — b),  hay  que  escribir  (b  — a),  don- 
de vemos  que  at  que  renia  +,  a bora  tiene  — , y b , que  tenia  — , tiene  aho- 
ra  + ; para  cambiar  el  signo  a (c  — d)  hay  que  escribir  {d  — c). 

Por  tanto?  como  cambiando  el  signo 
a un  factor  el  producto  varia  su  signo, 
ten  d rernos : Z 


(a  - b)(c  -d)  = -(b-  a)(e-d) 
(a~b)(c-d)^-(a-b)(d~c) 


y como  cambiando  el  signo  a dos  factores 
el  producto  no  varia  de  signo,  tendremos: 


(a~b)(c-d)  = (b-a)(d-cy 


Tratandose  de  mas  de  dos  factores  a p He  am  os  las  reglas  general  es  que 
nos  dicen  que  cambiando  el  signo  a un  numero  par  de  factores  el  producto 
no  varia  de  signo  y cambiando  el  signo  a un  niimero  impar  de  factores  el 
producto  varia  de  signo. 

Ash  tendremos:  (+  a) (4  i?)(4  c)  — — (—  a)  (4  b)(+  c) 

[+a)(+b)(+c)  = -{+a)(-  b)(+c) 

(+a)(+b)(+c)  = ~(-a)(-b)(-c) 

y tambi^n:  (4  a)(4  6)(4  c)  — (— «)(— 1){4  c) 

(+«)<*  6)<+e)='(+«)(-fr)<-c) 

<+«>(+  b)  (+c)  = (-«)(+  b)(-c). 


Si  se  trata  de  polino- 
mios, tendremos: / 


(a  — b)  (c  — d)  (rn  — n)  = — (h  — a)  ( c — d)  (rn  — n) 
(a  — b)(c  — d)(m  — n)  — ^(a  — b)(d  — c)(m  — n) 
(a  — b)(c  — d)(m  — rc)  = — (6  — a)(d  — c)(rc  — m) 


y tamhitfn: 


(a  — b)  (c  — d)  (m  — n)  = (b  — a)(d  — c)  (m  — n) 
(a  — b)(c  — d)(m  — n)  — (a  — b)(d  — c)(n  — m) 
(a  — b)(c  — d)(m  ~ w)  = (6  — a)(c  — d)(n  — m ). 


ATE  MAS 


PLATON  (429-347  A,  CJ  Uno  <fe  los  mh  grande 
Filgsofos  do  la  Afitiguedad.  Alumno  predilecto  de  So- 
crates, dig  a conocet  las  doctrinal  del  Maestro  y fas 
suyas  propias  en  los  famosos  Dialogos,  entrc  los  quo 
sobresalen  el  Timeo,  Mon,  el  Banquete  etc.  Viajo 


por  §1  mundo  griego  de  su  epoca,  y recibe  la  mfluen- 
cia  de  los  sabios  y matemiticos  contemporincoi  de 
eL  Alcanxo  pleno  dominie  de  Jas  ciencias  de  so  fieiei- 
po.  Af  fundar  la  Academia  Kixo  inscribir  en  el  fron- 
tispicio:  "Que  nadie  enfre  aqui  si  no  sabe  Geometria", 


CAP1TUL0 


DIVISION 

{ 70 J LA  DIVISION  es  und  operacion  que  tiene  por  objeto,  dado  el  pro- 
ducto  de  dos  fac tores  (dividendo)  y uno  de  los  factores  (divisor),  ha  liar 
el  olro  factor  (cociente), 

De  esta  definition  se  deduce  que  el  cociente  multiplicado  por  cl  divi- 
sor reproduce  el  dividendo,  ^ 3 

A si*  la  operacion  de  dividir  6a2  erure  que  se  indica  fia2^  3a  6 - — , 

3a 

consiste  en  hallar  una  cantidad  que  multiplicada  por  3a  dt5  6a2,  Esa  can- 
tidad (cociente)  es  2 a. 

Es  evidente  que  6a*  + 2a  = -^-  = 3Q,  donde  vernos  que  si  el  dividendo 
se  divide  entre  el  cociente  nos  da  de  cociente  lo  que  antes  era  divisor. 

@ LEY  DE  LOS  StGNOS 

La  ley  de  los  signos  en  la  division  es  la  misma  que  en  la  multipli- 
cacidn: 

Signos  iguales  dan  -j-  y signos  dife rentes  dan  — 

En  efecto: 

„ +ab 

1.  +fl&4  + a = - = + a 

+ a 

por  que  ei  cociente  multiplicado  por  el  divisor  tiene  que  dar  el  dividendo 
con  su  signo  y siendo  el  dividendo  positive,  como  el  divisor  es  positive*  el 
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coder) te  tiene  que  ser  positive  para  que  multiplicado  per  el  divisor  repro 
duzca  ei  dividendo:  (4  a)  X (+  b)  — 4-  ab, 

El  cociente  no  puede  ser  — b per  que  multiplicado  por  el  divisor  no 
reproduce  el  dividendo:  (4  a)  x (—  b)  — — ab, 

— ab 

— ah  — a — — = 4 b porque  (—  a)  X (4  b)  — — ab, 

4 flfr 

4 ab  -2-  — a — — = — b porque  (—  a)  x {—  b)  = 4 ab, 

— ab  -r-  4 a = — — = — b porque  (4  a)  x(—  b)  — — ah* 

4 a 


En  resumen: 


4 

entre 

4 da 

4. 

- 

entre 

— da 

4. 

4 

entre 

— da 

— 

entre 

4 da 

LEY  DE  LOS  EXPONENTES 


Para  dividir  potendas  de  la  misina  base  se  deja  la  misma  base  y se  le ' 
pone  de  exponeme  la  diferenda  entre  el  exponente  del  dividendo  y el  cx- 
ponenle  del  divisor. 


Sea  el  cociente  ah  -=-  Decimos  que 

a* 

ft5  ^3  = — “ 


asserA  el  cociente  de  esta  division  si  muliiplicada  por  el  divisor  a 3 repro- 
duce el  dividendo,  y en  efecto:  a1  X a?  — ar\ 


(73)  LEY  DE  LOS  COEFICIENTES 

El  coeficiente  del  cociente  es  el  cociente  de  dividir  el  coeficiente  del 
dividendo  entre  el  coeficiente  del  divisor. 


En  efecto: 

20a2  ^ 5a  — 4 a 

4 a es  el  codeine  porque  4a  X 5a  — 20a2  y vemos  que  el  coeficiente  del 
cociente  4,  es  el  cociente  de  dividir  20  entre  5. 


© 


CASOS  DE  LA  DIVISION 

Estudiaremos  t res  casus:  1) 
un  polinomio  por  un  monomio. 


Division  de  monomios.  2)  Divisidn  de 
3)  Division  de  dos  polinomios. 
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I.  DIVISION  DE  MONOMIOS 


De  acuerdo  con  las  I eyes  a n ter  i ores,  podemos  eminciar  la  siguiente: 


REGLA  PARA  DIVIDiR  DOS  MONOMIOS 


Se  divide  el  coeficiente  del  dividendo  entre  el  coeficiente  del  divisor 
y a continuation  se  escriben  en  orden  allabetico  las  leiras,  poni^ndole  a 
cada  letra  un  exponente  igual  a la  diferencia  entre  el  exponente  que  tiene 
en  el  dividendo  y el  exponente  que  tiene  en  el  divisor.  El  signo  lo  da 
la  Ley  dc  los  signos. 


Ejemplos 


{ 1 ) Dividir  4a8b3  entre  — 2ab> 


4oab3  — 2ob  - 

porque  (— 2ab)X  ( — 2a~b ) = 4a%2. 


—^-=-2 a*b,  R. 
— 2ab  t- 


{ 2)  Dividir  “ Sa^b^c  entre  ~~a“Jb. 

— 5a%8c 

— 5cdbsc  -r  — osb  = ~~~  — 5a3b2c.  R. 

— erb 

porque  5ayb3c  X ( — erb)  — — 5a4bac. 

Observese  que  cuando  en  el  dividendo  bay  una  letra  que  no  existe  en  el 
divisor,  en  este  caso  c,  dicha  letra  aparece  ep  el  cociente  Sucede  lo  mismo 
que  si  la  c estuviera  en  el  divisor  con  exponenle  cero  porque  tendnamos: 

C-S-C°  = C*-°  = C, 


( Dividir  — 2Gmx2y3  -3-  4xy3. 

- 20mx  V 

— 20mx2y3  -3-  4xys  — — — — 5mx.  R- 

4xys 

porque  4xy3  X (—  5mx)  “ — 20mx2y3, 

Observes^  que  letras  iguales  en  el  dividendo  y divisor  se  cance/an  porque  $u 
cociente  es  1.  Ast,  en  este  caso,  y3  del  dividendo  se  cancela  con  y:i  del  divi- 
sor, igual  que  en  Aritmetiea  suprimimos  los  factores  comunes  en  el  nume- 
rador  y denominador  de  un  quebrado. 

Tambien,  de  acuerdo  con  la  Ley  de  los  exponentes  y»  y3  = y3'3  = y°  y ve- 
remos  mas  adelanle  que  y°  = 1 y \ como  factor  puede  suprimirse  en  el 
cociente. 


(“T)  Dividir  — xmy"2a  entre  3xyaz3. 


x”y“z"  * 3xy2z3  = • 


3xy2zs 


= — -v»-ly,"'V3.  R. 
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m-  EJERCICIO  49 

Dividir; 

1.  —24  entre  8- 
% —63  entre  — 7- 

3 —5a2  entre  —a. 

4 14 as64  entre  —2ab2. 

5*  — a^b4c  entre  a3fr4. 

G — a2b  entre  — ab. 

7 54x2y3z3 

entre  — 6xy2z3. 


8-  —5 m2n  entre  m2n . 

9*  — 8a£x3  entre  — 8a2x3. 

10.  —xy2  entre  2y. 

11-  5x4y5  entre  ™6x4y* 

12.  — asb®c4  entre  8c4. 

13  16mGn4  entre  — 5n3, 
14-  -108a76ec* 

entre  “SOfrV*. 


15.  — 2m%®  entre  -3mn®. 

16-  a*  entre  a2, 

17.  — Sa’fr™  entre  ab'2* 

18-  5am&ne  entre  “6asMc. 
19.  a*bm  entre  —4 ambn. 

20-  — 'Sm'nxxf* 

entre  — Om^tt-x3, 


1. 


2. 

3. 

4. 

5. 


1. 


2 

3. 

4. 

5. 

6. 


(5>  Dividir  a*^bm+2  entre  a*+2bm+1. 
ax*Bbm*2 

— Qit+8-tK+£)^iu+£“(ni+l>  — ai+a-*.  £^m+2-ni-l  = ^ f> 

a'+2bra+i 


(6)  Dividir  - Sx^V11”2  entre  - Sx^V1-1^ 

— 3x2*+3y  3,1-2  3 3 

L „ — x2a.+8-(*-4)y3ft-2~r*-I  \ — _ x2*^  -fc+4ya*-2-ft+i  * x*+7y2*-l  fj 

— 5x y *_1  ® 5 


EJERCICIO  50 

Dividir: 

ara  + 3 entre  am  + 2, 

2x,l  + 4 entre  — xll  + 2. 

— 3atu~2  entre  — 5am“s. 
x2u  + s eiitre>  — 4x  n + 4, 
—4 a*-2b°  entre  — 5a35® 


6 — 7xm  + 3y!“-t  entre  -”8x4y2. 

7.  5a2m_1bx_3  entre  -ba2m  2&*-*. 
8-  — 4x1,_1yri  + 1 entre  5xll“1yn  + l* 
9.  «r('  + n|jx  + ft  entre  a"1^ 

10.  —5a  b2c3  entre  bambnc \ 


( 7 1 Dividir  |o2i>3c  entre  — -o2bc, 

fa^c 

=- V R. 


EJERCICIO  51 


Dividir: 


1 a 2 

— x~  entre  — t 

2 3 

— --a*b  entre  — ^-a2b,  8. 

5 G 

2 1 

— xyBz3  entre  — —z3.  9. 

s J 0 

— — ambn  entre  — — ab2.  10. 

8 4 

— entre  —2.  11* 

3m%®p®  entre  — ~-m4np&,  12. 


— ^a26&c®  entre  — ^-afr5c® 

8 2 

2 3 

— a*frm  entre ab2. 

s 5 

— — c3dB  entre  — d%. 

8 4 

3 3 

—ambn  entre  — “i>3. 

4 2 

— 2ax+45“^3  entre  — ^a468. 

2 

1 3 

*—  — a*-^3^111  + ®c£  entre  — 

10  6 


DIVISION 


S3 


II.  DIVISION  Di  POLJNOMIOS  FOR  MONOMIOS 


76  j Sea  (a  -1 - b — c)  + rn.  Teadremos: 


, . . a 4-  h — c a h c 

(a ; +■  b — c)  -hm  = — — = ■ — H — 


m 


m m m 


a b c 

Ln  etecto:  — + - — — es  el  cociente  de  la  division  porque  multipli- 
m m m . w r ^ r 

cado  por  el  divisor  reproduce  el  dividendo: 


/ a b c v & 


m m m 
Podemos,  pues,  enunciar  la  sign  rente: 


b c 

X m H — ■ X m Xm^a+  o — c. 

m m m 


© 


77)REGLA  PARA  DIVIDIR  UN  POLINOMIO  POR  UN  MONOMIO 

Se  divide  cada  uno  de  los  t^rminos  del  polinomio  por  el  monomio 
separando  los  cocientes  parciales  con  sus  propios  signos. 

Esta  es  la  Ley  Disiributiva  de  la  division. 


Ejemplos 


( ^ ) Dividir  3oB  — 6a2b  + 9ab2  entre  3a. 


( 3a3 — 6a2b  + 9a b2 ) 4-  3a  = * 


3a3  — 6a2b  + 9 ab2  3o3  6o2b  9ab2 

3o  3a  3a 


3o 

= a2  — 2ob  + 3b*.  R, 

(2  ) Dividir  2a*bm  - 6ax+1hm~1  - 3aI+£bm"2  entre  - 2a3b4. 

(2axbm  - 6a1+1bm™1  - 3ax+2bm-£l  h-  - 2asb4  = - 


2axbm 
2a®  b4 


6aXirlb““1  3ax+2bm“2  a 

+ — — f- r-r-  - — ax'0bm^4  + 3a*-2bm-*  + -a^b®-6.  9. 


2 a3  b4 


2a  ®b4 


•“  EJERCICEO  52 

Dividir: 
a-—  ab  entre  a . 

2.  3^2);3-“5a2x4  entre  ™3x2. 

3*  3as— 5ab2— iaa2b3  entre  —2a. 

M x3— 4x24x  entre  x« 

n.  4xB-=10xfl— 5x4  entre  2x3, 

! 6m3— 8m2n-h20mrc2  entre  —2m. 

3a0be— a2b5  entre  3ffsb®- 
x4— 5x3— 10x£+15x  entre  — 5x^ 


^ 8m9n2— 10mTrc4— 20m°nfl+12msn8 

entre  2mK. 
a*-\-am~l  entre  a2. 

-1  2am— 3alD+2+6aln  + 4 entre  — 3fl®- 

i-  fl'nb»+am“1bn  + 2— aU5_2bn  + 4 entre  a2b2 
i > x®  + 2— 5xm+6xm  + 1— x111"1  entre  xm"2* 

4^E  + 4bm-i-6ax  + ®bm-£+8aI  + 2b“-* 
entre  —2  a*+2bm-*. 
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(3)  Dividir  *-x*y  — jx2/2  + j*ya  - \y*  enfre  ~y. 


/ 3 , 2 P>  ^ , 6 o 1 4\  . » 

( ;xV  - -x-r  + -xyJ  - -y*)  -r  -y  - 


Vy  },x~y‘  i*r  zr 


— H-  — 

G 5 


-0/  jy  *y 


o 4 p,  2 D 

= -x*--x~y  + xy *--y 3.  R. 


m-  EJERCICIO  53 

Dividir: 

1.  — x 2 — jx  enire  yx. 

2.  —a3  — —a2  4*  -fl  entre  — 

3 5 4 5 

1 *>  3 I rt 

3.  — m4  — —m2n  -f  —m‘2n2  entre  — m2. 

'i  3 y 4 

1 

s 4.  —x4y2  — — xay*  + — x2yn  — xvfl  entre  — — xy3* 

3 / 5 ^ 4 y ^ 5 ^ 

2 1 

5.  —a® asfr3  — ab*  entre  5a, 

5 3 

8.  — . am  -f  — am~l  entre  — a . 

3 4 2 

FJ  | g j 

7-  — a*  + l ax~l  — ^a%  entre  —a*~2. 

3 4 5 ft 

8.  — — &n_1xm  + 2 + — anxm  41  — - an  4 1x,li  entre  — — a3X“. 

4 3 3 5 


Hi.  DIVISION  DE  DOS  POLINOMiOS 

La  division  de  dos  polinomios  se  verifies  de  acuerdo  con  la  siguiente; 

^7s)rEGLA  PARA  DIVIDIR  DOS  POLINOMIOS 

Se  ordenan  el  dividendo  y el  divisor  con  relation  a una  ntisma  letra* 

Se  divide  el  primer  termino  del  dividendo  entre  el  priniero  del  divi- 
sor y tendremos  el  primer  termino  del  cociente. 

Este  primer  termino  del  cociente  se  multiplica  por  todo  el  divisor  y 
el  producto  se  resta  del  dividendo,  para  lo  cual  se  le  cambia  el  signo,  escn* 
biendo  cada  termino  debajo  de  su  semejante.  Si  algun  termino  de  este 
producto  no  tiene  termino  semejante  en,  el  dividendo  se  escribe  en  el  lugar 
qua  le  corresponds  de  acuerdo  con  la  ordenacion  del  dividendo  y el  divisor* 

Se  divide  el  primer  termino  del  res  to  entre  el  primer  termino  del 
divisor  y tendremos  el  segundo  termino  del  cociente. 

Este  segundo  termino  del  cociente  &e  multi  plica  |>or  todo  el  divisor  y 
el  producto  se  resta  del  dividendo,  cambiando  los  signos. 
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Se  divide  el  primer  termino  del  segundo  resto  entre  el  primero  del 
divisor  y se  efectuan  las  operaciones  anteriores;  y ast  sucesivamente  hasta 
que  el  residuo  sea  cero. 


Ejemplos 


(1  ) Dividir  3x£  + 2x  — 8 entre  x + 2. 


3x*  + 2x~8  ! xjh2_ 

— 3x2  — 6x  3x  — 4.  R. 

-4x~8 
4x  + 8 


EXPUGACION 

El  dividend©  y el  divisor  eston  ordenodos  en  orden  descendente  con  re  lotion 
a x. 

Dividimos  e3  primer  termino  del  dividend©  3x2  entre  el  primero  del  divisor 
x y tenemos  3x2  -5-  x = 3x.  Este  es  el  primer  termino  del  cociente. 
Multiplicamos  3x  por  cado  uno  de  los  terminos  del  divisor  y com o estos  pro- 
duces hay  que  restarfos  del  dividendo,  tendremos;  3x  X x - 3x~,  para  restar 

— 3x“;  3x  X 2 — 6x,  para  restar  ^6x> 

Estos  productos  con  sus  signos  cambtados  los  escribimos  debajo  de  los  ter- 
minos  semejantes  con  el  los  del  dividendo  y hacemos  la  reduction;  nos  do 

— 4x  y bajamos  el  — 8, 

Dividimos  — 4x  entre  x:  -“4x^x  = — 4 y este  es  el  segundo  termino  del  co- 
ciente. Este  — 4 hay  que  multiplicado  par  cada  uno  de  los  terminos  del  divi- 
sor y restar  los  productos  del  dividends  y tendremos: 

(—  4)  X x = — 4x/  para  restar  + 4x;  (—  4)  X 2 — — 8,  para  restar  8. 

Escribimos  estos  terminos  debajo  de  sus  semejantes  y haciendo  la  reducdon 
nos  da  cero  de  residuo. 

RAZON  DE  LA  REGLA  A PLICA  DA 

Dividir  3x2  4-  2x  — 8 entre  x 4-  2 es  hollar  uno  cantidad  que  multiplicado  por 
x + 2 nos  de  3x2  + 2x  — 8,  de  acuerdo  con  la  definition  de  division. 

El  termino  3x2  que  contiene  la  mayor  potencies  de  x en  el  dividendo  tiene  que 
ser  el  producto  del  termino  que  tiene  la  mayor  potencia  de  x en  el  divisor  que 
es  x por  el  termino  que  tenga  la  mayor  potencia  de  x en  el  cociente,  luego  di- 
vidiendo  3x2  -r-  x = 3x  tendremos  el  termino  que  contiene  la  mayor  potencia 
de  x en  el  cociente. 

Memos  multiplicado  3x  por  x -f  2 que  nos  do  3x2  + 6x  y este  producto  lo  re$- 
tomos  del  dividendo.  El  residuo  es  — 4x  — 8. 

Este  residuo  — 4x  — 8,  se  considera  com©  un  nuevo  dividendo,  porque  tiene 
que  ser  el  producto  del  divisor  x + 2 por  lo  que  aun  nos  fait  a del  cociente. 
Divide  — 4x  entre  x y me  da  de  cociente  — 4. 

Este  es  el  segundo  termino  del  cociente.  Multiplicando  —4  por  x 4*  2 ob- 
tengo  — 4x  — 8.  Restando  este  producto  del  dividendo  — 4x  — 8 me  da  cero 
de  residuo.  Luego  3x  ^4  es  la  cantidad  que  multiplicado  par  el  divisor  x + 2 
nos  da  el  dividendo  3x2  + 2x  — 8,  luego  3x  — 4 es  el  cociente  de  la  division. 
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(2 ) Dividtr  2Sx2  - 30 y2  - 11  xy  entre  4x  - 5/. 

Ordenondo  dividendo  y divisor  an  or* 
den  descendente  con  relocion  a x ten- 
dremos;  


28**-  Mxy-3Gy2 
~ 28x2  + 35xy 

24xy  - 30y2 
— 24xy  + 30y2 


4x  — 5y 
7x  + 6y.  R, 


IXPLICACION 

Dividimos  28x£  -5-  4x  = 7x.  Este  primer  term  in  o del  cociente  lo  multipiicamos 
por  coda  uno  de  los  terminos  del  divisor:  7x  X 4x  = 28x2#  para  restar 
— 28 x2;  7x  X (■—  5y|—  — 35xy,  para  restar  + 35xy.  Escribimos  estos  terminos 
debajo  de  sus  semejantes  en  el  dividendo  y los  reducimos.  El  residua  es 
24xy  — 30y2.  Divido  el  primer  term  in  o del  residuo  entre  el  primero  del  divisor: 

24xy  -r*  4x  = + 6y,  Este  es  el  segundo  termino  del  cociente. 

Multiplied  6y  por  coda  uno  de  los  terminos  del  divisor.  6y  X 4x  ~ 24xy  para 
restar  ~24xy;  6y  X (—  5yJ  — — 30/3,  para  re  star  + 30y2.  Escribimos  estos 
terminos  debajo  de  sus  semejantes  y hadendo  la  reduction  nos  da  cera  de 
residuo.  7x  + 6y  es  el  cociente  de  la  division. 


m-  EJERCrCIO  54 

Dividir: 

a24-2a— 3 entre  a+3. 

- a2— 2a— 3 entre  a+1. 

3 xz— 20+x  entre  x-f-5. 

4.  m2— llm+30  entre  m— 6. 

5 x24~15— Sx  entre  3— x. 

6,  64~fl24~5a  entre  tf+2. 

7*  &x2-~xy— 2y2  entre  y+2x. 

3-  — 15x2— 8y24-22xy  entre  2y^ 3x. 

9 5an-+Sab-21b2  entre  a+3b. 

10  14x2-12+22x  entre  7x-3. 

11-  — 8<*24-12 ab—4b2  entre  b—a . 


12.  5n2— llmn-f  6m2  entre  m— n. 

13.  32n2— 54m24~12mra  entre  8w— 9m. 

14.  — 14y2+33+71y  entre  -3— 

15.  xa— entre  x — y. 

18-  a34-3ai2— 3a26— 6*  entre  a—b. 

17.  x4 — 9x2H-3+x  entre  x+3. 

18  a*+a  entre  a+ 1. 

19  m°— entre  m2—n2. 

20.  2x4— xa“34-7x  entre  2*+3. 

21.  3y54-5y2-* 12y+10  entre  y24-2. 

22  amA—am~2a  entre  am+a . 


23.  12tfa4-33a62— 35a2b— 1063  entre  4a— 5b. 

24  15m5— 9m3n2— 5m4tt4-3m2rts4-3mn4“tt5  entre  3m— n. 


f 79 ) PRUEBA  DE  LA  DIVISION 

Ptiede  verificarse,  cuando  la  divisibn  es  exacta,  multiplicand^)  el  divi- 
sor por  el  cociente,  debiendo  darnos  el  dividendo  si  la  operation  esti  co- 
rrecta. 


< 3)  Dividir  2x3  — 2 — 4x  entre  2 4-  2x. 

Al  ordenar  el  dividendo  y el  di- 
visor debemos  tener  presente 
que  en  el  dividendo  falta  el  ter- 
mino  en  x2,  luego  debemos  de-  ■ 
jar  un  lugar  para  ese  termino: 


2x9  - 4x  — 2 L2xdrJL_ 

- 2x3  - 2x2  H 

- 2x2  - 4x 
2x2  + 2x 


~2*-2 
2x  + 2 
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(4)  Dividir  3oB  + 10a8b2  + 64o2b3  — 21a4b  + 32ab4  entre  a3  — 4ob2  — 5a  2b. 
Ordenando  con  relacion  a la  a en  orden  descendente: 

3afi  - 21  a*b  + 1 Oa3b2  + 64a  2b3  + 32ab4  | a3  - 5 o2b  - 4ab2 
~3a6  + 15a4b  + 12a3b2  3a2-6ab~8hF.  R. 

- 6a4b  + 22a3b2  + 64a2b* 

6a4b  - 30a3 b2  - 24a2bs 

- 8a3b2  + 40a2ba  + 32ab4 
8a 3 b2  - 40a2b3  - 32ab4 


(5 )  Dividir  x12  4*  x«y°  - x8y4  - x2y10  entre  x8  + xay2  - x*y*  ~ *Y- 
Al  ordenar  el  dividendo  tenemos  x12  — x8y4  + x*y8  — x2y10. 

Aqui  podemos  observar  que  faltan  bs  terminos  en  x,8y2  y en  x4y8;  dejaremos 
pues  un  espacio  entre  x12  y — x8y4  para  el  termino  en  xK'y2  y otro  espa- 
cio  entre  xsys  y — x2y18  para  termino  en  x4y8  y tendremos: 

x12  -x8y4  + *V  — x2y10  [ x8  + x6y2  - x V - x V 

- x12  - xl0y2  + x 8y4  + A8  x4  - x2y2  + y*.  R. 

- x1 0y2  + 2 x V 

xi Gy2  + xBy4  _ x °y6  “ x4ys 

x8y4  + x V ~ x4ys  - x2y10 
- x8y4  - x°ya  + x4y8  + x2y10 


(6)  Dividir  1 la3  — 3a5  — 46o2  + 32  entre  8 — 3a2 — 6a. 

Ordenaremos  en  orden  ascendente  porque  con  ello  logramos  que  el  primer 
termino  del  divisor  sea  positivo,  lo  cual  siempre  es  mas  comodo.  Ademas, 
como  en  el  dividendo  faltan  los  terminos  en  a4  y en  a dejaremos  los  lugores 
vacios  correspond  ientes  y tendremos: 

32  — 46a2  + 1 1 a3  -3as  8 ~6a  -3a2 

— 32  + 24a  + 12a2  4 + 3a-2a2+aB.  R. 

24o  — 34a2  + 1 la8 
— 24a  + 1 8a2  + 9a3 


- 16a2  + 20a3 

16a2-12a3-6o4 


8a3  - 6a4 -3aK 
- 8a3  + 6a*  + 3as 


m-  EJERCICIO  55 

Dividir: 

1.  a4— a"—  2a—  1 entre  «2+a+l. 

2.  x5+12xz— 5x  entre  x2— 2x+5. 

3 m’i—5m*n+2Qmsni—16vin*  entre  wi2-2mn- 8n2. 
4-  x4 — x2 — 2x— 1 entre  x2— x — 1. 

5 xe+6x3— 2xB— 7x2— 4x+6  entre  x4— 3x2+2. 
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6-  4m4— 4m+m2— 1 entre  1* 

7.  a5-a4-bl0-27a+7a2  etiire  a2+5-a. 

8.  3x3y— 5x)?3+3;}74— x4  entre  x2—2 xy+y*m 

9.  2n— 2raa+rc4-“l  entre  n2— 2ra4-l. 

10-  22a2b4—5a*h2-JraZb~4Qabr>  entre  a2b—  2ab2— 1063. 

11.  l(>x4“27y4— 24x2y2  entre  8x3— 9y3+6xys— 1 12x2)j. 

12.  4>‘4— 13)?2+4}?3— 3);— 20  entre  2?+5. 

13.  5a3x2— 3x5— lltf%4+3a4x— 2aE  entre  3x3— a3+2aac2* 

14.  2x5)?— x6— 3x2)>4— x)?5  entre  x4— 8x3)f-|-2x2)72-bx)73. 

15.  31a2-8a+21  entre  a3-2a-7- 

16.  twb— m54-5m3— 6m +9  entre  m4+3— ms4-m3, 

17-  afl+&fl— a56— 4a462+6a3&3— 3a6fi  entre  a2— 2a&+&2. 

18.  x*1— 2x4y2-h2x3)f3“2x2y4+3x5J5— 2ye  entre  x2—2y2+xy. 

19-  4ys—2y5+yQ—y4—iy+2  entre  ;y4+2— 2y2. 

20-  3m7— llm54-m4+18m3— 8m— 3m2+4  entre  mA— 3m2+4- 

21.  a8+2as— 3a3— 2a44"2a2— a—  1 entre  a3+a2— a+1. 

22  £4x6— SSx^+SSx3);2— 33x2;y3— 26xy4+4y°  entre  8xa— 12x2)>— 6xy2+y3. 

23.  5a54-6a4-b5£i8— 4aT— 8a®— 2as-b4a2— 6«  entre  a4— 2a2+2. 

24.  xT— 3x®+6x&+x2— 3x+G  entre  %s— 2x2+3x+6. 

25.  3a84- 5a$-*$a4 —1 Qa3  4- 8a2+ 3a — 4 entre  3a3+2a2-5a-4. 

26-  5)>8— 3)?7“lly8+llyEJ— 17y4— 3)r3— 4y2— 2y  entre  5y4— 3)?3+4)f2+2)?. 

27.  — m7H-5mGrc— 14m5w2+20m4rc3— 13m8n4— &m%5-|-20mra8~ 4n7  entre 
n3*f  3m2n— 5mra2— mR. 

28.  x11—  5x0y2+8x7)?4— 6x*^y* — Sx^+Sxy10  entre  x®— 2x3)?2+3x)i4. 

29.  3aD— 15a7+14ae— 28a4+47a8— 28a3+23a— 10  entre  3afl-6a3+2«2-3a+2. 

30.  a2— b2+2bc— c2  entre  a-f&— c. 

31  — 2x2+5xy— xz— 3y2— yz+IGte?  entre  2x— 3y+5z, 

32  xn+y*+z?—3xyz  entre  x2+y2-[-z2—xy—xz—yz. 

33.  aH-b5  entre  a+&. 

34  21x5— 21 yTi  entre  3x— 3)>* 

35.  16xs— 16y8  entre  2x2+2y2* 

36  xUi— y10  entre  x2— y2, 

37.  x15+)6s  entre  x3+y3. 

38.  x3+3?8+3x2y+3xy2— 1 entre  x2+2x)>-b3;2+x+y+l. 

39.  x5-pys  entre  x4— x3y+x2;y2^x)J3+)»4- 

80 ^DIVISION  DE  POLINOMIOS  CON  EXPONENTES  LITERALES 


( 1 ) Dividir  3 a*45  + 1 9a*48  - 1 0aK+4  - 8a*-2  + 5a*-1 
entre  a2  — 3a  + 5, 


Ordenando  en  orden  descendente  con  relacidn  a la  a,  tendremos; 
3ax+5  - 1 0oK+4  + 1 9a*43  - 8a*42  + 5a141  | a2  - 3a  + 5 


_ SqX+5  + 9ax^4  _ 15^X48 


3o*43-a142  + a*+1.  R. 


- a*+4  + 4ox+3  — 8ax+2 

a*44  - 3a*43  4-  5qx*2 


0*+s  - 3a^+2  -f-  5q*+* 

- ax*8  + 3aX42  - 5ax+1 
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IXPLICACION 

La  division  3al+s  + a2  = 3aI+5'2  = 3a**8. 

La  division  - alt4  ^ a2  = - a^*-2  = - a"2. 

La  division  aH,vci!=  aI+sz  = a"+1. 

( 2 ) Dividir  x3a  — 1 7x3ll“2  + x3*1-1  + 3xs“"4  + 2xaa  3 — 2x3*-5  entre  x~al  — 2x2B~3  — 3x2“~2. 
Ordenamos  en  orden  descendente  con  relation  axy  fendremos: 

x3*  + xs»-i  _ i 7x»«-2  4-  2x3b'8  + 3x8"-4  — 2x8bS  | x2*-1  - 3x2B~2  - 2x2b-3 
_ x3b  4.  3x3*-i  4-  2x3““2  xb+1  + 4x“  — 3xB_1  + xi_  2. 

4x3a_i  — 1 5x3b_2  + 2x3B-s 
— 4x3b_1  + 12xa“-z  4-  8x8B_3 

- 3x3b“2  + 1 0x8b"3  4-  3X?*-4 

3x3a-!  _ 9x3a-S  _ 6xSb-4 

x3:l-3  _ 3x»a-4  _ 2x3b  5 

- x3B-8  + 3x3B_4  + 2x3“’B 


EXPLICACION 

La  division  xSb  — x2”'1  = x3b‘(2b-I) 

La  division  4**-1  H-  x2*'1  = 4x3b1<2b  4» 

La  division  — 3x3s_2  x2b_1  — — 3xSB_2_(Z*_1, 

La  division  x3“-3  -r  x28”1  = xs»-3-<2*n 

m-  ejercicio  56 

Dividtr: 

1.  fl*  + 34-aI  entre  a4-l- 
2 x’,+24'3xn  + 34-xtl  + 4— xn  + E entre  x2+x. 

3.  m“  + 4— mB  + 3+6mB  + 1— 5tne+3ma_1  entre  m2— 2m+3. 

4.  a2D  + 8+4(i2',  + 2+a2n  t^1— 2«2n  entre  aB+a"+1. 

5.  X2B  + 5— 3x2B  + 3+2x2a  + 4— 4x2“+ 2+2x2aH  1 entre  xB43— 2xB  + 1. 

6.  a*+®— 2fflx+8n*— *— 3a*-2  entre  3ax_2—  2ax~1+a*. 

7.  a21— 4a2’-2+5a2>1_3+  2a2*-1  —2a2*-4  entre  ax— a^+a1-2 

8 m3»-2— 4rra2B+2wi2a+14-2fraSB  + 2— m2B  + s entre  m a— 3 — tre*-1  + m a~  2 . 

0,  x2b_2+x2b— 3— 4x2a_4— x2a-1!  entre  — xB— 84-xB— *— xB-2. 

10.  a'-nfe3— a2"- 1fc4+a2n_2fiE— 2a2n_46T+a2n_5&s  entre  anb— a"~1&24-2a“-2^3— a"_3b4. 

11.  am  + x+am(>x+ax6m+£>,n+*  entre  ax+6x. 

12.  a*— afe"-1—  ax_5iH-f?n  entre  a— b. 

13.  3a5m-8-23a5ni-2+5aBin“1-l-46a5n,-30a5m  + 1 entre 

14.  2x3*  + iy2i-s_4xsuy 2x-2_2gx3B“2)i2)' 4. 30x3x~s)>2x  + 1 entre  -xB-,'2y“"1-3xa)ix  + 1+4xB  + 1y![. 


— ^3a-2a+l  — 

— 4x3»-J-2e*1  - 4x". 

= — 3x*--2-2«l  - - 3xB  l. 

= — xu_2 
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81)  DIVISION  DE  POLINOMIOS  CON  COEFICIENTES 
FRACCIONARIOS 


Ejemplo 


1. 

2 


Dividir  ^x3  - ^x2y  + jjxy4  — |y®  entre  |x  - |y. 


1 1 , 2 A ® a 

ix3--xay  + ix/--y» 


2 3 


1 Hi  '* 

-~x3  + ;x-y 


V-Jxy  + ^y2.  R. 


2 2 , 2 2 
-;xV+-xy* 

2 „ i a 

5xV  - -xy2 

W~Iy3 

-W+p> 

Observese  que  todo  quebrodo  que  se  obtengo  en  el  cociente  at  dividir,  lo  mtsmo 
que  los  quebrados  que  se  obtienen  al  mulliplicor  ei  cociente  por  el  divisor,  deben 
reducirse  a su  mas  simple  expreston. 

EJERCICIO  57 

Dividir: 

—a*  + “ ah  — ~ b2  cmrc  —a  + — b, 

6 36  « 32 

i „ i 0 2 

— x**  + —xv  — ^y~  entre  x - — y* 

3 10  7 b 7 5 7 


35 


5 j * 5 ■ q ^ v ® | » ■> 

x.j,  + _X>,J  - -ya  entre  yx"  - ~xy  + -jy~. 


3.  ixs_ 

3 X 30 

1 Aa8  " — a2b  — b3  4-  —ab2  entre  —a  — “b* 

10  B 3 12 


T-m4  + ^m3n  — — m-n*  + —mns  — n 1 entre  — m”  + 2n-  — /ran. 

S 10  on  0 2 

6-  Tx*  + Tx<  - Tv*3  + 7**  - T + enlre  2x“  - Tx  + 2- 

# ' — - a3*  -f  — — a-x3  “ “x  enlre  — a3  — ax  + - x2, 

8’  ix* f*8?8  - ^x*y + ixy* entre  t*8  - ix2-y + \*f‘ 


9.  v+^4  « s+j^!+± 


120 


x — — entre  — 4-  — x2  — -1  x + -^x3, 

10  10  2 3 4 4 v 


- 0 ?lmnn2  — ^m2ws  -Lwa  _ ~m4n  + ^-mn4  — entre  — m3  — 1 m3ra 

lo  60  2 0 6 3 42 


4-  -mn 

0 


2 *,3 
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DIVISION  DE  POLINOMIOS  POR  EL  METODO 
DE  COEFICf ENTES  SEPARADOS 


La  divisi6n  por  coeficientes  separation,  que  abrevia  mucho  la  opera- 
tion, puede  usarse  en  los  m ism  os  casos  que  en  la  muhiplicaci6n. 


1)  Division  de  dos  jmlinomios  que  contcngan  una  sola  letra  y cstin 
or  den  ados  en  el  mismo  orden  con  relation  a csa  letra* 


Dividir  8xfl  — 1 6xs  + 6x4  4"  24x2  + 1 8x  — 36  entre  4x3  + 3x 
— 6 por  coeficientes  separodos. 

Escribimos  solamenfe  los  coeficientes  con  sus  signos  teniendo  cuidado  de  poner  cero 
donde  falte  olgun  termino  y se  efectua  lo  division  con  ellos: 

8-16  + 6+  0 + 24  + 18  - 36  j 4 + 0 + 3-6 
-8-0-6  + 12  2 — 4 + 0 + 6 

-16  + 0+12  + 24 
16  + 0 + 12-24 


+ 24+  0+18-36 
-24-  0-18  + 36 


Ejemplo 


El  primei  termino  del  cociente  tiene  x3  porque  proviene  de  dividir  xG  entre  x3  y 
como  en  e\  dividendo  y divisor  el  exponents  de  x disminuye  una  unidod  en  cado  ter- 
mino, en  el  cociente  tambien  disminuira  una  unidod  en  cada  termino,  luego  el  co« 
ciente  es: 

2**-4  x*  + 6.  R. 

Division  de  dos  polinoinios  homog£neos  que  contengan  sola  men  tc 

dus  leu  as. 


Dividir  a5  - 7o4b  + 21a«b2  - 37  a2b3  + 38ob4  - 24b5  entre  a2 
— 3ob  + 4b£  por  coeficientes  separodos. 

Tendremos:  1-7+  21  -37  + 38-24  | 1-3  + 4 

-1+3-  4 1 -4  + 5-6 

-4  + 17-37 

4-12  + 16 

5-21  +38 
- 5 + 15-20 


- 6 + 18-24 

6-10  + 24 

El  primer  termino  del  cociente  tiene  o3  porque  proviene  de  dividir  a5  entre  a2. 

Como  el  cociente  es  homogeneo  y en  el  dividendo  y divisor  el  exponente  de  a dis* 
minuye  una  unidad  en  cada  termino  y el  de  b aumenta  una  unidod  en  cada  termino, 
el  cociente  sera: 


Ejemplo 


a*  - AcPb  + Sab2  - 6b*.  R. 
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Wb  EJERCICIO  58 

Dividir  por  coeiirientes  separados: 

1.  x5— x*+x2—x  entre  x3— x2-hx, 

2 x7+x«-llx5+3x*-13x8+l 9x3-56  entre  x»~2x*-7. 

3.  at[+a5ti— 7a4&2+12a3lb3— 13a2M+7afr5“&®  entre  a2— 2ah+b'2. 

4.  m^+Stra4?!2—  5m5n+20mana— 19m2ft4— lBrnn5— entre  mz— imra2— rc8. 

5-  xs— 2xc“50x4+58x®“15  entre  x4+6x2— 5. 

6.  a14+9a10— 7a12+23as— 52a®H-42a4— 20a2  entre  a8— 4a6H-3a4  — 2a2* 

7.  3x15— 20x12— TOx^+Slx^-f  46x3— 20  entre  3x°— 8x3+10. 

8.  33m2fl— 12w24+m8^J^mlfl+187m12“192m8+87m4— 45  entre 
9*  2xT—  Gx^y— 8xE)?2^2^x4ys— 24x3y4-- ISx2)^— 4yT  entre  2x2”h4y2- 

10.  6a°— 12aT+2a®— 36«5+6a4— 16a8+38a2— 44a-hl4  entre  a4-2a2+a-7. 

11.  k10— 6ft84-'5nTH-13n6— 23rcs— 8n44?44ra3— 12K2^32n-bl6  entre  k°— 3k4+5k3—  8w-f4, 

12.  3x7— 4xpy— I5x5y3+29x4y3“13x3y4+5xy8— 3y7  entre  x3— 5xy2-h3yB. 

13.  xl«-4x14y2-lOxl8y4+21xlo)Jo+28xy_23x0ylo+  9x4y12+33x-;yl4-6yUi  entre 

x 4x  *y 2—  5x 2y 4 + y 0 . 

14  + a — 3am  + 1~5am+20am_1— 25am”3  entre  a2— 5. 

15.  7a2j  + 5-35a2*  + 4+6a2K  + M8a2x','2-5a^  + 1-42a2l™7a^1  entre  a*+6ax+1- f7a*+3. 

16.  6x8a^4x2a  + 2 — 28x  2a  + H-  2 lx  2* — 4 6x 2a  “* + 1 9 x 2a_2—  1 2x *ft“® — G x 2a " 4 entre 
6x*  + 1— 4xa+2xa^lH-xa_2, 

17.  6a3x  + 3-23a5*  + 2-f-12a^  + ^84a'^+22a^-1-  15a5x'2  entre  a2*+  --a 2x-3a2* + ^Sa2*"1. 


^83^  COCIENTE  MfXTO 

En  todos  los  casos  de  division  estudiados  hasta  ahora  el  di  video  do  era 
divisible  exactamente  por  el  divisor.  Cuando  el  dividendo  no  es  divisible 
exactamente  por  el  divisor,  la  division  no  es  exacta,  nos  da  un  residue  y 
esto  origina  los  coeientes  mixtos,  asf  ilamados  porque  cons  tan  de  entero  y 
quehrado. 

Cuando  la  division  no  es  exacta  debemos  detenerla  cuando  el  primer 
termino  del  residuo  es  de  grado  inferior  al  primer  term i no  del  divisor  con 
relation  a una  misma  letra,  o sea,  cuando  el  exponente  de  una  lctra  en  el 
residuo  es  menor  que  el  exponente  de  la  misma  letra  en  el  divisor  y surna- 
mes al  cociente  el  quebrado  que  se  forma,  poniendo  por  numerador  el  re- 
sidue y por  denominador  el  divisor. 
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Ejemplos 


{ 1 ) Dividir  x2  — x — 6 entre  x + 3, 


x2  — x — 6 
*x2r3x 

— 4x  — 6 
4x  + 12 

6 


x + 3 


x — 4 + 


6 

x + 3 


R. 


El  residuo  no  tiene  x,  osi  que  es  de  grado  cero  con  relation  a la  x y el  divisor 
es  de  primer  grado  con  relation  a Ja  x,  luego  aqui  defenemos  la  division 
porque  el  residue  es  de  grado  inferior  al  divisor,  Ahora  anodimos  a\  co- 

6 

ciente  x — 4 el  quebrado  — # de  modo  semejanle  o como  procedemos  en 

x+3 

Aritm&tica  cuando  nos  sobra  on  residuo. 


( 2 ) Dividir  6m4  — 4m*n*  — 3m2n4  + 4mn0  — entre  2m2  — n4 


6m*  — 4m3n2  — 3m"nl  + 4mn°  — n8 
— 6m4  + 3m2n4 

— 4m3n2  + 4mn0 

4m3rr  — 2mnfl 


I 2m2  — n 1 


3m2  — 2mr?2  + 


2m  n®  n8 
2m2  - n4  ' 


R, 


2mn°-ns 


Hemos  detenido  Ja  operoaon  al  ser  e!  primer  fermino  del  residuo  2mn°  en  ei 
cual  la  m tiene  de  exponente  1 mientras  que  en  el  primer  termino  del  divisor 
ta  m tiene  de  exponente  2 y hemos  onodido  al  cociente  el  quebrado  que  se 
forma  poniendo  por  numerador  el  residuo  y por  denominador  el  divisor. 


NOTA 

En  el  numero  1 90,  una  vez  conocidos  los  cambios  de  signos  en  las  fracdones, 
se  tratara  esta  materia  mas  ampliamente- 


m-  EJERCICIO  59 

Haliar  cl  cociente  mix  to  de: 

1*  a2+b2  entre  a2, 

2-  a4+ 2 entre  a3 

3*  9x3+Gx2+7  entre  3x2. 

4 Wa*-2Qa*h+Sa2h2+7ab*  entre  4a2, 
5-  x2+7x+lQ  entre  x+6* 

G x2^-5x+7  entre  x— 4. 

7*  m4— llms+34  entre  m2— 3. 


8 x2—6xy+y2  entre  x+y. 

9-  xB— x2+3x+2  entre  x2— x+1, 

10,  x3+y3  entre  x—  y< 

11  x3+y5  entre  x—  y, 

12  — d^c-3-8  entre  xa— 2x+l, 

13-  8r3— Ga2&+5afr3— 9&a  entre  2 a— Zb. 

14,  4 entre  x2“3x+2. 


VALOR  NUMERICO  OE  EXPRESIONES  ALGEBRAICAS 
CON  EXPONENTES  ENTIROS  PARA  VALORES 
POSITIVOS  Y NEGATIVOS 


Conociendo  ya  las  operaeiones  fundamentals  con  cantidades  negati- 
vas,  asi  como  las  reglas  de  los  signos  en  ta  multiplicad6n  y divisidn,  pode- 
trios  haliar  el  valor  de  expresiones  algebraicas  para  cualcsquiera  va lores  de 
las  letras,  teniendo  presente  lo  siguiente: 
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85)  POTENCIAS  DE  CANTIDADES  NEGATIVAS 

1)  Toda  potencia  par  de  una  canlidad  negaiiva  es  posit  iva,  porque 
equivaie  a un  producto  en  que  entra  un  nuraero  par  de  factores  negatives. 

As i,  (~2)K  = + 4 porque  (—  2)2  = (—  2)  X (-  2)  =4-4, 

(-  2)*  - + 16  porque  {—  2)4  = (—  2)2  x (—  2)2  = (+  4)x(+4)  = + 16, 

(-2)*  = 4-  64  porque  (—  2)°  = {—  2)4  X (—  2)2  = (4- 16)  X (+  4)  = + 64, 

(-  2)®  = 4-  256  porque  (-  2)®  = {-  2)«  X (-  2)2  = (+  84)  x {+  4)  = + 256, 

y asi  sucesivameme, 

En  general,  siendo  N un  numero  entero  se  tiene:  (—  a)2N  = aZN. 


2)  Toda  potencia  impar  de  una  cantidad  negaiiva  cs  negaiiva  porque 
equivaie  a un  producto  en  que  entra  un  numero  impar  de  factores  ne- 
gatives. 

Asi,  (-  2)1  = - % 

(-  2)®  = - 8 porque  (-  2)a  = (-  2)2  X (-  2)  = {4-  4)  X (-  2)  = - 8* 

(—  2)&  — — 32  porque  (-2)*  = (-  2)4  X (-2)  = (+ 16)  X (-2)  = - 32, 
(— 2)7  = — 128  porque  (- 2)7 «(-  2)°  X (-  2)  = {+  64)  x (-  2)  = - 128, 
y asi  sucesivamente. 


En  general,  se  tiene:  (—  a)2N+*  = — a2N+l. 

(1  ) Valor  numerico  de  xa  — 3x2  + 2x  — 4 para  x = — 2. 
Sustifuyendo  x por  —2,  tenemos; 


Ejemplos 


( — 2)3  — 3(—  2)2  + 2|—  2\  -4 
= — 8 — 3(4)  + 2(  — 2)  — 4 
= -8-12-4-4 
= -28.  R. 

a4  3 o2b  5ab2 

(21  Valor  numerico  de — — H b3  para  a = — 2,  b = 

4 6 3 

„ , a4  3o2b  Sob2  , „ 

Tendremos: b3 

4 6 3 

_ ( 2 )4  3(—  2)s(  — 3)  , 5(—  2}(— 3)2  , 

“r  _ ( J J 


-3. 


= 16  314)1-3)  | 5(-2H9| 


/ — 36  \ / — 90  \ 

=“-(—) +(— )+j? 

-4 -(-6) +1-30]  4-27 
= 4 + 6-30  + 27  = 7.  R. 

KOTA 

Para  ejercicios  de  valor  numerico  de  expresiones  algebraicas  con  exponents 
cero,  negatives  o fracc/onarios,  vease  Teorio  de  /os  Fxponenfes,  pag,  407. 
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EJERCICIO  60 

Hallar  el  valor  numlrico  de  las  expresiones  siguientes  para 


a = 6 = 2,  c = — —t 


1,  a2-2ab+bK 


6.  (6+a)a-(6-c)a-(a-e/- 

_ ac  6c 

7.  — + — - — ■. 

c b a 

8.  (a  4- 6+c)2— (a—  6— 


2.  3aa— 4a36+3a6$— 6a, 

3.  g*— 3fl34'2flc~36c* 

4 aa-8a4c+16a3^20flt2ca+40a^-ca. 

5.  (a-6)a^{6-c)2-(a-c)3.  9.  3(2a+6)-4*<fr+c)-2c(a-6). 

Hallar  el  valor  numlrico  de  las  expresiones  siguientes  para 

i j 

a = 2,  b — — , x = — 2,  y = — 1,  m = 3,  n = — : 


10. 


x4  x2y  3xy2 
~S~~2~+  2 


-y8- 


11.  (a  — x)2  -f  (x  — y)2  + (x2  — y2)  (m  + x — «)♦ 

12,  — (x  — y)  + (x2  + ya)  (x  — y — m)  + 36  (x  + y + n). 


13.  (3x  - 2y)  (2n  - 4m)  + 4x2y 


2-i»2  _ 


x^y 


14, 


4x 


; + 


(K)‘ 


m. 


x H-  x*  — 1 

3y  2+y3  1 

15,  x2(x  — y + m)  — (x  — y)  (x2  + y2  — rc)  -f  (x+y)2  (m2  — 2ra)> 

3 a 2y  3 n m 

16,  — - + — + — + 2(x3  - y2  + 4), 

x m y n 


m EJERCICIO  61 


MfSCELANIA 

SOBRE  SUM  A,  REST A,  MULTfPLICACION  Y DIVISION 

1-  A las  7 a,  m.  el  termdmetro  marca  +5°  y de  las  7 a las  10  a.  m.  baja 
a razdn  de  3°  por  hora.  Expresar  la  tempera  tura  a las  8 a.  m.,  9 a,m. 
y 10  a,  in. 

2-  Tomando  como  escala  1 cm  = 10  m,  representar  grMicameme  que  un 
punto  B e$t&  situado  a +40  m de  A y otro  pun  to  C esta  situ  ado  a -35  m 
de  B . 

3,  Sumar  x2— 3xy  con  3xy— y2  y el  resultado  restar lo  de  x£. 

4 iQu6  expresidn  hay  que  ahadir  a 3x2— 5x4-6  para  que  la  suma  sea  3x? 

5 Restar  — 2fla+3a— 5 de  3 y sumar  cl  resultado  con  ffa+5* 

6.  Simplificar  “3xa— {—  [4x245x— (x2— x+6)]f- 

7.  Simplificar  (x4-y){x— y)— (x+y)2, 

/ ^ 

8.  Valor  numerico  de  3(a+6)— 4(c— 6)+^  /- para  <1=2,  6=3,  c— 1. 

V — a 

8*  Rcstar  x'2—3xy+y2  de  3x2— by2  y sumar  la  difcrencia  con  el  resultado 
de  restar  5xy+x*  de  2x*+5xy+6y2. 
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10*  Multiplies*  + “•&*  por  + ^ab —2b2. 

11*  Dividir  la  suma  de  x5— x3+5x2,  — 2xf+2x2— IOx,  Gx3— 6x+3G  entre 
x2— 2x+f>. 

12.  Restar  el  cociente  de  — —ab2  + —fc 3 entre  —a  + ”-6  de  — a 2 + ab  + \b2. 

4 00  1 f*  2 S L m 

13*  Restar  Ja  suma  de  —Zah2—b*  y 2fl*5+3afr2— £>3  de  — a2/>+^a  y la  dife- 
rend  a multiplicarla  par  a2— g6+&2* 

14*  Restar  la  suma  de  x3— 5xa+4xt  —Gxa— 6x+3,  — 8*2+8x— 3 de  2xa— 16x2 
+5x+12  y dividir  esta  dlferenda  entre  x2— x+3- 

15.  Probar  que  (2+x)®(l+xa)-(x2-2)(x2+x-3)=x*(3x+10).+2<3x-]). 

16.  Hallar  el  valor  numirico  de  (x+y)2(x—  y)s+2(x+y)(x— y)  para  x~ —2,  y=l- 

17*  ;Que  expresidn  hay  que  sumar  a la  suma  de  x+4,  x—G  y x2+2x+8  para 
obtener  5x2— 4x+3? 

18.  Restar  — <{3a+(— 6+a)— 2(tf+6) } de  — 2[(a+&)— (a— &)]. 

10-  ^ultiplicar  5x+[— (3x— x— y)]  por  8x+[— 2x+(— x+y)]. 

20*  Restar  el  cociente  de  — xa  + “X3y  4 — xy2+—yn  entre  — x2 xy+y2  de 

4 24  7 12  y 3 J 2 4 7 1 

2x+[-5x-(x-y)]* 

21.  Probar  que  [xa—  (3x+2)]  [x3+(— x+3)]=x2(x2— 4x+4)— (7x+6)* 

22*  ^Quc  expresidn  hay  que  sumar  al  producto  de 

[x(x+y)— x(x—  y)][2(x2+y2)— 3(x2— y2)]  para  obtener  2x*y-\-Zxyz? 

23*  Restar  — x2— 3xy+y*  de  ccro  y multiplicar  la  diferenda  por  el  cociente 
de  dividir  x3— y3  entre  x— y* 

24.  Simplificar  (x-yJfxH-xy+y8)— (x+y)(x2—  xy+y2)* 


26  ;Por  cual  expresion  hay  que  dividir  el  cociente  de  x8+3x2— 4x— 12  entre 
x+3  para  obtener  x— 2? 

27*  Simplificar  ^ 3x  — {&*— 4 4- x) ^+[x2— { x+{— 3) }]  y hallar  su  valor 

para  x = — 2* 

28  ^De  cu&l  expresidn  hay  que  restar  — 18x3+14x2+84x— 45  para  que  la 
diferenda  dividida  entre  x2+7x— 5 de  como  cociente  x2—9? 

29  Probar  que  (a2+b2)(a+b)(a—b)=a4^ [3a+2(<t+2)— 4(a+l)—  &+54]* 

30-  Restar  — x3— 5x2+6  de  3 y sumar  ia  diferenda  con  la  suma  de  x2— x+2 
y ~[x2+(— 3x+4)“-(— x+3)]. 


25*  Hallar  el  valor  num£rico 

para  a— 4.  h= 9*  c— 25. 


A)CUD£( 


EUCLIDES  (365-275  A.  CJ  Uno  de  Io$  mas  grandcs 
matcmaticos  griegos.  Fue  el  primero  que  es  tabled  a 
un  nrMStodo  riguroso  dc  dcrmostraeion  geom^rica.  La 
Geometrfa  construida  por  Fuel  ides  se  mantuvo  incd- 
lume  hash  el  siglo  XIX,  La  piedra  angular  de  su  geo- 


m c t r ia  cs  el  Rostulado:  "Por  un  punto  exterior  a una 
recta  solo  puede  tfaiarse  una  perpendicular  a la  mis- 
ma  y solo  una".  El  libro  en  que  recage  sus  irivestiga- 
ciones  (o  titulo  "Elementos",  es  conocido  en  todos 
fos  ambitos  y ha  sido  traducido  a los  idiomas  cultos. 


CAPETULO 


PRODUCTOS  Y COCIENTES  NOTABLES 

I.  PRODUCTOS  NOTABLES 


86  Se  llama  productos  notables  a eiertos  productos  que  cumplen  reglas 
fijas  y cuvo  resultado  puede  ser  escrito  por  simple  inspeccidn,  es  dedr, 


fijas  y cuyo  result  ado  puede 
sin  verificar  la  multiplication. 


87  CUADRADO  DE  LA  SUMA  DE  DOS  CANTIDADES 


Elevar  al  cuadrado  a- 1-  b eq nival e a multi- 
plicar  este  biixornio  por  si  mismo  y tendremos:. f 


(a  + b )2  = (i a + ?>)  (a  + b). 


Efectuando  este  pro- 
due  to,  tenemos:  y* 


a + b 
a + b 
a-  + ah 

ab  + b'1  o sea  (a  + b)2  * a2  + 2ab  + b2 
a 2 + 2 ah  4-  b'1 


luego,  el  cuadrado  de  Ja  suma  de  dos  cantidades  e$  igual  al  cuadrado  de  la 
primera  can ti dad  mis  el  dttplo  de  la  primera  cantidad  por  la  segunda  mas 
el  cuadrado  de  la  segunda  cantidad. 


n LOK  rt«UOOS 


.4 
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Ejemplos 


Luego 


( 1 ) Desarrollar  (x  -b  4)2, 

Cuadrado  del  primero. . , . . , . , ......  x2 

Dupto  del  primero  por  el  segundo 2x  X 4 = 8x 

Cuadrado  del  segundo . . , . 16 

(x  + 4J2t=x2  + 8x-fl6. 


Estas  operaciones  deben  hacerse  menfo/menfe  y el  producto  escribirse  direc- 
tamente. 


Cuadrado  de  un  monomio.  Para  elevor  un 
monomio  at  cuadrado  $e  ehva  su  coebcienfe  a/ 
cuadrado  y se  mu/fip/ica  el  exponents  de  coda 
letra  por  2.  Sea  el  monomio  4ab2.  Detimos  quo 


(4ab2)2  — 42alx2b2*2  = 1 6a2  b' 


En  efedo: 

Del  propio  modo: 


(4ab2)2  - 4a  b2  X 4ab2  = 16o2b4. 
(5x3y4z5)2  = 25x°y8^30- 


Cuadrado  del  V [4o)s  = 16a2. 

(2)  Desarrollar  (4a  + 5b2)2.  — ► Duplo  del  V por  el  2 X 4a  X 5b2  - 4tbb3 

Cuadrado  del  2Q  . . (5b2)3  = 25b4. 


Luego 


( 4a  -f  5b2)2  - 1 6a2  4-  40ab2  + 25b4.  R. 


Las  aperaciones,  que  se  ban  detallado  para  mayor  facilidad,  no  deben  escribirse 
sino  verificarse  menfa/menfe. 

I 3)  Desarrollar  (3a2  + 5x3)2. 

( 3a2  + 5x3  )2  = 9a4  + 30a3x3  + 25x*  R. 

(4)  Efectuar  (7ax4  + 9y5)(7ox4  +9y% 

(Fax4  + 9yfl)  (7ox4  + 9yfl]  = f Tax 4 + 9y5)2  = 49aV  + 1 26ax4y*  + 81  y10,  R. 


EJERCICIO  62 

Escribir,  por  simple  inspection,  el  resultado  de: 


1. 

(m+3)2. 

6. 

(x+7)2. 

11. 

(4r«^H"5nw)2, 

16- 

2- 

(5+Jt)2. 

7. 

(l+3x2)2. 

12. 

(7«2&3+5x4)2 

17- 

3. 

(6a+6)2. 

8. 

(2x+3y)2. 

13. 

{4&&2+5xy3)2 

18. 

4. 

(9+ 4m)2. 

9. 

(a~x +by'iyi. 

14. 

(Sxzy+9mA)2. 

5- 

(7*+ll)2. 

10. 

(3a®+8b4)2- 

15. 

(xw+lQ y“)» 

(am-\-an)2. 
(/z*+b*  + l)2- 


REPRESENTACION  GRAFICA  DEL  CUADRADO 
DE  LA  SUMA  DE  DOS  CANTIDADES 

El  cuadrado  de  la  suma  de  dos  cantidades  puede  representarse  geo- 
metricamente  cuando  los  valores  son  positivos.  V&trise  los  siguientes  pasosi 


(a  + b)z  — a2  + 2ab  + b2. 


Sea 
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Unicndo-estas  cuatro  figuras  como  se  indica  cn  la  figura  13,  lorma  remos 
un  cuadrado  de  (a  4-  b)  unidades  de  lado.  El  drea  de  este  cuadrado  es 
(a  + b)  (a  + fc)  = (a  + bf,  y como  puede  verse  en  La  figura  13,  esta  area  esta 
formada  por  un  cuadrado  de  area  or,  un  cuadrado  de  area  h 3 v dos  rect£n- 
gulos  de  area  ab  cada  uno  o sea  2 ab).  Luego: 


(0  -4  bf  — a2  + lab  f b2. 


a h 


FIGURA  13 
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33  ) CUADRADO  PE  LA  D1FERENCIA  DE  DOS  CANTIDADES 

Elevar  (a—b)  al  cuadrado  equivale  a (a  — b)2  — (a  — (?)  (a  — b). 

nuil  tipi icar  esta  diferencia  por  si  misma;  luego: 

a sea  (a  — b)3  a3  “ 2ab  4*  b- 


Efectuando  este  produeto, 
ten  diem  os: --/ 


a — b 
a — b 
a 2 — ab 
— ab  + b2 
a 2 — 2 ab  4*  b2 


luego,  cuadrado  de  la  diferencia  de  dos  caiitidades  es  iguul  al  cuadrado 
de  la  primera  cantidad  mcnos  cl  duplo  de  la  primera  cantidad  por  la  sc- 
gurnla  mas  el  cuadrado  de  la  segunda  cantidad* 


Ejemplos 


( 1 ) Desorrollor  (x  — 5)£. 

(x  -5f-x2  - lOx  + 25.  R. 

(2)  Efectuar  (4a3“3ir*)“- 

(4a2  - 3b3  f - 1 6a 1 - 24oJb3  + W\  R. 


EJERC1CIO  63 

Escribir,  por  simple  tnspeccion,  el  result  ado  dc: 


1. 

(a-3)2. 

5. 

(4ax— l)2. 

9, 

(x3-3«y2)2. 

13. 

{x 1,1 — yn)2. 

2. 

(x— 7)2- 

6. 

(a»-b3)2. 

10* 

{tf-wy. 

u. 

5)®. 

3. 

<8  -of. 

7. 

(;-3«4-5b2)2- 

11. 

{2m- Anf. 

15* 

{x“  + 1-3x“- 

4- 

(2«— 3fe)2- 

8. 

(x2— l)2. 

12- 

(10x3— 9xy5)2. 

89)  PRODUCTO  DE  LA  SUMA  POR  LA  DIFERENCIA 
DE  DOS  CANTIDADES 

Sea  el  produeto  (a  + b)(a  — h). 

a + b 
a — b 

o sea  (a  + b)  (a  — b)  = a2  — b2 


Efectuando  csta  mul- 
ti pi  icacion,  tenemos:  - — 


a 2 + ab 
— ab  — b2 
a 2 - b2 


luego,  la  suma  de  dos  cantidades  multi plicada  por  su  diferencia  es  igual  al 
cuadrado  del  minuendo  (en  la  diferencia)  menos  el  cuadrado  del  suslraendu. 


Ejemplos 


(1)  Efectuar  [a  + xj(a  — x). 

(a  + xjfa  — x)  = a2  — x2.  R. 

(2)  Efectuar  (2a  + 3b}|2a  - 3b| 

(2a  + 3b ) (2a  - 3b)  = (2a)2  - (3b)2  = 4a2  - 9b2.  R. 
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( 3)  Efectuar,!  5an+1  + 3om ) (3am  - 5an+1). 

Como  el  orden  de  los  sumandos  no  altera  la  suma,  5an+1  + 3a,n  es  lo  mismo 
que  3am  -I-  5an+1,  pero  tengase  presente  que  3am  — 5a0*1  no  es  lo  mismo 
que  5on>1  — 3am.  Por  eso  hay  que  fijarse  en  la  diferencia  y escribir 

el  cuadrado  del  minuendo  menos  el  cuadrado  del  sustraendo. 
Tendremos:  ( 5on^+3aro  )(3a“  - 5a11*1)  = (3om)2  - (5an+1)2  = 9o2m  - 25a2n*2.  R. 

» EJERCICIO  64 


Escribir,  por  simple  inspeccibn,  el  resultado  de: 


1. 

(x+y)(x-y). 

6. 

(n-l)(n+l). 

11. 

2. 

(m— n)(m+  n). 

7. 

(1— 3ax)(3ax+l). 

12. 

3. 

(a—x)(x+a). 

8. 

(2m+9)(2m— 9). 

13 

4. 

(x2+a2)(x2— a2). 

9. 

(a3— fe2)(a3+fc2). 

14. 

5. 

(2a— l)(l+2a). 

10. 

(y*-3y)(ya+3y). 

15. 

(l-8xy)(8xy+l). 

(6x2—  m2x)(6x2-fem2x). 

I at"+bn)(am-bn ). 

(3x*— 5ym)(5ym+3x*). 

(a* + ♦ *). 


(4)  Efectuar  (a  + b-f  c)(a  f b-c). 


Este  producto  puede  conver- 
tirse  en  la  suma  de  dos  can- 
tidades  multiplicada  por  su 
diferencia,  de  este  modo: 


(a  4*  b 4*  c ) (a  + b — 


c)=  [(a  + bj+c]  L(a  + bJ- 
= (a  4-  b)2  — c2 
= o2  *f  2 ab  + b~  — c2.  R. 


c] 


donde  hemos  desarrollado  (a  + b)2  por  la  regia  del  ler.  caso. 


( 5)  Efectuar  (o  + b + c)(a  — b — c). 

Introduciendo  los  dos  ultimos  terminos  del  primef  trinomio  en  un  parentesis 
precedido  del  signo  +,  lo  cual  no  hace  variar  los  signos,  y los  dos  ultimos 
terminos  del  segundo  trinomio  en  un  parentesis  precedido  del  signo  — , para 
lo  cual  hay  que  cambiar  los  signos,  tendremos: 

(a  + b + cKa  — b — c)  = [a  (b  -I-  c)  ] [ o — (b  + c)  ] 

= a2-(b  + c)2 
= o2-(b2  + 2bc  + c2J 
= a2  — b2  — 2 be  — c2.  R. 


(61  Efectuar  (2x  + 3y  — 4z)(2x  — 3y  4-  4z). 

(2x  -h  3y  — 4z)(2x  - 3y  + 4z)  = [2x  + (3y  - 4z) ] [2x  - (3y  - 4z)] 

= (2x)2  — (3y  — 4z)2 
= 4x2-(9y2-24yz  + 16z2) 

= 4x2  — 9y2  + 24yz  — 16z2.  R. 

m-  EJERCICIO  65 


Escribir,  por  simple  inspeccibn,  el  resultado  de: 


1. 

(x+y+z)(x+y-z). 

6. 

(x+y-2)(x-y+2). 

11. 

(2x+y— z)(2x— y+z). 

2. 

(x-y+z)(x+y-z). 

7. 

(w2+2n+l)(«2-2n-l). 

12. 

(x2— 5x+6)(x2+5x— 6). 

3. 

(x+y+z)(x— y— z). 

8. 

(a2-2a+3)(a2+2a+3). 

13. 

(a'-ab+b^iat+bHab). 

4. 

(m-fw-f  l)(m+n— 1). 

9. 

(m2— m— l)(m2+m— 1). 

14. 

(x*— x2— x)(x3+x2+x). 

5. 

(m— n— l)(m  — n+  1). 

10. 

(2a— b— c)(2a— b+c). 
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REPRESENTACION  GRAFICA  DEL  PRODUCTO  DE  LA  SUMA 
POR  LA  DIFERENCIA  DE  DOS  CANTIDADES 

El  producto  de  la  suma  por  la  diferencia  de  dos  cantidades  pucde 
representarse  geotnetricamente  cuando  los  valores  de  dichas  cantidades  son 
positivos.  Veanse  los  siguientes  pasos: 

Sea  (a  + 6)(a-6)  = fl2  - b2 


Constmimos  un  cuadrado  de  a 


a 


A1  cuadrado  de  lado  a le  quitamos  el  cuadrado  de  la 
do  b (tigura  16),  y trazando  la  Hnea  de  puntos  obtenemos 
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90  ) CUBO  DE  UN  BINOMIO 

1)  Elevemos  a + b al  cubo. 

Tendremos:  ( a + b)3  = (a  + b)(a  + b)(a  + b)  = (a  + b)2(a  + b)  = (a2  + 2 ab  4-  b2)(a  + fc). 

a2  4-  2af;  + &2 

Efectuando  esta  a + 6 

multiplicacion,  a* + 2 a26~+  ab 2 o sea  (a  + b)a  = a8  4-  3a2b  4-  Sab2  4-  b3 

tencmos:  a26  + 2ab2  4-  b3 

a5  4-  7da?b  4-  3 ab*  4-  b 8 

lo  que  nos  dice  que  el  cubo  de  la  suma  de  dos  cantidades  es  igual  al  cubo 
de  la  primera  cancidad  mas  el  triplo  del  cuadrado  de  la  primera  poi  la 
segunda,  mas  el  triplo  de  la  primera  por  el  cuadrado  de  la  segunda,  mas 
el  cubo  de  la  segunda. 

2)  Elevemos  a — b al 

cubo.  T endremos:  (a  — b)3  = (a  — b)2(a  — b)  = ( a 2 — 2 ab  4-  b2)  (. a — b). 

Efectuando  esta  multiplicacion,  tenemos: 

a2  — 2 ab  4-  b 2 
a —h 

dd  - 2a2 b 4-  ab 2 o sea  (a  - b)3  = a3  - 3a2b  4-  Sab2  - b3 

— a2/?  4*  2 ab2  — fe3 
a3  — 3a2/;  4-  3a];2  — b'd 


lo  que  nos  dice  que  el  cubo  de  la  diferencia  de  dos  cantidades  es  igual  al 
cubo  de  la  primera  eantidad,  menos  el  triplo  del  cuadrado  de  la  primera 
por  la  segunda,  mas  el  triplo  de  la  primera  por  el  cuadrado  de  la  segunda, 
menos  cl  cubo  de  la  segunda  cantidad. 

<l)  Desarrollar  (a  4- 1 )3. 

(a  4-  1 13  = a3  4-  3a2(l ) 4-  3a(l2)  4-  Is  = a3  4-  3a2  4-  3a  4- 1.  R. 

(2)  Desarrollar  ( x — 2 )3. 

(x  - 2)3  =s  x3  - 3x2 ( 2 ) 4-  3x(22)  -23  = x3  - 6x2  4-  12x  - 8.  R. 

(3)  Desarrollar  (4x  4- 5)s. 

(4x  4-  5)3  = (4x)3  4-  3(4x)2(5  ) 4-  3(4x)(52H58  = 64x3  4-  240x2  4-  300x  4-  125.  R. 


Ejemplos 


(4)  Desarrollar  (x2  — 3y)3. 

[x-  - 3 y)3  = (x2)3  - 3(x2)2(3y)  + 3x2(3y)2  - (3y)3  =xfl-  9x4y  + 2 7x2y2  - 27y3.  R. 
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m-  EJERCICIO  66 

Desarrollar: 


1.  (a+2)3. 

2.  (x-1)8. 

3.  (m+3)8. 


4.  (n-4)3. 

5.  (2x+I)3. 

6.  (1— 3y)3. 


7.  (24-y2)3. 

8.  (1— 2n)3. 

9.  (4n+3)3. 


10  (a2-26)3. 

11  (2x4-3y)3. 

12.  (1-a2)3. 


PRODUCTO  DE  DOS  BINOMIOS 

La  multiplication  nos  da: 


DE  LA  FORMA 


(x  + a)  (x  + b) 


x 4-  2 
x 4*  3 
x2  + 2x 

3x  4-  6 
x2  5x  4-  6 


x -3 
x —4 
x2  — 3x 
- 4x  4- 12 
x2  - 7x  4- 12 


x -2 
x 4*5 
x2  — 2x 
4*  5x  - 10 
x2  4-  3x  — 10 


x 4*6 
x —4 
x2  4-  6x 
— 4x  — 24 
x2  I 2x  44 


En  los  cuatro  ejemplos  expuestos  se  cumplen  las  siguientcs  reglas: 

1 ) El  primer  termino  del  producto  es  el  producto  de  los  primeros  t6r- 
minos  de  los  binomios. 

2)  El  coeficiente  del  segundo  termino  del  producto  es  la  suma  alge- 
braica  de  los  segundos  terminos  de  los  binomios  y en  este  termino  la  x esta 
elevada  a un  exponente  que  es  la  mitad  del  que  tiene  esta  letra  en  el  pri- 
mer termino  del  producto. 

3)  El  tercer  termino  del  producto  es  el  producto  de  los  segundos  ter- 
minos de  los  binomios. 

PRODUCTO  DE  DOS  BINOMIOS  DE  LA  FORMA  (mx  + a)  (nx-j-b). 

El  producto  de  dos  binomios  de  esta  forma,  en  los  cuales  los  terminos 
en  x tienen  distintos  coeficientes,  puede  hallarse  facilmente  siguiendo  los 
pasos  que  st  indican  en  el  siguiente  esquema. 

Sea,  hallar  el  producto  de  (3x  4 5)  (4.x  4-  6): 


30 


12x2 

i \ 

*1 

4 

(3x  4-  5)  (4x  -f  6) 

t J t 

20x 


18x 


12x2  4-  20x  4-  18x  4-  30. 


FIGURA  19 


Reduciendo  los  terminos  semejantes  tenemos:  12x2  4- 38x  4-  30  R. 


PRODUCTOS  NOTABLES  % ] Q5 

(1)  Multiplier  (x  4-  7 ) ( x — 2). 

Coeficiente  del  segundo  termino  7 — 2 = 5 

Tercer  termino  7 X ( — 2)  = — 14 

luego  (x  + 7)(x  — 2)  = x2-f  5x  — 14.  R. 

(2)  Efectuar  (x  — 7 ) (x  — 6). 

Coeficiente  del  2°  termino  ( — 7)  + ( — 6)  = — 13 

Tercer  termino  ( — 7)  X ( — 6)  = -h  42. 

luego  (x-7)(x-6)  = x2-13x  + 42.  R. 

Los  pasos  intermedios  deben  suprimirse  y el  producto  escribirse  directamente 
sin  escribir  las  operaciones  intermedias. 

(3)  Efectuar  (a-ll)(a  + 9). 

(a  — 1 1 ) (a  -f  9)  = o2  — 2a  — 99.  R. 

(4)  Efectuar  (x2  + 7) (x2  + 3). 

(x2  + 7)(x2-f-3)  = x4  + 10x2  + 21.  R. 

Observese  que  como  el  exponente  de  x en  el  primer  termino  del  producto 
es  4,  el  exponente  de  x en  el  segundo  termino  es  la  mitad  de  4,  o sea  x2. 

(5)  Efectuar  (x3  — 12) (x3  — 3). 

(x3-  12)(x3-3)  = x«-15x3  + 36.  R. 


Ejemplos 


m-  EJERCICIO  67 


Escribir,  por  simple  inspeccion,  el  resultado  de: 


1. 

(a+l)(fl+2). 

7. 

(x-3)(x-l). 

13. 

(rc2— l)(n2+20). 

19 

(ab+b)(ab— 6). 

2. 

(x+2)(x+4). 

8. 

(x-5)(x+4). 

14. 

(ns+3)(ns— 6). 

20. 

(xy2-9)(xyJ+12). 

3. 

(x+5)(x— 2). 

9. 

(fl-ll)(fl+10). 

15. 

(x3+7)(x8— 6). 

21. 

(n262— l)(ci262+7). 

4. 

(m— 6)(m— 5). 

10. 

(n-19)(n+10). 

16. 

(a4+8)(fl4— 1). 

22. 

(x3y3— 6)(x3y:,+8). 

5. 

(x+7)(x-3). 

11. 

(a2+5)(n2— 9). 

17. 

(fl5— 2)(a5+7). 

23. 

6. 

(x+2)(x— 1). 

12. 

(x2— l)(x2— 7). 

18. 

(a«+7)(a«-9). 

24. 

(rrx  + l — 6)(«Jt  + 1 — 5). 

EJERCICIO  68 

MISCELANEA 

Escribir,  por  simple  inspeccibn,  el  resultado  de: 


1.  (x+2)2. 

2.  (x+2)(x+3). 

3.  (x+l)(x-l). 

4.  (x-1)2. 

5.  (n+3)(n+5). 

6.  (m— 3)(m+3). 

/ (a+6 — 1)(<j+6+1). 

8.  (l+6)s. 

9-  (a2+4)(a2— 4). 

10.  (3a6— 5x2)2. 

11.  (ab+3)(Z-ab). 

12.  (1— 4ax)2. 

13.  (o2+8)(a2— 7). 


14.  (x+y+l)(x-y-l). 

15.  (1— a)(a+l). 

16-  (m— 8)(m+12). 

17.  (x2— l)(x2+3). 

18.  (x3+6)(x3— 8). 

19-  (5x3+6”i4)2. 

20.  (x4— 2)(x4+5) 

21.  (1— a+b)(b— a—  1). 

22.  (a*+bn)(a*—bn). 

23  (x,  + 1— 8)(xa  + l+9). 

24  (a2b2+c3)(a2b2—cs). 

25.  (2<j+x)3. 

26.  (x2— ll)(x2— 2). 


27.  (2n*-564)2. 

28.  (a*+12)(«3— 15). 

29.  (m2—m+n)(n+m+m2). 

30.  (x4+7)(x4— 11). 

31.  (11— «6)2. 

32.  (x2y3— 8)(x2y3+G). 

33.  (a+b)(a-b)(a2-b-). 

34.  (x+ 1 )(x— l)(x2— 2). 

35  (rt+3)(rt2+9)(«— 3). 

36.  (x+5)(x— 5)(x2+l). 

37.  (fl+l)(a— 1)(«+2)(«— 2). 

38.  (a+2)(a— 3)(a— 2)(a+3). 
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II.  COCIENTES  NOTABLES 


Se  llama  cocientes  notables  a ciertos  cocientes  que  obedecen  a reglas 
fijas  y que  pueden  ser  escritos  por  simple  inspection. 


COCIENTE  DE  LA  DIFERENCIA  DE  LOS  CUADRADOS 
DE  DOS  CANTIDADES  ENTRE  LA  SUMA  O LA 
DIFERENCIA  DE  LAS  CANTIDADES 


1) 


Sea  el  cociente 


a2-b2 
a + b 


Efectuando  la  division,  tenemos: 


a2  —b2  | a+fc 
— a2  — ab  a — b 

— ab  — b2 
ab  4-  b 2 


o sea 


a- 


— br 


a -I-  b 


a — b. 


2) 


a2-b2 

Sea  el  cociente  — . 

a — b 


Efectuando  la  division,  tenemos: 


a2  —b2  | a — b 
— a2  4-  ab  a + b 

o sea  — = a + b, 

ab  — b2  a — b 

— ab  4-  b2 


Lo  anterior  nos  dice  que: 

) La  diferencia  de  los  cuadrados  de  dos  cantidades  dividida  por  la 
suma  de  las  cantidades  es  igual  a la  diferencia  de  las  cantidades. 

2)  La  diferencia  de  los  cuadrados  de  dos  cantidades  dividida  por  la 
diferencia  de  las  cantidades  es  igual  a la  suma  de  las  cantidades. 


Ejemplos 


( 1 I Dividir  9x2  — y 2 entre  3x  H-  y. 

9x2  — y2 


(2)  Dividir  1 — x 4 entre  1 — x2. 

1 -x4 


3x4- y 
= 1 4-  x2.  R. 


= 3x  — y.  R. 


1 -x2 

(3)  Dividir  (a  + bj2  — c2  entre  (a4b)  + c. 

(o  4-  b)2  — c2 


(a  4-  b)  -f  c 
( 4)  Dividir  1 — (a  4-  n)2  entre  1 — (a  4-  n). 

1 — (a  4-  n)2 


= a 4-  b — c.  R. 


? -(o4*n) 


— 1 4 a 4 n.  R. 
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1. 

2. 


3. 


4. 


m-  EJERCICIO  69 


Hallar,  por  simple  inspecei6n,  el  cociente  de: 


x2— 1 

5. 

x2 — 4 

9. 

4x2— 9m2n4 

13. 

^2n y~ n 

x+l  ’ 

x+2  ' 

2x4-3ran2 

Xn+yn  ’ 

1-x2 

6. 

9— x4 

10. 

36m2— 49n2x4 

14. 

a2*  + 2_  100 

1 x ' 

3— x2 

Gm—lnx2 

a*  + *— 10  ' 

x2- y2 

7. 

a2— 4b2 

11. 

81a6— 10068 

15. 

1— 9x2ra  + 4 

x4-y 

a+2b 

9a3+1054 

l+3xra+2  ' 

y2  — x2 

8. 

25— 36x4 

12. 

a*b* — 4x8y10 

16. 

(x+y)2— z2 

y-x 

5-6x2 

a2b3  4-2x4y5 

(x+y)-z  ' 

17. 


18. 


10. 


20. 


COCIENTE  DE  LA  SUMA  O DIFERENCIA  DE  LOS  CUBOS 
DE  DOS  CANTIDADES  ENTRE  LA  SUMA 
O DIFERENCIA  DE  LAS  CANTIDADES 


• <J8  + b8 

1)  Sea  el  cociente  — . 

a + b 


Efectuando  la  division,  tenemos: 


1—  (a+b)2 
1 +(a+b)  ' 
4— (tn+n)2 

2- i-(m+n)  ’ 
x2— (x— y)2 

*+(*-y)  ’ 

(fi+x)2-9 

(/z4-x)4-3 


a3  + b 3 


— a3  — a2b 
— a2b 
a2b  4-  ab2 


ab 2 4*  b'd 
— ab 2—  b 3 


| a 4-  b 

a2  — ab  + b2  ‘ 


o sea 


a8  4-  b3 
a 4-  b 


— a2  - ab  4-  b2. 


a3-63 

2)  Sea  el  cociente  — . Efectuando  la  division,  tenemos: 

a — b 


a 3 — b3  | a — b 

— a3  4-  a2b  a2  + ab  + b2 

a2b 

— a2b  4-  ab 2 

ab2  - b* 

— ab2  4-  b 3 


a3  — b8 

o sea  — = a?  4-  ab  4-  b2. 

a — b 


Lo  anterior  nos  dice  que: 

1)  La  sunia  de  los  cubos  de  dos  cantidades  dividida  por  la  suma  de 
las  cantidades  es  igual  al  cuadrado  de  la  primera  cantidad,  menos  el  pro- 
ducto  de  la  primera  por  la  segunda,  mas  el  cuadrado  de  la  scgunda  can- 
tidad. 

2)  La  diferencia  de  los  cubos  de  dos  cantidades  dividida  j>or  la  dife- 
rencia  de  las  cantidades  es  igual  al  cuadrado  de  la  primera  cantidad,  mas 
el  producto  de  la  primera  por  la  segunda,  mds  el  cuadrado  de  la  segunda 
cantidad. 


'1 08  • algebra 


(1  ) Dividir  8x3  4-  y3  entre  2 x-f  y. 

8x3  + y3 

= (2x)2  — 2x(y)  4-  y2  = 4x2  — 2xy  4-  y2.  R. 

2x  4-y 

(2)  Dividir  27x«  + 125y°  entre  3xa  + 5 y3. 

27x°  4-  1 25v° 

= (3x2)2  — 3x2(5y3)  4-  (5y3)2  = 9x4  — 15x2y3  4-  25y°. 

3x2  4-  5y3 

(3)  Dividir  1 —64a3  entre  1 —4a. 

— — — = 1 + 4o  + 1 6a2.  R. 

1 -4a 

(4 ) Dividir  8x12  — 729yn  entre  2x4  — 9 y2. 

8x13  — 729y* 

— L = 4xn  + 18x4y2  + 81y4.  R. 

2x4  - 9y2 

Los  pasos  intermedios  deben  suprimirse  y escribir  directamente  e*  resultado 
final. 


EJERCICIO  70 


Hallar, 

por  simple  inspeccidn,  el  cociente 

dc: 

1+a3 

5. 

8x3+27y3 

9. 

14-a363 

13. 

x°— 27y3 

17. 

64  «34-b° 

1+fl  ‘ 

2x+3y 

1 +ab 

x-’— 3y  * 

4 a+b3 

1— a3 

6. 

27m3— 125w3 

10. 

729— 51263 

14. 

8a9+y® 

18 

1— a 

3m—  on 

9-86 

2fl3+y3 

a2- 6*' 

x34-y8 

7. 

64a3+343 

11- 

a3x3+63 

18. 

1-x12 

19- 

125— 343x15 

x+y 

4a+7 

ax+b 

1— X4  " 

5— 7x5 

8a3— 1 

8. 

216— 125y3 

12- 

n3— ra3x3 

16. 

27xB+l 

20. 

n#+l 

2a— 1 

6— 5y 

n—mx 

3x2+l 

n2+l ' 

Ejemplos 


COCIENTE  DE  LA  SUMA  0 DIFERENCIA  DE  POTENCIAS 
IGUALES  DE  DOS  CANTIDADES  ENTRE  LA  SUMA 
O DIFERENCIA  DE  LAS  CANTIDADES 


La  division  nos  da: 


r a*  — b4 

- = a3  4-  a2b  4-  ab 2 4-  b 8 

a — b 
a5 -6* 

. = a4  4-  a3b  4-  a2b2  4-  ab 3 4-  b 4. 
a — b 


I. 


II. 


a4  — 64 

— - = fl3  — a-b  4-  ab2  — 63. 
<2  + 6 


COCIENTES  NOTABLES  £ ] Q9 


f £4  + b4 

7-  no  es  exacta  la  divisidn 

| a + b 


a+b 


IV.  { 


no  es  exacta  la  divisibn 

a — b 


Lo  anterior  nos  dice  que: 

1)  La  diferencia  de  potencias  iguales,  ya  sean  pares  o impares,  es 
siempre  divisible  por  la  diferencia  de  las  bases. 

2)  La  diferencia  de  potencias  iguales  pares  es  siempre  divisible  por 
la  suma  de  las  bases. 

3)  La  suma  de  potencias  iguales  impares  es  siempre  divisible  por  la 
suma  de  las  bases. 

4)  La  suma  de  potencias  iguales  pares  nunca  es  divisible  por  la  suma 
ni  por  la  diferencia  de  las  bases. 

Los  resultados  anteriores  pueden  expresarse  abreviadamente  de  este 
modo: 

1)  an  — bn  es  siempre  divisible  por  a — b , siendo  n cualquier  numero 
entero,  ya  sea  par  o impar. 

2)  an  — bn  es  divisible  por  a -f  b siendo  n un  numero  entero  par. 

3)  an  + bn  es  divisible  por  a + b siendo  n un  numero  entero  impar. 

4)  an  + bn  nunca  es  divisible  por  a + b ni  por  a — b siendo  n un  nu- 
mero entero  par. 

NOTA 

La  prueba  de  estas  propiedades,  fundada  en  el  Teorema  del  Residuo, 
en  el  numero  102. 


Los  resultados  de  I,  II  y III  del  numero  anterior,  que  pueden  set  com- 
probados  cada  uno  de  ellos  en  otros  casos  del  mismo  tipo,  nos  permiten 
establecer  inductivamente  las  siguientes  leyes: 

1)  El  cociente  tiene  tantos  terminos  como  unidades  tiene  el  exponen- 
te  de  las  letras  en  el  dividendo. 

2)  El  primer  termino  del  cociente  se  obtiene  dividiendo  el  primer 
termino  del  dividendo  entre  el  primer  termino  del  divisor  y el  exponen- 
te  de  a disminuye  1 en  cada  termino. 

3)  El  exponente  de  b en  el  segundo  termino  del  cociente  es  1,  y este 
exponente  aumenta  1 en  cada  termino  posterior  a £ste. 

4)  Cuando  el  divisor  es  a — b todos  los  signos  del  cociente  son  + y 
c uando  el  divisor  es  a + b los  signos  del  cociente  son  alternativamente  + y — . 


SIGUEN  ESTOS  COCIENTES 
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Ejemplos 


( 1 ) Hollar  el  cociente  de  x7  — y7  entre  x — y. 
Aplicando  las  leyes  anteriores,  tenemos: 


x7  — y7 

= x6  -f  x5y  4-  x4y2  -f  x3y3  4*  x2y4  4-  xy5  4-  y6.  R. 

x -y 

Como  el  divisor  es  x — y,  todos  los  signos  del  cociente  son  4-. 

( 2 ) Hallar  el  cociente  de  m8  — n8  entre  m 4-  n. 
m8  — n8 

= m7  — m6n  4-  mr,rr  — m4n3  4-  m3n4  — * m2n5  4-  mn°  — n7.  R. 

m 4-  n 

Como  el  divisor  es  min  los  signos  del  cociente  alternan. 

( 3 ) Hallar  el  cociente  de  x5  4-  32  entre  x 4-  2. 

Como  32  = 25,  tendremos: 
x5  32  x5  + 25 

= = x4  — 2x3  4-  2V  - 23x  4-  24  = x4  - 2x3  + 4x2  - 8x  4-1 6.  R. 

x 4-  2 x 4-  2 

(4)  Hallar  el  cociente  de  64a6  — 729b 6 entre  2a  4-  3b. 

Como  64a8  = (2a)6  y 729b6  = (3b)6,  tendremos: 

64a6  - 729b6  _ (2a)6  - (3b)6 
2a  4-  3b  2a  4"  3b 

= (2a)5  - (2a)4(3b)  4-  (2a)3(3b p - (2o)8(3b)8  4-  (2a)(3b)4  - (3b)5 


1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 


= 32a5 - 

48a  4b  + 72a3  b~ 

- 1 08a2b3  + 1 62ab4  - 

243b\ 

R. 

EJERCICIO  71 

Hallar, 

por  simple 

inspeccion,  el 

cociente 

de: 

x4- y4 

7. 

a7—m7 

13. 

1— n6 

19. 

x7— 128 

25. 

x54*243y5 

x—y 

a—m 

1 —n  * 

x—2 

x+3y 

m54-w5 

8. 

a8—b 8 

14. 

1— a6 

20. 

a*  4-243 

26. 

16<J4— 81b4 

m-\-n 

a+b 

1 -a  ‘ 

<i+3 

2a— 3 b 

a5—n5 

9. 

XlO—yU) 

15. 

1+a7 

21. 

x6— 729 

27. 

64/n0— 729/iB 

a—n 

X—y 

14fl 

x— 3 

2m+3« 

x6— y6 

10. 

m94-rc9 

16. 

1— m8 

22. 

625— x4 

28. 

1024x'°-l 

x4 -y 

m+n 

1 +m 

x+5 

2x— 1 

a*-b* 

11. 

m9—n° 

17. 

x4— 16 

23. 

m8— 256 

29. 

512a9+b9 

a—b 

m—n 

x— 2 

m—2 

2 a+b 

x7-\-y7 

12. 

a10— x10 

18. 

xB— 64 

24. 

x10-l 

30. 

( j8-729 

x+y 

a-fx 

x — 1 ’ 

a— 3 

1. 

2. 

3. 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 


COCIENTES  NOTABLES  #111 


( 5 ) Hollar  el  cociente  de  a10  + b10  entre  a2  + b2. 

En  los  casos  estudiados  hasta  ahora  los  exponentes  del  divisor  han  sido  siem- 
pre  1.  Cuando  los  exponentes  del  divisor  sean  2,  3,  4,  5,  etc.,  sucedera  que 
el  exponente  de  o disminuira  en  cada  termino  2,  3,  4,  5,  etc.;  la  b aparece 
en  el  segundo  termino  del  cociente  elevada  a un  exponente  igual  al  que  tiene 
en  el  divisor,  y este  exponente  en  cada  termino  posterior,  aumentara  2,  3, 

4,  5,  etc. 

a10  + b10 

Asi,  en  este  caso,  tendremos:  = a8  — a6b2  -I-  a4b4  — a2b6  4-  b8.  R 

a2  + b2 

donde  vemos  que  el  exponente  de  a disminuye  2 en  cada  termino  y el  de  b 
aumenta  2 en  cada  termino. 

(6)  Hallar  el  cociente  de  x15  — y15  entre  x3  — y3. 

xi5  _ yl6 

— — v = xl2  + xV  + xV  + x3y9  + y12-  R* 

x8  — y3 


EJERCICIO  72 

Escribir,  por  simple  inspection,  el  cociente  de: 


X6+y6 

4. 

al2—b12  rj 

m12+ 1 

v20_ ivi20 
10  7 

13. 

a25+625 

x2+y2  ’ 

a3+b3 

m4+l 

xr,+y5 

fl5+b5 

5. 

a12— x12 

m21+n21 

14. 

a30— m 30 

a24-b2 

a8— x* 

m4— n4 

m34-w3 

aa—m° 

ra10— w10 

6. 

X15+yl5  ^ 

a18-6lfi 

v24_i 

1?  * 1 

m2—n2 

x3-fy3 

a3+68  ' 

**— i 

EJERCICIO 

73 

MISCELANEA 

Escribir  el  cociente  sin  efectuar  la 

divisi6n: 

x4-l 

7 l+a3 

13. 

32x5+243y5 

19. 

1+x'1 

l+x2‘ 

1+tf  * 

2x+3y 

x+1 

8m3+na 

R 16x2y4— 25m6 

14. 

25— (a+1)2 

20. 

x40_y«IO 

2m+ n'2 

4xy2+5m3 

5+(a+l)  ‘ 

x8— y8 

l-«5 

9 x22+y2’ 

15. 

1-x12 

21. 

9— 36xl° 

l-fl‘ 

X3+y3 

1 — X4  ■ 

3+6** 

x6—27y3 

10  «2*+y2* 

16. 

64x«-343y9 

22. 

x8— 256 

x2— 

4x2— 7y3 

x— 2 

x6— 49y® 

11. 

a4ft4— 64x® 

17. 

a18_b18 

x3+7y3 

a2i>2+8x3  ‘ 

a3+ba 

al*—blA 

12. 

1 —a2b*cs 

18. 

(a+x)2— y2 

cP—b* ' 

1 —ab2c* 

(«+x)-y 

ARQUIMEDES  (287-212  A.  C.)  El  mas  genial  dc  los 
matematicos  de  la  Antigiiedad.  Fue  el  primero  en 
aplicar  metodicamente  las  ciencias  a los  problemas  de 
la  vida  real.  Por  espacio  de  tres  anos  defendio  a Si- 
racusa, su  ciudad  natal,  contra  el  ataque  de  los  ro- 


manos.  Fue  autor  de  innumerablcs  inventos  mccanicos, 
entre  los  que  estan  el  tornillo  sinfin,  la  rueda  dentada, 
etc.  Fue  asesinado  por  un  soldado  encmigo  mientras 
resolvia  un  problema  matematico.  Fundo  la  Hidros- 
tatica  al  dcscubrir  el  principio  que  lleva  su  nombre. 
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CAPITULO  VII 


(W)  POLINOMIO  ENTERO  Y RACIONAL 

Un  polinomio  como  x3H-  5x2  — 3x  + 4 es  cntero  porque  ninguno  de  sus 
terminos  tiene  letras  en  el  denominador  y es  racional  porque  ninguno  de 
sus  terminus  tiene  raiz  in exacta.  Este  es  un  polinomio  entero  y racional  en 
x y su  grado  es  3. 

El  polinomio  <r  + Ga4  — 3a3  4-  5a2  -I-  8a  + 3 es  un  polinomio  entero  y 
racional  en  a y su  grado  es  5. 


98)  RESIDUO  DE  LA  DIVISION  DE  UN  POLINOMIO  ENTERO  Y 
RACIONAL  EN  x POR  UN  BINOMIO  DE  LA  FORMA  x-a 

1)  Vamos  a hallar  el  residuo  de  la  division  de  x3  — lx2  + 17x  — 6 en- 
tre x — 3. 


Efectuemos  la  division:  x3  — 7x2  ■+■  17x  — 6 | x — 3 

— x3  + 3x‘J  x2  — 4x  + 5 

— 4x2 + 17x 
4x2  - 12x 


5x  — 6 
— 5x  + 15 
9 

La  division  no  es  cxacta  y el  residuo  es  9. 
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Si  ahora,  en  el  dividendo  x3  — 7x2  + 17x  — 6 sustituimos  la  x por  3,  ten- 
dremos:  33  _ ?^2  + 17^  _6  = 27 -63 + 51 - 6 = 9 


y vemos  que  el  residuo  de  dividir  el  polinomio  dado  entre  x — 3 se  obtiene 
sustituyendo  en  el  polinomio  dado  la  x por  + 3. 

2)  Vamos  a hallar  cl  residuo  de  la  division  de  3x3  — 2x2  — 18x  — 1 en- 
tre x + 2. 


Efectuemos  la  division:  3x3  — 2x2  — 18x  — 1 x+2 

— 3x3  — 6x2  3x2  — 8x  — 2 

— 8x2  — 18x 
8x2  + 16x 
- 2x  - 1 
2x  + 4 
3 

Si  ahora,  en  el  dividendo  3x3  — 2x2  — 18x  — 1 sustituimos  la  x por  —2, 
tendremos:  _ 2(_ 2f  - 18(- 2) - 1 = - 24  - 8 + 36  -1=3 

y vemos  que  el  residuo  de  dividir  el  polinomfo  dado  entre  x + 2 se  obtiene 
sustituyendo  en  el  polinomio  dado  la  x por  — 2. 

Lo  expuesto  anteriormente  se  prueba  en  el 
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El  residuo  de  dividir  un  polinomio  entero  y racional  en  x por  un  bi- 
nomio  de  la  forma  x — a se  obtiene  sustituyendo  en  el  polinomio  dado  la 
x por  a . 


Sea  el  polinomio  Axm  + Bxml  -f  Cxm~2  + + Mx  + N. 

Dividamos  este  polinomio  por  x — a y continuemos  la  operacion  hasta 
que  el  residuo  R sea  independiente  de  x.  Sea  Q el  cociente  de  esta  division. 

Como  en  toda  division  inexacta  el  dividendo  es  igual  al  producto  del 
divisor  por  el  cociente  mas  el  residuo,  tendremos: 

Axm  + fix1"-1  + Cxm-2  + + Mx  + N = (x  - a)Q  + R. 

Esta  igualdad  es  cierta  para  todos  los  valores  de  x.  Sustituyamos  la  x 
por  a y tendremos:  AqU  + + Cflm.2  + + Ma  + N = (a- a)Q  + R. 


Pero  (a-a)  = 0 y (fl-fl)Q  = 0xQ  = 0;  luego,  la  igualdad  anterior  se 


convierte  en 


Aa'u  + Bam~l  + Cam~2  + + Ma  + N = R, 


igualdad  que  prueba  el  teorema,  plies  nos  dice  que  R,  el  residuo  de  la  di- 
vision, es  igual  a lo  que  se  obtiene  sustituyendo  en  el  polinomio  dado  la 
x por  a , que  era  lo  que  queriamos  demostrar. 
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NOTA 


Un  polinomio  ordenado  en  x suele  expresarse  abreviadamentc  por  la 
notacion  P(x)  y el  resultado  de  sustituir  en  este  polinomio  la  x por  a se 
escribe  P(a). 

Si  el  divisor  es  x + a,  como  x +a  — x — (—  a),  el  residuo  de  la  division 
del  polinomio  ordenado  en  x entre  x + a se  obtiene  sustituyendo  en  el  po- 
linomio dado  la  x por  —a. 

En  los  casos  anteriores  el  coeficiente  de  x en  x — a y x + a es  1.  Estos 
binomios  pueden  escribirse  lx— a y Ix  + a. 

Sabemos  que  el  residuo  de  dividir  un  polinomio  ordenado  en  x entre 
x — a 6 1 x — a se  obtiene  sustituyendo  la  x por  af  o sea,  por  — y el  residuo 
de  dividirlo  entre  x-fa  6 \x  + a se  obtiene  sustituyendo  la  x por  — a,  o 
sea  por  — ~ 


Por  tanto,  cuando  el  divisor  sea  la  forma  bx  — a,  donde  b,  que  es  el 
coeficiente  de  x,  es  distinto  de  1,  el  residuo  de  la  division  se  obtiene  sus- 
tituyendo en  el  polinomio  dado  la  x por  — y cuando  el  divisor  sea  de  I 
forma  bx  + a el  residuo  se  obtiene  sustituyendo  en  el  polinomio  dado  la  x 


P°r 


En  general,  el  residuo  de  dividir  un  |>olinomio  ordenado  en  x por  un 
binomio  de  la  forma  bx  — a se  obtiene  sustituyendo  en  el  polinomio  dado 
la  x por  el  quebrado  que  resulta  de  dividir  el  segundo  termino  del  bino- 
mio con  el  signo  cambiado  entre  el  coeficiente  del  primer  termino  del 
binomio. 


( I ) Hollar,  sin  efectuar  la  division,  el  residuo  de  dividir 
x-  — 7x  + 6 entre  x — 4. 

Sustituyendo  la  x por  4,  tendremos: 

42  - 7(4)  + 6=16  — 28  + 6 = — 6.  R. 

(2)  Hollar,  por  inspeccion,  el  residuo  de  dividir  a3  + 5a2  + a — 1 entre  a + 5. 
Sustituyendo  la  a por  — 5,  tendremos: 

(-  5)3  + 5(  - 5p  + ( -5  ) - 1 = - 125  + 125  - 5 - 1 = - 6.  R. 

(3)  Hallar,  por  inspeccion,  el  residuo  de  2x3  + 6x2  — 12x  + 1 entre  2x+l. 
Sustituyendo  la  x por  — y,  tendremos: 

2(--V  + 6(  — i)2  — 12(  — 1)+1  = — i + f+6+1  =“  R. 

( 4)  Hallar,  por  inspeccion,  el  residuo  de  a4  — 9a2  — 3a  + 2 entre  3a  — 2. 

2 

Sustituyendo  la  a por  — , tendremos: 


Ejemplos 


(^-9(|)2-3(f)  + 2 = £-4-2  + 2 = -f. 
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m-  EJERCICIO  74 

Hallar,  sin  efectuar  la  divisi6n,  cl  residuo  de  dividir: 


1.  x2— 2x-f3  entre  x— 1. 

2.  x3— 3x24-2x— 2 entre  x4-l. 

3.  x4— x34-5  entre  x— 2. 

4.  a4— 5a34-2a2— 6 entre  «4-3. 

5-  m4+m3—m2 4-5  entre  m— 4. 

6 x54-3x4— 2x34-4x2— 2x4-2  entre  x4-3. 


7.  a?—2az+2a— 4 entre  a— 5. 

8.  6x34-x24-3x*f  5 entre  2x4-1. 

9.  12x3— 21x4-90  entre  3x— 3. 

10.  15x3-11x24-10x4-18  entre  3x4-2. 

11.  5x4— 12x34-9x2— 22x  J-21  entre  5x— 2. 

12.  ae4-a4— 8a24-4a4-l  entre  2a4-3. 


DIVISION  SINTETICA. 

100)  REGLA  PRACTICA  PARA  HALLAR  EL  COCIENTE  Y EL  RESIDUO  DE 
Vs->/  LA  DIVISION  DE  UN  POLINOMIO  ENTERO  EN  x POR  x - a. 


(Too) 


i) 

entre  x 


Dividamos  x3  — 5x2  4-  3x  4- 14 
-3 / 


x3  - 5x2  + 3x  + 14  ; x - 3 
— x3  4-  3x2  x2  — 2x  — 3 

- 2x2  4-  3x 
2x2  - 6x 


- 3x  4- 14 
3x  — 9 
5 

Aqui  vemos  que  el  cociente  x2  — 2x  — 3 es  un  polinomio  en  x cuyo 
grado  es  1 menos  que  el  grado  del  dividendo;  que  el  coeficiente  del  primer 
termino  del  cociente  es  igual  al  coeficiente  del  primer  termino  del  divi- 
dendo y que  el  residuo  es  5. 

Sin  efectuar  la  division,  el  cociente  y el  residuo  pueden  hallarse  por 
la  siguiente  regia  pr&ctica  llamada  division  sintetica: 

1)  El  cociente  es  un  polinomio  en  x cuyo  grado  es  1 menos  que  el 
grado  del  dividendo. 

2)  El  coeficiente  del  primer  termino  del  cociente  es  igual  al  coefi- 
ciente del  primer  termino  del  dividendo. 

3)  El  coeficiente  de  un  termino  cualquiera  del  cociente  se  obtiene 
multiplicando  el  coeficiente  del  t&rmino  anterior  por  el  segundo  termino 
del  binomio  divisor  cambiado  de  signo  y sumando  este  producto  con  el 
coeficiente  del  termino  que  ocupa  el  mismo  lugar  en  el  dividendo. 

4)  El  residuo  se  obtiene  multiplicando  el  coeficiente  del  ultimo  t£r- 
mino  del  cociente  por  el  segundo  termino  del  divisor  cambiado  de  signo  y 
sumando  este  producto  con  el  termino  independiente  del  dividendo: 

Apliquemos  esta  regia  a la  divisidn  anterior.  Para  ello  escribimos  so- 
lamente  los  coeficientes  del  dividendo  y se  procede  de  este  modo: 


Dividendo....  x3  - 5x2  4-  3x  4-14  Divisor  x 3 


Coeficientes. . . 


1 -5  4-3 

1X3=  3 (—  2)  X 3 = — 6 

1 -2  — 3 


+ 14 

(-  3)x  3=-  9 

4-  5 


4-  3 > (Segundo  t£rmi- 

no  del  divisor 
con  el  signo 
cambiado). 


1 


1 16# 
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El  cociente  seri  un  polinomio  en  x de  2^  grado,  porque  el  dividendo 
es  de  3er  grado. 

El  coeficiente  del  primer  termino  del  cociente  es  1,  igual  que  en  el 
dividendo. 

El  coeficiente  del  segundo  termino  del  cociente  es  —2,  que  se  ha  ob- 
tenido  multiplicando  el  segundo  termino  del  divisor  con  el  signo  cambia- 
do  + 3,  por  el  coeficiente  del  primer  termino  del  cociente  y sumando  este 
producto,  1x3  = 3,  con  el  coeficiente  del  termino  que  ocupa  en  el  dividen- 
do el  mismo  lugar  que  el  que  estamos  hallando  del  cociente,  el  segundo 
del  dividendo  — 5 y tenemos  — 5 4-3  = — 2. 

El  coeficiente  del  tercer  termino  del  cociente  es  —3,  que  se  ha  obte- 
nido  multiplicando  el  segundo  termino  del  divisor  con  el  signo  cambia- 
do  4-3,  por  el  coeficiente  del  segundo  termino  del  cociente  — 2 y sumando 
este  producto:  (—  2)  x 3 = — 6,  con  el  coeficiente  del  termino  que  ocupa  en 
el  dividendo  el  mismo  lugar  que  el  que  estamos  hallando  del  cociente,  el 
tercero  del  dividendo  + 3 y tenemos  4-3  — 6 = — 3. 

El  residuo  es  5,  que  se  obtiene  multiplicando  el  coeficiente  del  ultimo 
termino  del  cociente  —3,  por  el  segundo  termino  del  divisor  cambiado  de 
signo  4-  3 y sumando  este  producto:  (—  3)  X 3 = — 9,  con  el  termino  indepen- 
diente  del  dividendo  4*  14  y tenemos  4-14  — 9 = +5. 

Por  lo  tanto,  el  cociente 

de  la  division  es.  *2-2*-3  y el  residuo  5, 

que  son  el  cociente  y el  residuo  que  se  obtuvieron  efectuando  la  division. 

Con  este  m^todo,  en  realidad,  lo  que  se  hace  es,  sustituir  en  el  poli- 
nomio dado  la  x por  4-  3. 

2 ) Hallar,  por  division  sint^tica. 

el  cociente  y el  resto  de  las  ,divisiones  2x4  — 5x8  4-  6x2  — 4x  — 105  entre  x 4-  2. 

/ 

Coeficientes  (2o.  termino  del  divisor 

del  dividendo  con  el  signo  cambiado) 


2 - 5 

2 x (—  2)  = — 4 

+ 6 

(—  9)  x (—  2)  = 18 

4 

24 x (-  2)=-  48 

- 105 

( 52)  x (—  2)=  104 

- 2 « 

2 -9 

4-  24 

—52 

1 

(residuo) 

Como  el  dividendo  es  de  4?  grado,  el  cociente  es  de.3er-  grado. 

Los  coeficientes  del  cociente 

son  2,  —9,  4-24  y —52;  luego,  el  2x8  — 9x2  4-  24x  — 52  y el  residuo  es  — 1. 
cociente  es f 


Con  este  metodo,  hemos  ^ustituido  en  el  polinomio  dado  la  x por  —2. 
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3)  Hallar,  por  divisibn  sintetica,  x6  - I6x8  — 202x  + 81  entre  x- 4. 

el  cociente  y el  residuo  de  dividir f 

Como  este  polinomio  es  incompleto,  pues  le  faltan  los  terminos  en 
x4  y en  x2,  al  escribir  los  coeficientes  ponemos  0 en  los  lugares  que  debian 
ocupar  los  coeficientes  de  estos  terminos. 

Tendremos: 


1 

+ 0 

-16 

+ 0 

-202 

+ 81  !+4 

4 

16 

0 

0 



00 

o 

00 

1 

1 

+ 4 

0 

0 

202 

- 727 

(residuo) 

Como  el  dividendo  es  de  5?  grado,  el  cociente  es  de  4^  grado. 

Los  coeficientes  del  cociente 

son  1,  4-4,  0,  0 y - 202;  luego,  el  x44-4x8-202  y el  residuo  es  -727.  R. 

cociente  es  f 


4)  Hallar  por  division  sintetica  el  cociente  2x4  — 3x3  — 7x  — 6 entre  2x4-1. 
y el  resto  de  la  division  de— 

Pongamos  el  divisor  en  la  forma  x 4-  a dividiendo  sus  dos  terminos 
2x 

por  2 y tendremos  4-*£  = x4-£.  Ahora  bien,  como  el  divisor  lo  hemos 

dividido  entre  2,  el  cociente  quedard  multiplicado  por  2;  luego,  los  coefi- 
cientes que  encontremos  para  el  cociente  tendremos  que  dividirlos  entre  2 
para  destruir  esta  operacibn: 


2 


2 


“3 

-1 

“4 


4-0 

±1 

+ 2 


-7 

-1 

-8 


-6 

4 

2 


(residuo) 


[i 


2,  — 4,  4-  2 y — 8 son  los  coeficientes  del  cociente  multipli- 
cados  por  2;  luego,  para  destruir  esta  operacibn  hay  que 
dividirlos  entre  2 y tendremos  1,  —2,  4-1  y —4.  Como  el 

cociente  es  de  tercer  grado,  el  cociente  serd: 

y el  residuo  es  — 2 porque  al  residuo  no  le  afecta  la  divisibn 
entre  2. 


x8  — 2x2  4-  x — 4 


del  divisor 
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Hallar,  por  divisibn  sintetica, 
siguientes: 

1*  x2— 7x4-5  entre  x— 3. 

2.  a2— 5a4-l  entre  a4-2. 

3.  x3— x24-2x— 2 entre  x4-l. 


el  cociente  y el  resto  de  las  divisiones 

4 x3 — 2x24*x — 2 entre  x— 2. 

5.  a3-3fl2— 6 entre  a4-3. 

6.  n4— 5n34-4n— 48  entre  n4-2. 
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7.  x4— 3x4-5  entre  x— 1. 

8.  xH-x4— 12x3— x2— 4x— 2 entre  x4-4. 

9 a5— 3fl34-4a— 6 entre  a— 2. 

10.  x5-208x2+2076  entre  x— 5. 


11.  x6— 3x54-4x4— 3x3— x24-2  entre  x4-3. 

12.  2x8— 3x2+7x— 5 entre  2x— 1. 

13.  3a3— 4a2+5a-t-6  entre  3a+2. 

14.  3x4—4x34-4x2— 10x4-8  entre  3x— 1. 


15.  x°— x4-f  ^x3+x2- 1 entre  2x4-3. 
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101}  DIVISIBILIDAD  POR  x-a 

Un  |)olinomio  entero  en  x que  se  anula  para  x = a,  o sea  sustituyendo 
en  el  la  x por  a,  es  divisible  por  x — a. 

Sea  el  polinomio  entero  P(x),  que  suponemos  se  anula  para  x = a,  es 
decir,  sustituyendo  la  x por  a.  Decimos  que  P(x)  es  divisible  por  x — a . 

En  efecto:  Segun  lo  demostrado  en  el  Teorema  del  Residuo,  el  resi- 
duo  de  dividir  un  polinomio  entero  en  x por  x — a se  obtiene  sustituyendo 
en  el  polinomio  dado  la  x por  a;  pero  por  hipbtesis  P(x)  se  anula  al  susti- 
tuir  la  x por  a , o sea  P(a)  = 0;  luego,  el  residuo  de  la  division  de  P(x)  en- 
tre x—  a es  cero;  luego,  P(x)  es  divisible  por  x—  a. 

Del  propio  modo,  si  P(x)  se  anula  para  x = — ay  P(x)  es  divisible  por 

cl  a 

x — (—  a)  = x + a'r  si  P(x)  se  anula  para  x—  — sera  divisible  por  x — y-  o 


a • / a \ 

por  fcx  — a;  si  P(x)  se  anula  para  x = ser^  divisible  por  x—  ( — — ) = 


x + — o por  bx  4-  a . 

Reciprocamente,  si  P(x)  es  divisible  por  x — a tiene  que  anularse  para 
x = a,  es  decir,  sustituyendo  la  x por  a;  si  P(x)  es  divisible  por  x + a tiene 
que  anularse  para  x = — a;  si  P(x)  es  divisible  por  bx  — a tiene  que  anularse 
para  x=y-  y si  es  divisible  por  6x  + a tiene  que  anularse  para  x = — — . 


( 1 ) Hollar,  sin  efectuar  la  division,  si  x3  — 4x2  4-  7x  — 6 es  divisible 
por  x — 2. 

Este  polinomio  sera  divisible  por  x — 2 si  se  anula  para  x = 4-2. 

Sustituyendo  la  x por  2,  tendremos: 

23  — 4 (2)2  4-7(2)  — 6 = 8— 164-14  — 6 = 0 
luego  es  divisible  por  x — 2. 


Ejemplos 


(2)  Hollar,  por  inspeccion,  si  x8  — 2x2  4- 3 es  divisible  por  x4*l. 

Este  polinomio  sera  divisible  por  x 4-  1 si  se  anula  para  x = — 1. 
Sustituyendo  la  x por  — 1,  tendremos: 

( — l)3  — 2(  — l)24-3  = — 1 — 24-3  = 0 
luego  es  divisible  por  x 4-  1. 
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( 3 ) Hollar,  por  inspeccion,  si  x4  4-  2x3  — 2x2  + x-  6 es  divisible  por  x + 3 y en- 
contrar  el  cociente  de  la  division. 

Aplicaremosla  division  sinteticadel  numerolOO  con  la  cual  hallamos  simul- 
taneamente  el  cociente  y el  residuo,  si  lo  hay. 


Tendremos: 

1 

+ 2 

-2 
+ 3 

+ 1 

-6 

-3 

— 3 

— 3 

4-  6 

1 

- 1 

1 

-2 

0 

(residuo) 

Lo  anterior  nos  dice  que  el  polinomio  se  anula  al  sustituir  la  x por 
es  divisible  por  x 4-  3. 

El  cociente  es  de  tercer  grado  y sus  coeficientes  son  1,  — 1,  -f  1 y 
el  cociente  es 

x3  - x2  4-  x - 2. 

Por  tanto,  si  el  dividendo  es  x4  4-  2x3  — 2x2  4-  x — 6,  el  divisor  x 4-  3 y el  co- 
ciente x3  — x2  4-  x — 2,  y la  division  es  exacta,  podemos  escribir: 

x4  4-  2x3  - 2x2  4-  x - 6 = (x  4-  3)  (x3  - x2  -f  x - 2). 

CONDICION  NECESARIA  PARA  LA  DIVISIBILIDAD  DE  UN  POLINOMIO 
EN  x POR  UN  BINOMIO  DE  LA  FORMA  x - a. 

Es  condicion  necesaria  para  que  un  polinomio  en  x sea  divisible  por 
un  binomio  de  la  forma  x — a,  que  el  t&rmino  independiente  del  poli- 
nomio sea  multiplo  del  t^rmino  a del  binomio,  sin  tener  en  cuenta  los 

signos.  Asf,  el  polinomio  3x4  4*  2x3  - 6x2  4-  8x  4-  7 no  es  divisible 

por  el  binomio  x-3,  porque  el  t£rmino  independiente  del  polinomio  7, 
no  es  divisible  por  el  t£rmino  num^rico  del  binomio,  que  es  3. 

Esta  condicion  no  es  suficiente,  es  decir,  que  aun  cuando  el  t£r- 
mino  independiente  del  polinomio  sea  divisible  por  el  termino  a del 
binomio,  no  podemos  afirmar  que  el  polinomio  en  x sea  divisible  por 
el  binomio  x — a. 
m*  EJERCICIO  76 

Hallar,  sin  efectuar  la  divisidn,  si  son  exactas  las  divisiones  siguientes: 

1 x2  x 6 entre  x— 3.  4.  xB4-x4-5x8-7x4*8  entre  x4-3. 

x34-4x2— x— 10  entre  x4-2.  5.  4x3— 8x24-llx— 4 entre  2x— 1. 

2x1-5x34-7x2— 9x4-3  entre  x— 1.  6.  6x54-2x4— 3x3— x24-3x4-3  entre  3x4-1. 

Sin  efectuar  la  division,  probar  que: 

a4-1  es  factor  de  a8— 2a24-2&4-5. 

; x— 5 divide  a x5— 6x44-6x8— 5x24-2x— 10. 

4x— 3 divide  a 4x4-7x34-7x2— 7x4-3. 

10  3n4-2  no  es  factor  de  3n5-f2n4— 3n3— 2n24-6n4-7. 


— 3;  luego 

— 2#  luego 
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Sin  efectuar  la  divisidn,  hallar  si  las  divisiones  siguientes  son  o no  exactas 
y determinar  el  cociente  en  cada  caso  y el  residuo,  si  lo  hay: 

11  2a3—2a2—4fl-hl6  entre  a- f2. 

12  a*— a2+2a+2  entre  a+1. 

13.  x44-5x— 6 entre  x— 1. 

14.  x°-39x4+26x3-52x2+29x-30  entre  x— 6. 

15.  a6— 4a5— a4+ 4a3-fa2— 8a+25  entre  a— 4. 

16.  16x4-24x3-f37x2— 24x4-4  entre  4x— 1. 

17.  15w54-25n4— 18n3— 18tt24T7n— 11  entre  3n4-5. 

En  los  ejemplos  siguientes,  hallar  el  valor  de  la  constante  K (t^rmino 
independiente  del  polinomio)  para  que: 

18  7x2— 5x+K  sea  divisible  por  x— 5. 

19  x3— 3x24-4x4- K sea  divisible  por  x— 2. 

20  2fl44-25a4-K  sea  divisible  por  a+ 3. 

21.  20x3— 7x24-29x4-K  sea  divisible  por  4x4T 

(l02)  DIVISIBILIDAD  DE  a"  + b"  y a -b  POR  a + b y a-b 

Vamos  a aplicar  el  Teorema  del  Residuo  a la  demostracion  de  las  re- 
glas  establecidas  en  el  numero  95. 

Siendo  n un  numero  entero  y positivo,  se  verifica: 

1)  an  — bn  es  siempre  divisible  por  a — b,  ya  sea  n par  o impar. 

En  efecto:  De  acuerdo  con  el  Teorema  del  Residuo,  an  — bn  ser<4  divi- 
sible por  a — bt  si  se  anula  sustituyendo  a por  4-  b. 

Sustituyendo  a por  + b en  au  — bnt  an  — bn  = bn  — bn  = 0. 

tenemos:  - S 

Se  anula;  luego,  an  — bn  es  siempre  divisible  por  a — b. 

2)  an  + bn  es  divisible  por  a+b  si  n es  impar. 

Siendo  n impar,  an  + bn  serA  divisible  por  a + b si  se  anula  al  susti- 
tuir  a por  — b. 

Sustituyendo  a por  — b en  aD  + bn,  an  + bn  = (—b)n  + bn  = — 6n  + 6"=0. 

tenemos: - /* 

Se  anula;  luego,  an  + bn  es  divisible  por  a + b siendo  n impar. 

(—  b)n  = — bn  porque  n es  impar  y toda  cantidad  negativa  elevada  a un  ex- 
ponente  impar  da  una  cantidad  negativa. 

3)  an  — bn  es  divisible  por  a + b s i n es  par. 

Siendo  n par,  an  — bn  sera  divisible  por  a + b si  se  anula  al  sustituir 
la  a por  — 6. 
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Sustituyendo  la  a por  — fa  en  an  — fan,  an  — bR  = (—b)a  — bn  = fa0  — fan=0. 

tenemos: 

Se  anula;  luego,  an  — fa°  es  divisible  por  a + b siendo  n par.  (—  fa)D  = bn 
porque  n es  par  y toda  cantidad  negativa  elevada  a un  exponente  par  da 
una  cantidad  |>ositiva. 

4)  an  + bn  no  es  divisible  por  a 4-  b si  n es  par. 

Siendo  n par,  para  que  an  4-  fan  sea  divisible  por  a 4-  b es  necesario  que 
se  anule  al  sustituir  la  a por  — b. 

Sustituyendo  la  a por  — fa,  an-ffan  = (—  fa)n  + fan  = fan  + fa°  = 2fan. 

tenemos: _ y* 

No  se  anula;  luego,  an  + fan  no  es  divisible  por  a + fa  cuando  n es  par. 

5)  aD  + fan  nunca  es  divisible  por  a — fa,  ya  sea  n par  o impar. 

Siendo  n par  o impar,  para  que  an  + fan  sea  divisible  por  a — fa  es  nece- 
sario que  se  anule  al  sustituir  la  a por  4-  fa. 

Sustituyendo,  „■  + b-  a 6-  + (,•  = 26-. 

tenemos: 

No  se  anula;  luego,  an  4- fan  nunca  es  divisible  por  a — fa 

EJERCICIO  77 

Diga,  por  simple  inspeccidn,  si  son  exactas  las  divisiones  siguientes  y cn 
caso  negativo,  diga  cual  es  el  residuo: 


X®+1 

3. 

x«-l 

5 

a64-fa6 

Xs— 8 
y 

9. 

a#+32 

11. 

16a4— 81f>4 

x-1  ' 

x2+l‘ 

a*+fc2  ‘ ” 

x+2  ' 

a— 2 

2a4-3fa 

a4+64 

4. 

au+l 

6. 

xT-l 

x4— 16 

o 

10. 

x7— 128 

12. 

aax64-fa9 

a4-fa 

a- 1 

X-1  ’ 

x+2 

• x+2 

flx24-fas 

a“  it  b11 

Dl VISIB ILIDAD  DE  — 

a±b 


a — b 

an  +b“  . . , 

D 

siempre  es  divisible. 

2) 

es  divisible  si  n es  impar. 

a — b 

a -t-b 

a"  — b" 

a"  -4-bn 

3) 

f 

es  divisible  si  n es  par. 

4) 

nunca  es  divisible. 

a — b 

AU/ANMI/ 
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CLAUDIO  PTOLOMEO  <100-175  D.  C.)  El  mis  so- 
bresaliente  de  los  astronomos  dc  la  epoca  heLnistica. 
Nacido  en  Egipto,  confluence  de  dos  culturas,  Orien- 
te  y Occidente,  influyo  igualmente  sobre  ambas.  Su 
sistema  geocentrico  domino  la  Astronomia  durante 


catorce  siglos  hasta  la  apariciin  de  Copirnico.  Aunque 
es  mis  conocido  por  estos  trabajos,  fue  uno  de  los 
fundadores  de  la  Trigonometria.  Su  obra  principal,  el 
Almagesto,  en  que  se  abordan  cucstiones  cientificas, 
se  utilixo  en  las  universidades  hasta  el  siglo  XVIII. 


CAPITULO  VIII 

ECUACIONES  ENTERAS  Di  PRIMER  GRADO 
(ON  UNA  INCOGNITA 


IGUALDAD  es  la  expresi6n  de  que  dos  cantidades  o expresiones  al- 
gebraicas  tienen  el  mismo  valor. 


Ejemplos 


o = b + c. 


3 xr  = 4x  -f  1 5. 


(im)  ecuacion  es  una  igualdad  en  la  que  hay  una  o varias  cantidadcs 
desconocidas  llamadas  incognitas  y que  s61o  se  verifica  o es  verdadera 
para  determinados  valores  de  las  incognitas. 

Las  incognitas  se  represen  tan  por  las  ultimas  letras  del  alfabeto: 
x , y , z,  ut  v. 

As  i,  5x  + 2 = 17 


es  una  ecuacion,  porque  es  una  igualdad  en  la 
que  hay  una  incognita,  la  x,  y esta  igualdad  s61o 

se  verifica,  o sea  que  sblo  es  verdadera,  para  el  5(3) + 2 = 17,  o sea:  17  = 17. 
valor  x = 3.  En  efecto,  si  sustituimos  la  x por  3, 
tenemos: 


Si  damos  a x un  valor  distinto  de  3,  la  igualdad  no  se  verifica  o no  es 
verdadera. 
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La  igualdad  y2  — 5y  = — 6 es  una  ecuacidn  porque  es 
una  igualdad  que  sdlo  se  verifica  para  y=  2 e y = 3.  En  efec- 
to,  sustituyendo  la  y por  2,  tenemos: 


22  - 5(2)  = - 6 
4 - 10  =-6 
- 6 = — 6 


Si  hacemos  y = 3,  tenemos: 


3 2 - 5(3)  = — 6 
9-15  = — 6 
- 6 = — 6 


Si  damos  a y un  valor  distinto  de  2 6 3,  la  igualdad  no  se  verifica. 
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105  IDENTIDAD  es  una  igualdad  que  se  verifica  para  cualesquiera  valo- 
res  de  las  letras  que  entran  en  ella. 


A si, 


(a  — b) 2 ~(a  — b)(a  — b) 
a2  — m'2  = (a  + m)  (a  — m) 


son  identidades  porque  se  verifican  para  cualesquiera  valor  es  de  las  letras 
a y b en  el  primer  ejemplo  y de  las  letras  a y m del  segundo  ejemplo. 

El  signo  de  identidad  es  que  se  lee  “identico  a”.  ( x + y)2  = x2  + 2xy  + y2 

Asi,  la  identidad  de  (x  + y)2  con  x2  -f  2xy  + y2  se  escribe 
y se  lee  ( x + y)2  identico  a x2  -f  2xy  -f  yr 


1 06 ) MIEMBROS 

Se  llama  primer  miembro  de  una  ecuacibn  o de  una  identidad  a la 
expresion  que  estd  a la  izquierda  del  signo  de  igualdad  o identidad,  y se- 
gundo miembro,  a la  expresion  que  esti  a la  derecha. 

Asi,  en  la  ecuacibn  __  0 0 


el  primer  miembro  es  3x  — 5 y el  segundo  miembro  2x  — 3. 
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(107)  TERMINOS  son  cada  una  <fe  las  cantidades  que  est&n  conectadas  con 
otra  por  el  signo  4*  o — , o la  cantidad  que  esti  sola  en  un  miembro. 

Asi,  en  la  ecuacion 

3x  — 5 = 2x  — 3 


los  tbrminos  son  3x,  — 5,  2x  y — 3. 

No  deBen  confundirse  los  miembros  de  una  ecuacion  con  los  terminos 
de  la  misma,  error  muy  frecuente  en  los  alumnos. 

Miembro  y termino  son  equivalentes  solo  cuando  en  un  miembro  de 
una  ecuacibn  hay  una  sola  cantidad. 

Asi,  en  la  ecuacibn  _ , 0 

3x  = 2x  + 3 

tenemos  que  3x  es  el  primer  miembro  de  la  ecuacibn  y tainbien  es  un 
termino  de  la  ecuacibn. 
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108)CLASES  DE  ECUACIONES 

Una  ecuacion  num^rica  es  una  ecuaci6n  4x-5  = x + 4, 

que  no  tienc  mds  letras  que  las  incdgnitas,  como 
donde  la  linica  letra  es  la  incognita  x. 

Una  ecuacion  literal  es  una  ecuacidn 

que  adeinds  de  las  incognitas  tiene  otras  letras,  3x  + 2a  = 5b-bx. 

que  representan  cantidades  conocidas,  coma. 

Una  ecuacion  es  entera  cuando  ninguno  dc  sus  tlrminos  tiene  de- 
nominador  como  en  los  ejemplos  anteriores,  y es  fraccionaria  cuando  al- 
gunos  o todos  sus  terminos  tienen  denominador,  como 


109  GRADO  de  una  ecuacion  con  una  sola 

incognita  es  el  mayor  exponente  que  4x  — 6 = 3x  — 1 y ax  + b = b2x  + c, 
tiene  la  incognita  en  la  ecuacion.  Asi,  / 

son  ecuaciones  de  primer  grado  porque  el  mayor  exponente  de  x es  1. 


La  ecuacion  ..  e , * A 

x2  - 5x  + 6 = 0 

es  una  ecuacion  de  segundo  grado  porque  el  mayor  exponente  de  x es  2. 
Las  ecuaciones  de  primer  grado  se  llaman  ecuaciones  simples  o 1 incalcs. 


110  RAICES  0 SOLUCIONES  dc  una  ecuacion  son  los  valores  de  las  in- 
cognitas que  verifican  o satisfacen  la  ecuacidn,  es  decir,  que  sustitui- 
dos  en  lugar  de  las  incognitas,  convierten  la  ecuacidn  en  identidad. 

Asi,  en  la  ecuacion  _ - . _ 

5x  - 6 = 3x  + 8 

la  raiz  es  7 porque  haciendo  x = 7 se  tiene 

5(7)  - 6 = 3(7)  + 8,  o sea  29  = 29, 
donde  vemos  que  7 satisface  la  ecuacion. 

Las  ecuaciones  de  primer  grado  con  una  incdgnita  tienen  una  sola  raiz. 


RESOLVER  UNA  ECUACION  es  hallar  sus  raices,  o sea  el  valor  o los 
valores  de  las  incdgnitas  que  satisfacen  la  ecuacidn. 


m)  AXIOM  A FUNDAMENTAL  DE  LAS  ECUACIONES 

Si  con  cantidades  igualcs  se  verifican  operaciones  iguales  los  resulta- 
dos  seran  iguales. 
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REGLAS  QUE  SE  DERIVAN  DE  ESTE  AXIOMA 

) Si  a los  dos  miembros  de  una  ecuacibn  se  suma  una  misma  canti- 
dad,  positiva  o negativa,  la  igualdad  subsiste. 

2)  Si  a los  dos  miembros  de  una  ecuacibn  se  resta  una  misma  canti- 
dad, positiva  o negativa,  la  igualdad  subsiste. 

3)  Si  los  dos  miembros  de  una  ecuacion  se  multiplican  por  una  mis- 
ma cantidad,  positiva  o negativa,  la  igualdad  subsiste. 

4)  Si  los  dos  miembros  de  una  ecuacion  se  dividen  por  una  misma 
cantidad,  positiva  o negativa,  la  igualdad  subsiste. 

5)  Si  los  dos  miembros  de  una  ecuacion  se  elevan  a una  misma  po- 
tencia  o si  a los  dos  miembros  se  extrae  una  misma  raiz,  la  igualdad  subsiste. 

1 13;  LA  TRANSPOSICION  DE  TERMINOS  consiste  en  cambiar  los  termi- 
nos  de  una  ecuacion  de  un  miembro  al  otro. 

REGLA 

Cualquier  termino  de  una  ecuacibn  se  puede  pasar  de  un  miembro  a 
otro  cambiandole  el  signo. 

En  efecto: 

1)  Sea  la  ecuacibn  5x  = 2 a — b. 

Sumando  b a los  dos  miembros  de  esta  ecuacion,  la  igualdad  subsiste 

(Regia  1),  y tendremos: 

6 7 5x+b  = 2a-b+b 

y como  — b + b = 0,  queda 

5x  + b = 2 a 

donde  vemos  que  — 6,  que  estaba  en  el  segundo  miembro  de  la  ecuacion 
dada,  ha  pasado  al  primer  miembro  con  signo  +. 

2)  Sea  la  ecuacibn  3x  -f  b = 2a. 

Restando  b a los  dos  miembros  de  esta  ecuacibn,  la  igualdad  subsiste 

(Regia  2),  y tendremos: 

6 7 Zx  + b-b  = 2a-b 

y como  b — b = 0,  queda 
7 1 3x  = 2 a-b 

donde  vemos  que  4-  b , que  estaba  en  el  primer  miembro  de  la  ecuacibn 
dada,  ha  pasado  al  segundo  miembro  con  signo  — . 
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114  Terminos  iguales  con  signos  iguales  en  distinto  miembro  de  una 
ecuacion,  pueden  suprimirse. 

A $(,  cn  la  ecuacidn  , . _ , , 

x + b = 2a  + b 

tenemos  el  termino  b con  signo  + en  los  dos  miembros.  Este  ttfrmino  puede 
suprimirse,  quedando  ^ _ t>^ 

porque  equivale  a restar  b a los  dos  miembros. 

En  la  ecuacion  , 0 „ , _ 

ox  — x-  = 4x  — x2  + 0 

tenemos  el  termino  x2  con  signo-x-en  los  dos  miembros. 

Podemos  suprimirlo,  y queda 

5x  = 4x  + 5, 

porque  equivale  a sumar  x2  a los  dos  miembros. 


U5)  CAMBIO  DE  SIGNOS 

Los  signos  de  todos  los  terminos  de  una  ecuacion  se  pueden  cambiar 
sin  que  la  ecuacion  vane,  porque  equivale  a multiplicar  los  dos  miembros 
de  la  ecuacidn  por  — 1,  con  lo  cual  la  igualdad  no  varia.  (Regia  3). 

Asf,  si  en  la  ecuacidn  0 0 

— 2x  — 3 = x — 15 

multiplicamos  ambos  miembros  por  — 1,  para  lo  cual  hay  que  multi- 
plicar por  —1  todos  los  terminos  de  cada  miembro,  tendremos: 

2x  + 3 = - x + 15, 

que  es  la  ecuacion  dada  con  los  signos  de  todos  sus  terminos  cambiados. 


RESOLUCION  DE  ECUACIONES  ENTERAS  DE  PRIMER  GRADO 
CON  UNA  INCOGNITA 

116IREGLA  GENERAL 

1)  Se  efectuan  las  operaciones  indicadas,  si  las  hay. 

2)  Se  hace  la  transposicidn  de  terminos,  reuniendo  en  un  miembro 
todos  los  terminos  que  contengan  la  incdgnita  y en  el  otro  miembro  todas 
las  cantidades  conocidas. 

3)  Se  reducen  terminos  semejantes  en  cada  miembro. 

4)  Se  despeja  la  incdgnita  dividiendo  aml>os  miembros  de  la  ecuacion 
|>or  el  coeficiente  de  la  incognita. 
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( 1 ) Resolver  la  ecuacion  3x  — 5 = x 4-  3. 

Pasando  x al  primer  miembro  y — 5 al  segundo,  cam- 
biandoles  los  signos,  tenemos,  3x  — x = 3 + 5. 

terminos  semejantes: 

2x  = 8 

Despejando  x para  lo  cual  dividimos  los  dos  . ??- £ y simplificando  x = 4 R 

miembros  de  la  ecuacion  por  2,  tenemos:  2 2 H 

VERIFICACION 

La  verificacion  es  la  prueba  de  que  el  valor  obtenido  para  la  incognita  es 
correcto. 

La  verificacion  se  realiza  sustituyendo  en  los  dos  miembros  de  la  ecuacion 
dada  la  incognita  por  el  valor  obtenido,  y si  este  es  correcto,  la  ecuacion 
dada  se  convertira  en  identidad. 

3(4)  — 5 = 4 + 3 

Asl,  en  el  caso  anterior,  haciendo  x = 4 en  la  ecuacion  12  — 5 = 4 + 3 

dada  tenemos:  7 = 7. 

El  valor  x = 4 satisface  la  ecuacion. 

(2 ) Resolver  la  ecuacion:  35  — 22x  + 6 — 18/  = 14  — 30x  + 32. 

Pasando  — 30x  al  primer  miembro  y 35  y 6 al  segundo: 

- 22x  - 18x  + 30x  = 14  + 32-35-6. 

Reduciendo:  — lOx  = 5. 

Dividiendo  por  — 5:  2x  = — 1 

Despejando  x para  lo  cual  di- 
vidimos ambos  miembros  por  2: 

VERIFICACION 

Haciendo  x = — £ en  la  ecuacion  dada,  se  tiene: 

35-22(-i)  + 6-18(-i)  = 14-30(-i)  + 32 
35  + 11+6  + 9 = 14+15  + 32 
61  =61. 


8.  8x— 4+3x=7x+x+14. 

9.  8x+9— 12x=4x— 13— 5x. 

10.  5y+6y— 81=7y+102+65y. 

11.  16+7x— 5+x=llx— 3— x. 

12  3x+101—4x— 33=108— 16x— 100. 

13.  14— 12x+39x— 18x=256— 60x—657x. 

14.  8x— 15x— 30x— 51x=53x+31x— 172. 


» EJERCICIO  78 

Resolver  las  ecuaciones: 

1.  5x=8x— 15. 

2.  4x+l=2. 

3.  y— 5=3y— 25. 

4 5x+6=10x+5. 

& 9y— 11=— 10+12y. 

6.  21— 6x=27— 8x. 

7.  llx+5x— l=65x— 36. 


y 


x = -$.  R. 


Ejemplos 

Reduciendo 
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RESOLUCION  DE  ECUACIONES  DE  PRIMER  GRADO 
CON  SIGNOS  DE  AGRUPACION 


Ejemplos 


( 1 ) Resolver  3x  — (2x  — 1 ) = 7x  — (3  — 5x)  4-  (—  x 4- 
Suprimiendo  los  signos  de  agrupacion: 

3x  - 2x  4- 1 = 7x  - 3 4-  5x  - x 4-  24. 


Transponiendo: 

Reduciendo: 


~ - f-  - ft -~IC  t-l 
3x  — 2x  -7x-5x  + x = -3  + 24-  1. 

— lOx  = 20 


— 5— *•  «• 


(2)  Resolver  5x  4- { — 2x  4-  ( — x 4-  6)  =18—  — I7x  4*  6 — 3x  — 24 
Suprimiendo  los  parentesis  interiores: 

5x+{-2x-x  + 6f=18-'-7x-6-3x  + 24  } 

Suprimiendo  las  Naves: 

5x  — 2x  — x 4-  6 = 1 8 4-  7x  4-  6 4-  3x  — 24 
5x  — 2x  — x — 7x  — 3x  = 1 8 4-  6 — 24  — 6 
- 8x  = - 6. 


Multiplicando  por  — 1: 
Dividiendo  por  2: 


8x  = 6. 

4x  = 3. 
x = f.  R. 


§ 


EJERCICIO  79 

Resolver  las  siguientes  ecuaciones: 

1.  x— (2x+l)=8— (3x+3). 

2.  15x— 10=6x— (x+2)+(— x+3). 

3 (5-3x)-(-4x+6)=(8x+ll)-(3x-6). 

4 30x— (— x+6)+(— 5x+4)=  -(5x+6)+(-8+3x). 

5.  15x+(— 6x+5)— 2-(— x+3)=  -(7x+23)-x+(3-2x). 

6.  3x+[— 5x— (x+3)]=8x+(— 5x— 9). 

7.  16x-[3x-(6-9x)]=30x+[-(3x+2)-(x+3)]. 

8.  x-[5+3x— {5x-(6+x)^]=-3. 

9.  9x— (5x+l)~ {2+8x— (7x— 5)K9x=0 

10  71+[— 5x+(— 2x+3)]=25— [— (3x+4)— (4x+3)J. 

11.  3x+8— [— 15+6x— (— 3x+2)— (5x+4)]— 29  }•=  -5- 
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(117;RESOLUCION  DE  ECUACIONES  DE  PRIMER  GRADO 
CON  PRODUCTOS  INDICADOS 


Ejemplos 


( 1 ) Resolver  la  ecuacion 

10(x  — 9)  — 9(5  — 6x)  = 2 (4x  — 1)  + 5(1  + 2x). 
Efectuando  los  productos  indicados: 

lOx  - 90  - 45  + 54x  = 8x  - 2 + 5 + lOx. 


Suprimiendo  lOx  en  ambos 
miembros  por  ser  cantidades 
iguales  con  signos  iguales  en 
distintos  miembros,  queda: / 


90  - 45  4-  54x  = 8x  - 2 + 5 

54x-  8x  = -2  + 5 + 90  + 45 
46x=  138 

_ 138  _ 0 D 

X--IT-3-  R- 


VERIFICACION 

10(3  — 9)  — 9(5  — 18)  =2(12  — 1 ) + 5(1  +6) 
Haciendo  x = 3 en  la  10(  — 6)  — 9(  — 13)  = 2(ll)  + 5(7) 

ecuacion  dada,  se  tiene:  — > — 60  + 1 17  = 22  + 35 

57  = 57. 

x = 3 sotisfoce  la  ecuacion. 


(2)  Resolver  4x  — (2x  + 3)  (3x  — 5)  = 49  — ( 6x  — 1 ) (x  — 2). 


Efectuando  los  productos  indicados: 


(2x  + 3)  (3x  — 5)  = 6x2  — x — 15 
(6x  — 1 ) ( x — 2 ) = 6x2  — 1 3x  + 2. 


El  signo  — delante  de  los  productos  indicados  en  cada  miembro  de  la  ecua- 
cion nos  dice  que  hay  que  efectuar  los  productos  y combiar  el  signo  a coda 
uno  de  sus  terrain  os;  luego  una  vez  efectuados  los  productos  los  introducimos 
en  parentesis  precedidos  del  sign o — y tendremos  qu^  la  ecuacion  dada  se 
convierte  en: 


4x  - (6x2  - x - 15)  = 49  - (6x2  — 13x  + 2) 


Suprimiendo  los  parentesis:  — * 


4x  - 6x2  + x + 15  = 49  — 6x2  + 13x  -2 
4x  + x — 13a  =49  — 2 — 1 5 
- 8x  = 32 
x = - 4.  R. 


(3)  Resolver  (x  + lj(x  — 2)  — (4x  — 1 ) (3x  + 5 ) — 6 = 8x  — 11  (x  — 3)(x  + 7 ). 
Efectuando  los  productos  indicados: 

x2  - x - 2 - ( 1 2x2  + 1 7x  - 5 ) - 6 = 8x  - 1 1 ( x2  + 4x  - 21 ) 
Suprimiendo  los  parentesis: 

x2  - x - 2 - 12x2  - 17x  + 5 - 6 = 8x  - 1 lx2  - 44x  + 231. 

En  el  primer  miembro  tene-  — x 
mos  x2  y — 12x2  que  reduci-  — x 
dos  dan  — 1 1 x2,  y como  en  el 
segundo  miembro  hay  otro 
— 11  x2,  los  suprimimos  y 
queda:  —/ 


- 2 - 17x  + 5 - 6 = 8x  - 44x  + 231 

— 17x  — 8x  + 44x  =231+2-5  + 6 

18x  =234 


» LOR 


,1.00*  a 
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(4>  Resolver  (3x  - 1 f - 3(2*  4-  3)2  4-  42  = 2x|- * - 5)  - (x  - 1 )*. 
Desorrollondo  los  cuadrados  de  los  binomios: 

9x2  — 6x  + 1 — 3(4x2  4-  12x  + 9)  + 42  ='2x{-  x - 5)  - (x2  - 2x  4-  1 ) 
Suprimiendo  los  parentesis:  ' 

9x2  - 6x  4-  1 - 12x2  - 36x  - 27  4-  42  = - 2x2  - 10*  - x2  + 2x  - 1 
- 6x  - 36x  + lOx  - 2x  = - 1 - 1 + 27  - 42 
- 34x  = - 17 
34x  = 17 


EJERCICIO  80 

Resolver  las  siguientes  ecuaciones: 

1.  x4-3(x-l)=6-4(2x4-3). 

2.  5(x-l)4-lG(2x4-3)=3(2x-7)-x. 

3.  2(3x4-3)— 4(5x— 3)=x(x— 3)— x(x4-5). 

4.  184— 7(2x4-5)=3014-6(x— 1)— 6. 

5.  7(18— x)— 6(3— 5x)=  -(7x+9)-3(2x+5)-12. 

6 3x(x— 3)4-5(x4-7)-x(x4-l)— 2(x24-7)4-4=0. 

7 — 3(2x +7)+(— 5x+6)— 8(1— 2x)—(x — 3)=0. 

8.  (3x— 4)(4x— 3)=(6x— 4)(2x— 5). 

9.  (4-5x)(4x-5)=(10x-3)(7-2x). 

10.  (x+ 1 )(2x+5)=(2x+ 3)(x-4)+5. 

11.  (x— 2)2— (3— x)2=l. 

12.  14— (5x— 1)(2x4-3)=17— (10x4-l)(x— 6). 

13.  (x— 2)24-x(x— 3)=3(x4-4)(x— 3)— (x4-2)(x— 1)4-2. 

14.  (3x—  1 )2— 5(x— 2)— (2x4-3)2— (5x4-2)(x— 1)=0. 

15.  2(x— 3)2— 3(x4-l)24-(x— 5)(x— 3)4-4(x2— 5x4-l)=4x2— 12. 

16  5(x— 2)2— 5(x4-3)24-(2x— 1)(5x4-2)— 10x2=0. 

17.  x2— 5x  4-1 5=x(x— 3)— 144-5(x— 2)4-3(13— 2x). 

18.  3(.r)x-6)(3x4-2)—6(3x4-4)(x—l)— 3(9x4- l)(x—2)=0. 

19.  7(x— 4)2— 3(x4-5)2=4(x4-l)(x— 1)— 2. 

20.  5(1— x)2— 6(x2— 3x— 7)=x(x— 3)—  2x(x4-5)-2. 


•-  EJERCICIO  81 


MISCELANEA 


Resolver  las  siguientes  ecuaciones: 

1.  14x— (3x— 2)— [5x4-2— (x— 1)]=0. 

2.  (3x-7)2—5(2x4-l)(x—2)=—x2—[— (3x4-1)]. 

3.  6x— (2x4-1)=  -(  — 5x -)-[—(— 2x—l)] ). 

4.  2x+3(— x2— 1)=  3x24-2(x— 1)— 3(x4-2)  ). 

5.  x2— {3x4-[x(x4-l)  4-4(x2— 1)— 4x2]  )=0. 

6.  3(2x4-l)(-x4-3)-(2x4-5)2=  -[-{  -3(x4-5)  )4-  10x2]. 

7.  (x4-l)(x4-2)(x— 3)=(x— 2)(x4-l)(x4-l). 

8.  (x4-2)(x4-3)(x—l)=(x4-4)(x4-4)(x— 4)4-7. 

9.  (x4-l)3— (x— l)8=6x(x— 3). 

10  3(x-2)2(x4-5)=3(x4-l)2(x— 1)4-3. 


DIOFANTO  (325-409  D.  C.)  Famoso  matematico 
griego  perteneciente  a la  Escucla  do  Alejandria.  Sc 
le  tenia  hasta  hace  poco  como  el  fundador  del  Alge- 
bra, pero  se  sabe  hoy  que  los  babilonios  y caldcos 
no  ignoraban  ninguno  de  los  problemas  que  abordo 


Diofanto.  Fue,  sin  embargo,  el  primero  en  enunciar 
una  tcoria  clara  sobre  las  ecuaciones  dc  primer  gra- 
do.  Tambien  ofrccio  la  formula  para  la  resolu- 
cion  de  las  ecuaciones  de  segundo  grado.  Sus  obras 
ejercieron  una  considerable  influencia  sobre  Vifete. 


CAPITULO  |X 

PROBLEMAS  SOBRE  ECUACIONES  ENTERAS  DE 
PRIMER  GRADO  CON  UNA  INCOGNITA 


La  suma  de  las  edades  de  A y 
que  A.  Hallar  am  has  edades. 


B es  84  anos,  y B tiene  8 anus  menos 


Sea  x = edadde/L 


Como  B tiene  8 anos  x — 8 = edad  de  B. 

menos  que  A: 

La  suma  de  ambas  edades  es  84  anos;  x 4-  x — 8 = 84. 

luego,  tenemos  la  ecuacion:  / ■■ 


Resol  viendo:  x 4-  x = 84  4-  8 

2x  = 92 


x = = 46  anos,  edad  dc  A . R. 

La  edad  de  B sera:  x — • 8 = 46  — 8 = 38  anos.  R. 

La  verificacion  en  los  problemas  consiste  en  ver  si  los  resultados  obte- 
nidos  satisfacen  las  condiciones  del  problema. 

As(,  en  este  caso,  hemos  obtenido  que  la  edad  de  B es  28  anos  y la 
de  A 4.6  anos;  luego,  se  cumple  la  condition  dada  en  el  problema  de  que 
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B tiene  8 anos  menos  que  A y ambas  edadcs  suman  48  + 38  = 84  anos,  que 
es  la  otra  condicibn  dada  en  el  problema. 

Luego  los  resultados  obtenidos  satisfacen  las  condiciones  del  problema. 

yl19,Pague  $87  por  un  libro,  un  traje  y un  sombrero.  El  sombrero  cos- 
tb $5  mbs  que  el  libro  y $20  menos  que  el  traje.  <jCuanto  pague  por 
cada  cosa? 

Sea  x = precio  del  libro. 

Como  el  sombrero  costb  $5  x + 5 = precio  del  sombrero. 

mis  que  el  libro: /" 

El  sombrero  costb  $20  menos  que 
el  traje;  luego  el  traje  costb  $20  mis 

que  el  sombrero*  

Como  todo  costb  $87.  la  suma  de  los  precios 
del  libro,  traje  y sombrero  tiene  que  ser  igual 

a $87;  luego,  tenemos  la  ecuacibn: / 

Resolviendo:  3x  + 30  = 87 

3x  = 87  - 30 
3x  = 57 


x + 5 + 20  = x + 25  = precio  del  traje. 


x + x + 5 + x + 25  = 87. 


x = "-  = $19,  precio  del  libro.  R. 

x + 5 =19  + 5=  $24,  precio  del  sombrero.  R. 

x + 25  = 19  + 25=  $44,  precio  del  traje.  R. 


120  La  suma  de  ties  numeros  enteros  consecutivos  es  156. 
meros 


Mallai  los  mi- 


Sea  x = numero  menor 

x + 1 = numero  infermedio 
x + 2 = numero  mayor. 

Como  la  suma  de  los  tres  numeros  x + x + l + x + 2 = 156. 

c s 156,  sc  tiene  la  ecuacibn  

Resolviendo:  3x  + 3 = 156 

3x  = 156  — 3 
3x  = 153 


x = — — =51,  numero  menor.  R. 
x + 1 = 51 + 1 = 52,  numero  intermedio.  R. 
x + 2 = 51 +2  = 53,  numero  mayor.  R. 

NOTA 

Si  designamos  por  x el  numero  mayor,  el  numero  intermedio  seria 
x — 1 y el  menor  x — 2. 

Si  designamos  por  x el  numero  intermedio,  el  mayor  seria  x + 1 y el 
inenor  x — 1. 


r 6 
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m-  EJERCICIO  82 

1.  La  suma  de  dos  numeros  es  106  y el  mayor  excede  al  menor  cn  8.  Hallar 
los  numeros. 

2.  La  suma  de  dos  numeros  es  540  y su  diferencia  32.  Hallar  los  numeros. 

3.  Entre  A y B tienen  1154  bolivares  y B tiene  506  menos  quc  A.  ^Cuanto 
tiene  cada  uno? 

4.  Dividir  el  numero  106  en  dos  partes  tales  que  la  mayor  exceda  a la  me- 
nor en  24. 

5.  A tiene  14  anos  menos  que  B y ambas  edades  suman  56  anos.  <jQu£  edad 
tiene  cada  uno? 

6.  Repartir  1080  soles  entre  A y B de  modo  que  A reciba  1014  mis  que  B. 

7.  Hallar  dos  numeros  enteros  consecutivos  cuya  suma  sea  103. 

8.  Tres  numeros  enteros  consecutivos  suman  204.  Hallar  los  numeros. 

9.  Hallar  cuatro  numeros  enteros  consecutivos  cuya  suma  sea  74. 

10.  Hallar  dos  niimeros  enteros  pares  consecutivos  cuya  suma  sea  104. 

11.  Hallar  tres  numeros  enteros  consecutivos  cuya  suma  sea  186. 

12.  Pagu^  $325  por  un  caballo,  un  coche  y sus  arreos.  El  caballo  costd  $80 

mas  que  el  coche  y los  arreos  $25  menos  que  el  coche.  Hallar  los  precios 

respectivos. 

13.  La  suma  de  tres  numeros  es  200.  El  mayor  excede  al  del  medio  en  32 
y al  menor  en  65.  Hallar  los  numeros. 

14  Tres  cestos  contienen  575  manzanas.  El  primer  cesto  tiene  10  manzanas 
mis  que  el  segundo  y 15  mds  que  el  tercero.  ^Cuantas  manzanas  hay  en 
cada  cesto? 

15.  Dividir  454  en  tres  partes  sabiendo  que  la  menor  es  15  unidades  menor 
que  la  del  medio  y 70  unidades  menor  que  la  mayor. 

16-  Repartir  310  sucres  entre  ires  personas  de  modo  que  la  segunda  reciba  20 
menos  que  la  primera  y 40  mas  que  la  tercera. 

17.  La  suma  de  las  edades  de  tres  personas  es  88  anos.  La  mayor  tiene  20 
anos  nuis  que  la  menor  y la  del  medio  18  anos  menos  que  la  mayor. 
Hallar  las  edades  respectivas. 

18.  Dividir  642  en  dos  partes  tales  que  una  exceda  a la  otra  en  36. 


La  edad  de  A es  doble  que  la  de  B,  y ambas  edades  suman  36  anos. 
Hallar  ambas  edades. 

Sea  x = edad  de  B. 


Como,  segun  las  conditioner  la  edad  de  A 
es  doble  que  la  de  Bf  tendremos:  

Como  la  smna  de  ambas  edades  es  36  anos, 
se  tiene  la  ecuacion:  _ 


2x  = edad  de  A. 

/ 


x + 2x  = 36. 

/ 


Resolviendo: 


3x  = 36 

x = 12  anos,  edad  de  B.  R. 
2x  = 24  anos,  edad  de  A.  R. 
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122  Se  ha  comprado  un  coche,  un  caballo  y sus  arreos  por  $350.  El  coche 
costo  el  triplo  dc  los  arreos,  y el  caballo,  el  doble  de  lo  que  cost6  el 
coche.  Hallar  el  costo  de  los  arreos,  del  coche  y del  caballo. 


Sea  x = costo  de  los  arreos. 

Como  el  coche  cost6  el  triplo  de  los  arreos:  3x  = costo  del  coche. 
Como  el  caballo  costo  el  doble  del  coche:  6x=  costo  del  caballo. 


Como  los  arreos,  el  coche  y el  caballo  x 4-  3x  + 6x  = 350. 

costaron  $ 350,  se  tiene  la  ecuacidn: 

Resolviendo:  lOx  = 350 


x=  -jjp  = $ 35,  costo  de  los  arreos.  R. 
3x  = 3 XS35  = $105,  costo  del  coche.  R. 

6x  = 6 X$35  = $210,  costo  del  caballo.  R. 


123  Repartir  180  bohvares  entre  A,  B y C de  modo  que  la  parte  de  A sea 
la  mitad  de  la  de  B y un  tercio  de  la  de  C. 

Si  la  parte  de  A es  la  mitad  de  la  de  B,  la  parte  de  B es  doble  que 
la  de  A ; y si  la  parte  de  A es  un  tercio  cle  la  de  C,  la  parte  de  C es  el  tri- 
plo de  la  de  A.  Entonces,  sea: 

x = parte  de  A . 

2x  = parte;de  B. 

3x  = parte  de  C. 


Como  la  cantidad  repartida  es  bs.  180,  la  suma 
de  las  partes  de  cada  uno  tiene  que  ser  igual  a x 4 2x  + 3x  = 180. 
bs.  180;  luego,  tendremos  la  ecuacion: 


Resolviendo:  6x  = 180 


x = — jj-  = bs.  30,  parte  de  A-  R. 
2x  = bs.  60,  parte  de  B.  R. 
3x=bs.  90,  parte  de  C.  R. 


m-  EJERCICIO  83 


1.  La  cdad  de  Pedro  es  el  triplo  de  la  de  Juan  y ambas  edades  suman  40 
aiios.  Hallar  ambas  edades. 

2.  Se  ha  comprado  un  caballo  y sus  arreos  por  $600.  Si  el  caballo  cost6 
4 veces  los  arreos,  ^cuinto  cost6  el  caballo  y cuanto  los  arreos? 

3.  En  un  hotel  de  2 pisos  hay  48  habitaciones.  Si  las  habitaciones  del  segundo 
piso  son  la  mitad  de  las  del  primero,  ^cuAntas  habitaciones  hay  en  cada 
piso? 

4.  Repartir  300  colones  entre  A,  B y C de  modo  que  la  parte  de  B sea 
doble  que  la  de  A y la  de  C el  triplo  de  la  de  A. 

5.  Repartir  133  sucres  entre  A,  B y C dc  modo  que  la  parte  de  A sea  la 
aitad  de  la  de  B y la  de  C doble  de  la  de  B. 
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6 El  mayor  tie  dos  numeros  es  6 veces  el  nienor  y am  bos  numeros  suman 
147.  Hallar  los  numeros. 

7.  Repartir  140  quetzales  entre  A,  B y C tie  modo  que  la  parte  de  B sea  la 
mitad  de  la  de  A y un  cuarto  de  la  de  C. 

8.  Dividir  el  numero  850  en  ires  partes  de  modo  que  la  primera  sea  el 
cuarto  de  la  segunda  y el  quinto  de  la  tercera. 

9.  El  duplo  de  un  numero  equivale  al  numero  aumentado  en  111.  Ilallar  el 
numero. 

10  La  edad  de  Maria  es  el  triplo  de  la  de  Rosa  mas  quince  aiios  y ambas 
edatles  suman  59  aiios.  Hallar  ambas  edades. 

11.  Si  un  numero  se  multiplica  por  8 el  resultado  es  el  numero  aumentado 
en  21.  Hallar  el  numero. 

12  Si  al  triplo  de  mi  edad  anado  7 aiios,  tendria  100  aiios.  <>Que  edad  tengo? 
13.  Dividir  90  en  tres  partes  tales  que  la  primera  sea  el  triplo  de  la  segunda 
y la  tercera  igual  a la  suma  de-  la  primera  y la  segunda. 

14  La  edad  tie  Enrique  es  la  mitad  de  la  tie  Pedro;  la  de  fuan  el  triplo 
de  la  de  Enrique  y la  de  Eugenio  el  doble  de  la  de  (nan.  Si  las  cuatro 
edades  suman  132  aiios,  <{qu£  edad  tiene  cada  uno? 

124  La  suma  de  las  edades  de  A,  B y C es  69  aiios.  La  edad  de  A es  doble 
que  la  de  B y 6 aiios  mayor  que  la  de  C.  Hallar  las  edades. 

Sea  x = edad  de  B. 

2x  = edad  de  A . 

Si  la  edad  de  A es  6 aiios  mayor  que  la  de 
menor  que  la  de  A ; luego,  2x-6  = edad  de  C. 

Como  las  tres  edades  suman  69  aiios, 
tendremos  la  ecuacidn 

Resolviendo:  5x  — 6 = 69 

5x  = 69  + 6 
5x  = 75 

x = — = lo  anos, 

5 

2x  = 30  aiios, 

2x  — 6 = 24  aiios, 

EJERCICIO  84 

Dividir  254  en  tres  partes  tales  que  la  segunda  sea  el  triplo  de  la  primera 
y 40  unidades  mayor  que  la  tercera. 

Entre  A.  B y C tienen  130  balboas.  C tiene  el  doble  de  lo  que  tiene  A y 
15  balboas  menos  que  B.  ;Cuanto  tiene  cada  uno? 

La  suma  de  tres  numeros  es  238.  El  primero  excede  al  duplo  del  segundo 
en  8 y al  tercero  en  18.  Hallar  los  numeros. 

Se  ha  comprado  un  traje,  un  bastdn  y un  sombrero  por  $259.  El  traje 
cos  to  8 veces  lo  que  el  sombrero  y el  baston  $30  menos  que  el  traje. 
Hallar  los  precios  respectivos. 


C,  la  edad  de  C es  6 aiios 


x 4“  2x  4*  2x  — 6 


edad  de  B. 
edad  de  A . 
edad  de  C. 


R. 

R. 

R. 


= 69. 
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5.  La  suma  de  ires  nuineros  es  72.  El  scgundo  es  £ del  lercero  y el  priinero 
excede  al  tercero  en  6.  Hallar  los  numeros. 

6.  Entre  A y B tienen  99  bolivares.  La  parte  de  B excede  al  triplo  de  la 
de  A en  19.  Hallar  la  parte  de  cada  uno. 

7.  Una  varilla  de  74  cm  de  longitud  se  ha  pintado  de  azul  y bianco. 
La  parte  pintada  de  azul  excede  en  14  cm  al  duplo  de  la  parte  pintada 
de  bianco.  Hallar  la  longitud  de  la  parte  pintada  de  cada  color. 

8.  Repartir  $152  entre  A,  B y C de  modo  que  la  parte  de  B sea  $8  menos 
que  el  duplo  de  la  de  A y $32  inds  que  la  de  C. 

9 El  exceso  de  un  numero  sobre  80  equivale  al  exceso  de  220  sobre  el 
duplo  del  numero.  Hallar  el  numero. 

10.  Si  me  pagaran  60  sucres  tendria  el  doble  de  lo  que  tengo  ahora  mis  10 
sucres.  ^Cudnto  tengo? 

11.  El  asta  de  una  bandera  de  9.10  m de  altura  se  ha  partido  en  dos.  La 
parte  separada  tiene  $0  cm  menos  que  la  otra  parte.  Hallar  la  longitud 
de  ambas  partes  del  asta. 

12.  Las  edades  de  un  padre  y su  hi  jo  suman  83  anos.  La  edad  del  padre 
excede  en  3 anos  al  triplo  de  la  edad  del  hijo.  Hallar  ambas  edades. 

13.  En  una  eleccidn  en  que  habia  3 candidatos  A>  B y C se  emitieron  9000 
votos.  B obtuvo  500  votos  menos  que  A y 800  votos  mas,  que  C.  <*Cuantos 
votos  obtuvo  el  candidato  triunfante? 

14  El  exceso  de  8 veces  un  numero  sobre  60  equivale  al  exceso  de  60  sobre 
7 veces  el  numero.  Hallar  el  numero. 

15  Pregumado  un  hombre  por  su  edad,  responde:  Si  al  doble  de  mi  edad 
se  quitan  17  anos  se  tendria  lo  que  me  lalta  para  tener  100  anos.  <>Que 
edad  tiene  el  hombre? 


125  Dividir  85  en  dos  partes  tales  que  el  triplo  de  la  parte  menor  equi- 
valga  al  duplo  de  la  mayor. 

Sea  x = la  parte  menor. 

Tendremos:  85  — x = la  parte  mayor. 

El  problema  me  dice  que  el  triplo  de  la  parte 
menor,  3x,  equivale  al  dliplo  de  la  parte  mayor, 

2(85  — x);  luego,  tenemos  la  ecuacion  


3x  = 2(85  - x). 

7 


Resolviendo:  3x  = 170  — 2x 

3x  + 2x  = 170 
5x  = 170 

x = -7—  = 34,  parte  menor. 

85  — x = 85  — 34  = 51,  parte  mayor. 


R. 

R. 


126  1 


126  Entre  A y B tienen  581.  Si  A pierde  536,  el  duplo  de  lo  que  le  que- 
da  equivale  al  triplo  de  lo  que  tiene  B ahora.  ^Cuanto  tiene  cada  uno? 

Sea  x = numero  de  pesos  que  tiene  A . 

81  — x'=  numero  de  pesos  que  tiene  B. 
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Si  A pierde  $36,  se  queda  con  $(x  — 36)  y el  duplo 
de  esta  cantidad  2(x  — 36)  equivale  al  triplo  de  lo  que 
riene  B ahora.  o sea,  al  triplo 

la  ecuacion:  


Resolviendo: 


2x  - 72  = 243  - 3x 
2x  + 3x  = 243  + 72 
5x  = 315 


x=  ~y~  =$63,  lo  que  tiene  A.  R. 
81  — x = 81  — 63  = $18,  lo  que  tiene  B.  R. 


» EJERCICIO  85 

1.  La  suma  de  dos  numeros  es  100  y el  duplo  del  mayor  equivale  al  triplo 
del  menor.  Hallar  los  numeros. 

2.  Las  edades  de  un  padre  y su  hijo  suman  60  ahos.  Si  la  edad  del  padre 
se  disminuyera  en  15  afios  se  tendria  el  doble  de  la  edad  del  hijo.  Hallar 
ambas  edades. 

3.  Dividir  1080  en  dos  partes  tales  que  la  mayor  disminuida  en  132  equi- 
valga  a la  menor  aumentada  en  100. 

4.  Entre  A y B tienen  150  soles.  Si  A pierde  46,  lo  que  le  queda  equivale 
a lo  que  tiene  B.  ^Cuanto  tiene  cada  uno? 

5.  Dos  angulos  suman  180°  y el  duplo  del  menor  excede  en  45°  al  mayor. 
Hallar  los  angulos. 

6.  La  suma  de  dos  numeros  es  540  y el  mayor  excede  al  triplo  del  menor 
en  88.  Hallar  los  numeros. 

7.  La  diferencia  de  dos  numeros  es  36.  Si  el  mayor  se  disminuye  en  12. 
se  tiene  el  cuadruplo  del  menor.  Hallar  los  numeros. 

8.  Un  perro  y su  collar  han  costado  $54,  y el  perro  cosU)  8 veces  lo  que 
el  collar.  <rCuanto  costo  el  perro  y cudnto  el  collar? 

9.  Entre  A y B tienen  $84.  Si  A pierde  $16  y B gana  $20,  ambos  tienen  lo 
mismo.  <*Cuanto  tiene  cada  uno? 

10  En  una  clase  hay  60  alumnos  entre  jdvenes  y senoritas.  El  numero  de 
senoritas  excede  en  15  al  duplo  de  los  jdvenes.  ^Cuantos  j6venes  hay  en 
la  clase  y cuantas  senoritas? 

11  Dividir  160  en  dos  partes  tales  que  el  triplo  de  la  parte  menor  disminuido 
en  la  parte  mayor  equivalga  a 16. 

12  La  suma  de  dos  numeros  es  506  y el  triplo  del  menor  excede  en  50  al 
mayor  aumentado  en  100.  Hallar  los  numeros. 

13  Unaestilografica  y un  lapicero  han  costado  18  bolfvares.  Si  la  estilogrifica 
hubiera  costado  6 bolivares  mends  y el  lapicero  4 bolivares  mas,  habrian 
costado  lo  mismo.  <;Cuanto  costo  cada  uno? 

14.  Una  varilia  de  84  cm  de  longitud  esta  pintada  de  rojo  y negro.  La 
parte  roja  es  4 cm  menor  que  la  parte  pintada  de  negro.  Hallar  la 
longitud  de  cada  parte. 
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127  La  edad  de  A es  doble  que  la  de  B y hace  15  anos  la  edad  de  A era 
el  triplo  de  la  de  B.  Hallar  las  edades  actuates. 

Sea  x = numcro  de  anos  que  tienc  B ahora. 

2x  = numero  de  anos  que  tiene  A ahora. 


Hace  lf>  anos,  la  edad  de  A era  2x  — 15  anos  v la 
edad  de  B era(x  — 15)anos  y como  el  problema  me  dice 
que  la  edad  de  A hace  15  anos*  (2x  — 15,)  era  igual  al  2x  — 15  = 3(x  — 15). 
triplo  de  la  edad  de  B hace  15  anos  o sea  el  triplo 
dc  x — 15,  tendremos  la  ecuacion: 


Resolviendo:  2x  — 15  = 3x  — 45 

2x  — 3x  = — 45  + 15 
- x = - 30 

x = 30  anos,  edad  actual  de  B.  R. 
2x  = 60  anos,  edad  actual  de  A.  R. 


128  La  edad  de  A es  el  triplo  de  la  de  B y dentro  de  20  anos  sera  el  doble. 
Hallar  las  edades  actuates. 

Sea  x = numero  de  anos  que  tiene  B ahora. 

3x  = numero  de  anos  que  tiene  A ahora. 

Dentro  de  20  anos,  la  edad  de  A sera  (3x -f  20)  anos 
y la  de  B seri(x  + 20)anos.  El  problema  me  dice  que  la 
edad  de  A dentro  de  20  anos,  3x  + 20,  seri  igual  al  doble  3x-f20  = 2(x4-20). 

de  la  edad  de  B dentro  de  20  anos,  o sea,  igual  al  doble 

de  x -f  20;  luego,  tendremos  la  ecuacion 

Resolviendo:  3x  4-  20  = 2x  -f  40 

3x  - 2x  = 40  - 20  • 

x = 20  anos,  edad  actual  de  B . R. 

3x  = 60  anos,  edad  actual  de  A . R. 

» EJERCICIO  86 

1.  La  edad  actual  de  A es  doble quela  de  B , y hace  10  anos  la  edad  de  A 
era  el  triplo  de  la  de  B.  Hallar  las  edades  actuales. 

2 La  edad  de  A es  triple  que  la  de  B y dentro  de  5 anos  sera  el  doble. 
Hallar  las  edades  actuales. 

3 A tiene  doble  dinero  que  B.  Si  A pierde  $10  y B pierde  $5,  /!tcndra$20 
inis  que  B.  ^Cudnto  tiene  cada  uno? 

4.  A tiene  la  mi  rad  de  lo  que  tiene  B.  Si  A gana  66  coloncs  y B pierde  00, 
A tendra  el  doble  de  lo  que  le  quede  a B.  ;Cu;into  tiene  cada  uno? 

5.  En  una  clase  cl  numcro  de  senoritas  es  J del  numero  de  varones.  Si 
ingresaran  20  senoritas  y dejaran  de  asistir  10  varones,  habria  (>  senoritas 
mas  que  varones.  rCaiantos  varones  hay  y cuantas  senoritas? 
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6.  La  edad  de  un  padre  es  el  triplo  de  la  edad  de  su  hijo.  La  edad  que 
tenia  el  padre  hace  5 ahos  era  el  duplo  de  la  edad  que  tendra  su  hijo 
dentro  de  10  ahos.  Hallar  las  edades  actuales. 

7 La  suma  de  dos  numeros  es  85  y el  numero  menor  aumentado  en  36 
equivale  al  doble  del  mayor  disminuido  en  20.  Hallar  los  numeros. 

8 Enrique  tiene  5 veces  lo  que  tiene  su  hermano.  Si  Enrique  le  diera  a 
su  hermano  50  cts.,  ambos  tendrian  lo  mismo.  <?Cudnto  tiene  cada  uno? 

9.  Un  colono  tiene  1400  sucres  en  dos  bolsas.  Si  de  la  bolsa  que  tiene  mas 

dinero  saca  200  y los  pone  en  la  otra  bolsa,  ambas  tendrian  igual  cantidad 

de  dinero.  <iCudnto  tiene  cada  bolsa? 

10.  El  niimero  de  dias  que  ha  trabajado  Pedro  es  4 veces  el  numero  de 
dias  que  ha  trabajado  Enrique.  Si  Pedro  hubiera  trabajado  15  dias  menos 
y Enrique  21  dias  mds,  ambos  habrian  trabajado  igual  numero  de  dias. 
<*Cudntos  dias  trabajb  cada  uno? 

11.  Hace  14  ahos  la  edad  de  un  padre  era  el  triplo  de  la  edad  de  su  hijo 
y ahora  es  el  doble.  Hallar  las  edades  respectivas  hace  14  ahos.  . 

12  Dentro  de  22  ahos  la  edad  de  Juan  sera  el  doble  de  la  de  su  hijo  y actual- 
mente  es  el  triplo.  Hallar  las  edades  actuales. 

13  Entre  A y B tienen  $84.  Si  A gana  $80  y B gana  $4,  A tendrd  el  triplo 

de  lo  que  tenga  B . <jCuanto  tiene  cada  uno? 

129  Un  hacendado  ha  com prado  doble  numero  de  vacas  que  de  bueyes. 

Por  cada  vaca  pago  $70  y por  cada  buey  $85.  Si  el  importe  de  la  com- 
pra  fue  de  $2700,  <jcuantas  vacas  compro  y cudntos  bueyes? 

Sea  x = numero  de  bueyes. 

2x  = numero  de  vacas. 

Si  se  ban  com  prado  x bueyes  y cada  buey  costo  $85, 
los  x bueyes  costaron  $85x  y si  se  ban  com  prado  2x  vacas 

y cada  vaca  costo  $70,  las  2x  vacas  costaron  $70x2x  = $140x.  85x  + 140x  = 2700. 

Como  el  importe  total  de  la  compra  ha  sido  $2700,  ten- 
dremos  la  ecuacion:  ____ 

Resolviendo:  225x  = 2700 

x = = 12,  numero  de  bueyes.  R. 

2x  = 2 X 12  = 24,  numero  de  vacas.  R. 


1 30  Se  han  comprado  96  aves  entre  gallinas  y palomas.  Cada  gallina  cos- 


to 80  cts.  y cada  paloma  65  cts.  Si  el  importe  de  la  compra  ha  sido 


$69.30,  ^cuantas  gallinas  y cuantas  palomas  se  han  comprado? 


Sea  x = numero  de  gallinas. 

96  — x = numero  de  palomas. 

Si  se  han  comprado  x gallinas  v cada  gallina  costb  80  cts.,  las  x galli- 
nas costaron  80x  cts. 
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Si  se  han  comprado  96  — x palomas  y cada  paloma  costd  65  cts.,  las 
96  — x palomas  costaron  65(96  — x)  cts. 

Coino  cl  importe  total  de  la  compra  fue  80x  + 65(96  — x)  = 6930. 

$69.30,  o sea  6930  cts.,  tendremos  la  ecuacidn: / 

Resolviendo:  80x  -f  6240  — 65x  = 6930 

80x  - 65x  = 6930  - 6240 
15x  = 690 

x = =46,  numero  de  gallinas.  R. 

96  — x = 96  — 46  = 50,  numero  de  palomas.  R. 


» EJERCICIO  87 

1.  Comprd  doble  numero  de  sombreros  que  de  trajes  por  702  balboas.  Cada 
sombrero  costo  2 y cada  traje  50.  <jCudntos  sombreros  y cudntos  trajes 
comprd? 

2.  Un  hacendado  comprd  caballos  y vacas  por  40000  bob vares.  Por  cada  ca- 
ballo  pago  600  y por  cada  vaca  800.  Si  comprd  6 vacas  menos  que  caballos, 
<*cudntas  vacas  y cudntos  caballos  comprd? 

3.  Un  padre  pone  16  problemas  a su  hijo  con  la  condicidn  de  que  por  cada 
problema  que  resuelva  el  muchacho  recibira  12  cts.  y por  cada  problema 
que  no  resuelva  perderd  5 cts.  Despuds  de  trabajar  en  los  16  problemas 
el  muchacho  recibe  73  cts.  ^Cudntos  problemas  resolvid  y cudntos  no 
resolvid? 

4.  Un  capataz  contrata  un  obrero  por  50  dias  pagdndole  $3  por  cada  dia 
de  trabajo  con  la  condicidn  de  que  por  cada  dia  que  el  obrero  deje  de 
asistir  al  trabajo  perderd  $2.  A1  cabo  de  los  50  dias  el  obrero  recibe  S90. 
^Cuantos  dias  trabajo  y cudntos  no  trabajd? 

5.  Un  comerciante  comprd  35  trajes  de  a 30  quetzales  y de  a 25  quetzales, 
pagando  por  todos  Q.  1015.  (iCuantos  trajes  de  cada  precio  comprd? 

6.  Un  comerciante  comprd  trajes  de  dos  calidades  por  1624  balboas.  De  la 
calidad  mejor  comprd  32  trajes  y de  la  calidad  inferior  18.  Si  cada  traje 
de  la  mejor  calidad  le  costd  7 balboas  mds  que  cada  traje  de  la  calidad 
inferior,  <*cudl  era  el  precio  de  un  traje  de  cada  calidad? 

7.  Un  muchacho  comprd  triple  numero  de  ldpices  que  de  cuadernos.  Cada 
Idpiz  le  costd  a 5 cts.  y cada  cuaderno  6 cts.  Si  por  todo  pagd  $1.47,  ^cudntos 
ldpices  y cudntos  cuadernos  comprd? 

8 Pagud  $582  por  cierto  numero  de  sacos  de  azucar  y de  frijoles.  Por  cada 
saco  de  azucar  pagud  $5  y por  cada  saco  de  frijoles  $6.  Si  el  numero  de 
sacos  de  frijoles  es  el  triplo  del  numero  de  sacos  de  azucar  mds  5,  <jcudntos 
sacos  de  azucar  y cudntos  de  frijoles  comprd? 

9 Se  han  comprado  80  pies  cubicos  de  madera  por  $68.40.  La  madera  com- 
prada  es  cedro  y caoba.  Cada  pie  cubico  de  cedro  costd  75  cts.  y cada 
pie  cubico  de  caoba  90  cts.  ;Cudntos  pies  cubicos  he  comprado  de  cedro 
y cudntos  de  caoba? 

10.  Dividir  el  numero  1050  en  dos  partes  tales  que  el  triplo  de  la  parte  mayor 
disminuido  en  el  duplo  de  la  parte  menor  equivalga  a 1825. 


EJERCICIO  88 

MISCELANEA 


PROBIEMAS  SOBRE  ECUACIONES  ENTERAS  0 ] 4 | 


1.  Dividir  196  en  tres  partes  tales  que  la  segunda  sea  el  duplo  de  la  primera 
y la  suma  de  las  dos  primeras  exceda  a la  tercera  en  20. 

2.  La  edad  de  A es  triple  que  la  de  B y hace  5 anos  era  el  cuddruplo  de  la 
de  B.  Hallar  las  edades  actuales. 

3.  Un  comerciante  adquiere  50  trajes  y 35  pares  de  zapatos  por  16000  soles. 
Cada  traje  costo  el  doble  de  lo  que  costo  cada  par  de  zapatos  mds  50  soles. 
Hallar  el  precio  de  un  traje  y ae  un  par  de  zapatos. 

4 6 personas  iban  a comprar  una  casa  contribuyendo  por  partes  iguales 

pero  dos  de  ellas  desistieron  del  negocio  y entonces  cada  una  de  las 
restantes  tuvo  que  poner  2000  bolivares  mas.  ,/Curil  era  el  valor  de  la 
casa? 

5.  La  suma  de  dos  numeros  es  108  y el  doble  del  mayor  excede  al  triplo  del 
menor  en  156.  Hallar  los  numeros. 

6.  El  largo  de  un  buque,  que  es  461  pies,  excede  en  H pies  a 9 veces  el 
ancha  Hallar  el  ancho. 

7.  Tenia  $85.  Gast£  cierta  suma  y lo  que  me  queda  es  el  cuddruplo  de  lo 
que  gaste.  <rCu;into  gaste? 

8 Hace  12  anos  la  edad  de  A era  el  doble  de  la  de  B y dentro  de  12  anos, 
la  edad  de  A serd  68  anos  menos  que  el  triplo  de  la  de  B.  Hallar  las 
edades  actuales. 

9 Tengo  $1.85  en  monedas  de  10  y 5 centavos.  Si  en  total  tengo  22  monedas, 
^cuantas  son  de  10  centavos  y cuantas  de  5 centavos? 

10.  Si  a un  numero  se  resta  24  y la  diferencia  se  multipliYu  por  12,  el  resi  - 
tado  es  el  mismo  que  si  al  numero  se  resta  27  y la  dilerencia  se  multiplica 
por  24.  Hallar  el  numero. 

11.  Un  hacendado  comprd  35  caballos.  Si  hubiera  com prado  5 caballos  mis 
por  el  mismo  precio,  cada  caballo  le  habra  costado  $10  menos.  <*Cu<4mo 
le  costd  cada  caballo? 

12.  El  exceso  del  triplo  de  un  numero  sobre  55  equivale  al  exceso  de  233 
sotyre  el  numero.  Hallar  el  numero. 

13  Hallar  tres  numeros  enteros  consecutivos,  tales  que  el  duplo  del  menor 
mas  el  triplo  del  mediano  mas  el  cu^druplo  del  mayor  equivalga  a 740. 

14  Un  hombre  ha  recorrido  150  kildmetros.  En  auto  recorrid  una  distancia 
triple  que  a caballo  y a pie,  20  kildmetros  menos  que  a caballo.  <jCurintos 
kilometros  recorrid  de  cada  modo? 

15  Un  hombre  deja  una  herencia  de  16500  colones  para  repartir  entre  3 
hijos  y 2 hijas,  y manda  que  cada  hija  reciba  2000  mjis  que  cada  hijo. 
Hallar  la  parte  de  cada  hijo  y de  cada  hija. 

16.  La  diferencia  de  los  cuadrados  de  dos  numeros  enteros  consecutivos  es  31. 
Hallar  los  numeros. 

17.  La  edad  de  A es  el  triplo  de  la  de  B,  y la  de  B 5 veces  la  de  C.  B tiene 
12  aiios  m&s  que  C.  <fQue  edad  tiene  cada  uno? 
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18.  Dentro  de  5 anos  la  edad  de  A senfc  cl  triplo  de  la  de  B,  y 15  anos  des- 
pues la  edad  de  A sera  el  duplo  de  la  de  B.  Hallar  las  edades  actuales. 

19.  El  martes  gane  el  doble  de  lo  que  gane  el  lunes;  el  miercoles  el  doble 
de  lo  que  gane  el  martes;  el  jueves  el  doble  de  lo  que  gan£  el  miercoles; 
el  viernes  $30  menos  que  el  jueves  y el  sabado  $10  mds  que  el  viernes. 
Si  en  los  6 dias  he  ganado  $911,  £cuanto  gane  cada  dia? 

20.  Hallar  dos  mimeros  cuya  diferencia  es  18  y cuya  suma  cs  el  triplo  de 
su  diferencia. 

21.  Entre  A y B tienen  $36.  Si  A perdiera  $16,  lo  que  tiene  B seria  el  triplo 
de  lo  que  le  quedaria  a A.  ^Cuinto  tiene  cada  uno? 

22.  A tiene  el  triplo  de  lo  que  tiene  B,  y B el  doble  de  lo  de  C.  Si  A pierde 
$1  y B pierde  $3,  la  diferencia  de  lo  que  les  queda  a A y a B es  el  doble 
de  lo  que  tendria  C si  ganara  $20.  <»Cu4nto  tiene  cada  uno? 

23.  5 personas  ban  comprado  una  tienda  contribuyendo  por  partes  iguales. 
Si  hubiera  habido  2 socios  mas,  cada  uno  hubiera  pagado  800  bolivares 
menos.  ^Cuanto  costd  la  tienda? 

24.  Un  colono  comprd  dos  caballos,  pagando  por  ambos  $120.  Si  el  caballo 
peor  hubiera  costado  $15  m4s,  el  mejor  habria  costado  doble  que  el. 
<;Cudnto  costo  cada  caballo? 

25.  A y B empiezan  a jugar  con  80  quetzales  cada  uno.  ^Cudnto  ha  perdido  A 
si  B tiene  ahora  el  triplo  de  lo  que  tiene  A? 

20  A y B empiezan  a jugar  teniendo  A doble  dinero  que  B.  A pierde  $400 
y entonces  B tiene  el  doble  de  lo  que  tiene  A.  ;Con  cuanto  empezd  a 
jugar  cada  uno? 

27.  Compre  cuadruple  numero  de  caballos  que  de  vacas.  Si  hubiera  com* 
prado  5 caballos  mds  y 5 vacas  mas  tendria  triple  numero  de  caballos 
que  de  vacas.  ^Cuantos  caballos  y cudntas  vacas  compr<§? 

28  En  cada  dia,  de  lunes  a jueves,  gan£  $6  mas  que  lo  que  gand  el  dia 

anterior.  Si  el  jueves  gane  el  cuadruplo  de  lo  que  gane  el  lunes,  ^cuanto 

gane  cada  dia? 

29  Tenia  cierta  suma  de  dinero.  Ahorre  una  suma  igual  a lo  que  tenia  y 
gaste  50  soles;  luego  ahorrd  una  suma  igual  al  doble  de  lo  que  me 
quedaba  y gaste  390  soles.  Si  ahora  no  tengo  nada,  <jcudnto  tenia  al 
principio? 

30  Una  sala  tiene  doble  largo  que  ancho.  Si  el  largo  se  disminuye  en  6 m 
y el  ancho  se  aumenta  en  4 m , la  superficie  de  la  sala  no  varrfa.  Hallar 
las  dimensiones  de  la  sala. 

31.  Hace  5 anos  la  edad  de  un  padre  era  tres  veces  la  de  su  hi  jo  y dentro 

de  5 anos  sera  el  doble.  <;Qu6  edades  tienen  ahora  el  padre  y el  hijo? 

32  Dentro  de  4 anos  la  edad  de  A ser'i  el  triplo  de  la  de  B,  y hace  2 anos 

era  el  quintuplo.  Hallar  las  edades  actuales. 


HYPATIA  (370-415  D.  C.)  Una  excepcional  mujer 
gricga,  hija  del  filosofo  y matcmatico  Teon.  Sc  hizo 
celebre  por  su  saber,  por  su  elocuencia  y por  su  be- 
llcxa.  Nacida  en  Alejandria,  viaja  a Arenas  donde 
realiza  estudios;  al  rcgresar  a Alejandria  funda  una 


escucla  donde  ensena  las  doctrinas  dc  Platon  y Aris- 
totcles  y se  pone  al  frentc  del  pcnsamiento  neopla- 
tonico.  Hypatia  es  uno  de  los  ultimos  matematicos 
griegos.  Se  distinguio  por  los  comcntarios  a las  obras 
de  Apolonio  y Diofanto.  Murio  ascsinada  barbaramente. 


CAPITULO  X 


DESC0MP0SICI0N  FACTORIAL 

(i  3V)  factores 

Se  llama  factores  o divisores  de  una  expresion  algebraica  a las  expre* 
siones  algebraicas  que  multiplicadas  entre  si  dan  coino  producto  la  prime- 
ra  expresion. 

Asi,  multiplicando  a por  a + b teneinos: 

a(a  -f  b)  = a1  + ab 

a y a + b,  que  multiplicadas  entre  si  dan  coino  producto  a2  + abt  son 
factores  o divisores  de  a2  + ab. 

Del  propio  modo. 

(x  4-  2)  (x  -f  3)  = x2  4*  5x  4-  6 
luego,  x + 2 y x + 3 son  factores  de  x2  -f  5x  -1-  6. 

(l32;  DESCOMPONER  EN  FACTORES  O FACTORAR  una  expresion  alge- 
braica es  convertirla  en  el  producto  indicado  de  sus  factores. 

(l33)  FACTORAR  UN  MONOMIO 

Los  factores  de  un  monomio  se  pueden  liallar  por  simple  inspeccion. 


Asi,  los  laclores  de  l Sab  son  3,  5,  a y o.  Por  tanto: 

15a  b = 3.5a  b. 
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134  FACTORAR  UN  POLINOMiO 


No  todo  polinomio  se  puede  descomponer  en  dos  o mas  lactores  distin- 
tos  de  1,  pues  del  mismo  modo  que,  en  Aritmetlca,  hay  numeros  primos  que 
solo  son  divisibles  por  ellos  mismos  y por  1,  hay  expresiones  algebraicas  que 
solo  son  divisibles  por  ellas  mismas  y por  1,  y que,  por  tanto,  no  son  el  pro- 
ducts de  otras  expresiones  algebraicas.  Asi  a + 6 no  *puede  descomponerse  en 
dos  factores  distintos  de  1 porque  solo  es  divtisible  por  a + 6 y por  1. 


En  este  capitulo  estudiaremos  la  manera  de  descomponer  polinomios  en 
dos  o mas  lactores  distintos  de  1. 


CASO  I 

CUANDO  TODOS  LOS  TERMINOS  DE  UN  POLINOMIO 
TIENEN  UN  FACTOR  COMUN 


a)  Factor  comun  monomio 


1.  Descomponer  en  factores  a 2 + 2 a. 


a 2 y 2 a contienen  el  factor  comun  a.  Escribimos 
el  factor  comun  a como  coeficiente  de  un  par^ntesis;  + 
dentro  del  par£ntesis  escribimos  los  cocientes  de  dividir  a 
a2  -r-a  = a y 2a-r-a  = 2,  y tendremos  /* 


2 a = a(a  + 2). 


R. 


2.  Descomponer  106  — 30a62. 

Los  coeficientes  10  y 30  tienen  los  factores  comunes  2,  5 y 10.  To- 
mamos  10  porque  siempre  se  saca  el  mayor  factor  comun.  De  las  letras,  el 
unico  factor  comun  es  6 porque  esti  en  los  dos  t£rminos  de  la  expresion 
dada  y la  tomamos  con  su  menor  exponente  b. 


El  factor  comun  es  106.  Lo  escribimos 
como  coeficiente  de  un  par^ntesis  y dentro 
ponemos  los  cocientes  de  dividir  106^106=1 
y — 30a62-M06  = — Sab  y tendremos: / 

3.  Descomponer  10a2  — 5 a + 15a3. 

El  factor  comun  es  5a.  Tendremos: 


30a62 


— 3a6).  R. 


10a*  - 5a  + 15a3  = 5a(2a  - 1 + 3a2).  R. 


4.  Descomponer  18raxy2  — 54ra2x2y2  + 36my2. 

El  factor  comun  es  18  my2.  Tendremos: 

ISraxy2  — 54m2x2y2  + 36my2  = 18my2(x  — 3rax2  + 2).  R. 

5.  Factorar  6xy 3 — 9nx2y3  + 12 nxHy3  — 3 n2x4yz. 

Factor  connin  3xy3. 

6xy3  — 9 nx2y3  4-  12nx3y3  — 3 n2x4y3  = 3xy3(2  — 3 nx  4-  4nx2  — n2x8).  R. 
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135)  PRUEBA  GENERAL  DE  LOS  FACTORES 

En  cualquiera  de  los  diez  casos  que  esludiaremos,  la  prueba  eonsiste  en 
muhiplicar  los  factorcs  quc  se  obtienen,  v su  producto  tiene  que  ser  igual  a 
la  exp  res  ion  que  se  fact  orb. 


Wb  EJERCICIO  89 


Factorar  o descomponer  cn  dos  factores: 


1. 

a2+ab . 

16. 

a34a2+a. 

29. 

a«-3a448a3-4a2. 

2. 

b+b 2. 

17. 

4x2— 8x42. 

30 

25x7— 10xr>4l5x3— 5x2. 

3. 

x2+x. 

18. 

15y3420y2— 5y. 

31. 

x15— x1242x°— 3x°. 

4 

3a3— a2. 

19. 

a3— a2x4ax2. 

32. 

9a2— 12a/>415a362— 24a63. 

5. 

x3— 4x4. 

20. 

2a2x42ax2— 3ax. 

33. 

16x;iy2— 8x2y— 24x4y2 

6. 

5m24-15m3. 

21. 

x34  x5— x7. 

— 40x2y3. 

7. 

ab—bc. 

22. 

14x2y2— 28x3456x4. 

34- 

12m2n+24m3n2— 36m4n3 

8. 

x2y4  x2z. 

23 

34ax2451a2y— 68ay2. 

448m5?i4. 

9. 

2a2x46ax2. 

24. 

96— 48m?i24l44n3. 

36. 

100a2/rV— 150a62c2450a^3c3 

10. 

8m2— 12mn. 

25. 

c&b~c~ — a2c2x2-f*a2c2y2. 

— 200afcc2. 

11. 

9a3x2— 18ax3. 

26. 

55m2n3x4-l  10m2n3x2 

36. 

xr‘— x44x3— x24x. 

12. 

15c3d2-h60c2d3. 

—220 m2y3. 

37. 

a2— 2a343a4— 4a546a6. 

13. 

35m2n3— 70m3. 

27. 

93a3x2y— 62a2x3y2 

38. 

3 arb  4 6a  b —5a3  b 2 4-8  a2bx 

14. 

abc4a6c2. 

— 124a2x. 

44  ab2m. 

15. 

24a2xy2— 36x2y4. 

28. 

x— x2+x3— X4. 

39. 

a20— a104a12— aR4a4— a2. 

b)  Factor  comun  |X)linomio 

1.  Descomponer  x{a  4 b)  4-  m(a  4-  b). 

Los  dos  terminos  de  esta  expresion  tienen  de  factor  comun  el  bino- 
mio  ( a + b). 

Escribo  (a  4 b)  como  coeficiente  de  un  parentesis  y dentro  del  paren- 
tesis  escribo  los  cocientes  de  dividir  los  dos  terminos  de  la  expresion  dada 
entre  el  factor  comun  (a  + 6),  o sea: 

x(a  4 b)  m(a  4 b) 

, , , =x  y — — — - = m y tendremos: 

(a  + t)  (a  4 6) 

x(a  4*  b)  4 m(a  46)  = (fl+6)(x  + m).  R. 


2.  Descomponer  2x(a  — 1)  — y(a  — 1). 

Factor  comun  (a  — 1).  Dividiendo  los  dos  terminos  de  la  expresion 
dada  entre  el  factor  comun  ( a — 1),  tenemos: 

2*(a  ~ !)  „ -y(a- 1) 

— — = 2x  y — — = — y. 


Tendremos:  2x(a  — 1)  — y(a—  1)  = (a  — l)(2x  — y).  R. 
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3.  Descomponer  m\x  + 2)  4-  x 4-  2. 

Esta  expresion  podemos  escribirla:  ra(x  4-  2)  + (x  + 2)  = ra(x  4-  2)  + l(x  4*  2). 

Factor  comun  (x  + 2).  Tendrcmos: 

m(x  4-  2)  4-  l(x  + 2)  = (x  -F  2)  (m  + 1).  R. 

4.  Descomponer  a(x  4- 1)  — x — 1. 

Introduciendo  los  dos  ultimos  terminos  en  un  parentesis  precedido 
del  signo  — se  tiene: 

a(x  + 1)  - x - 1 = a(x  4- 1)  — (x  4-  1)  = a(x  -hi)  - l(x  + l)  = (x  + l)(a  — 1).  R. 


5.  Factorar  2x(x  4-  y 4-  z)  — x — y — z. 

Tendremos: 

2x(x  4-  y 4-  z)  — x — y — z = 2x(x  -F  y 4*  z)  — (x  4-  y 4-  z)  = (x  4-  y 4-  z)(2x  - 1)..  R. 


6.  Factorar  (x  — a)  (y  4-  2)  4*  b(y  + 2). 

Factor  comun  ( y 4-  2).  Dividiendo  los  dos  terminos  de  la  expresion 
dada  entre  (y  + 2)  tenemos: 


(*“  «)(>  + 2) 


— x—  a 


b(y  + 2) 


(y  + 2)  7 (y  + 2) 

(x  — a)(y  4-  2)  4-  b(y  4*  2)  = (y  4-  2)(x  — a+  b). 


— b\  luego: 
R. 


Descomponer  (x  + 2)(x  — 1)  — (x  — 1 x — 3 ). 

Dividiendo  entre  el  factor  comun  (x  — 1)  tenemos: 

(*  + 2)(*-l)  -(*-l)<*-3)  m 

(—1)  ={X  + 2)  y =-<X-3)- 

Por  tanto: 

(*  + 2)(x  — 1)  — (x  — l)(x  — 3)  = (x  — 1)  [(x  + 2)  — (x  — 3)] 

= (x-  l)(x  + 2 — x + 3)  = (x  — 1)(5)  = 5(x  - 1).  R. 

8.  Factorar  x(a  — l)  + yfa  — 1)  — a + 1. 

x(a  — 1)  4-  y(a  — 1)  — a + 1 = x(a  — 1)  + y(a  — 1)  — (a  — 1)  = (a  — l)(x  + y — 1).  R. 


m-  EJERCICIO  90 


Factorar  o descomponer  en  dos  factores: 


1. 

«(x+l)+0(x+l). 

7. 

x(a+l)— a— 1. 
^•+1 — fc(fl“+l). 

13. 

2. 

x(n+l)— 3(«+l). 

8 

14- 

3. 

2(x— l)+y(x— 1). 

9. 

3x(x— 2)— 2y(x— 2). 

15. 

4. 

m(a— b)+(a— b)ti. 

10. 

1— x+2a(l— x). 

16 

5. 

2x(«-l)— 3y(«— 1). 

11 

4 x(m—n)+n—m. 

17. 

6. 

fl(«+2)+n+2. 

12. 

—tn—n+x(m+n). 

18. 

a:\a-b+])-b*(a-b+l). 

4m(a2+x—])+3»i(x—l+a*)- 

x(2a+b+c)—2a—b—c. 
(x+y)(”+l)— 3(n+l). 
(x+l)(x— 2)+3y(x— 2). 
(<i+3)(«+l)-4(fl+l). 
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19  (x24*2)(m— n)4-2(m— w). 

20.  fl(x-l)-(a+2)(x-l). 

21  5x(«24-l)4-(x4-l)(a24-l). 

22.  («4-b)(tf— b)— (a— b)(a—b). 

23.  (m+n)(fl- 2)4-(m  — ?i)(a— 2). 

24.  (x+wi)(x  + l)— (x4-  l)(x— n). 

25.  (x— 3)(x— 4)4-(x— 3)(x4-4). 

26.  (n4-b  — l)(fl24-l)— a2— 1. 


27.  (rt4-b— f)(x— 3)— (b— c—a)(x— 3). 

28  3x(x— 1)— 2y(x-l)4-z(x— 1). 

29  — n— 1. 

30.  x(a4-2)— a— 24-3(04-2). 

31.  (l4-3a)(x4-l)-2a(x4-l)+3(x4-l). 

32.  (3x+2j(x+y-z)-(3x+2) 

— (x-hy— 1)(3x4-2). 


CASO  II 

FACTOR  COMUN  POR  AGRUPACION  DE  TERMINOS 


( I ) Descomponer  ox  4-  bx  -f  ay  4-  by. 


ax  4-  bx  + ay  4*  by  = (ax  + bx)  + [ay  f by) 
= x(a  + b)  + /(a  + b) 

= (a4-b)(x4-y).  R. 


Los  dos  primeros  terminos  tienen 
el  factor  comun  x y los  dos  ulti- 
mos  el  factor  comun  y.  Agrupa- 
mos  los  dos  primeros  terminos  en 
un  parentesis  y los  dos  ultimos 
en  otro  precedido  del  signo  4- 
porque  el  tercer  termino  tiene  el 
signo  4-  y tendremos: 

La  agrupacion  puede  hacerse  generalmente  de  mas  de  un  modo  con  tal  que 
los  dos  terminos  que  se  agrupan  tengan  algun  factor  comun,  y siempre  que 
/as  cantidades  que  quedan  dentro  de  los  parentesis  despues  de  sacar  el  factor 
comun  en  cada  grupo,  sean  exactamente  iguales.  Si  esto  no  es  posible  lo- 
grarlo  la  expresion  dada  no  se  puede  descomponer  por  este  metodo. 

Asf  en  el  ejemplo  anterior  podemos 


agrupar  el  lp  y 3er.  terminos  que 
tienen  el  factor  comun  a y el  2V  y A 
que  tienen  el  factor  comun  b y ten 
dremos: 

resultado  identico  al  anterior,  ya  que  el  orden  de  los  factores  es  indiferente. 


ax  4-  bx  4-  ay  4-  by  = (ax  4-  ay)  4-  (bx  4-  by) 
= a(x  4-  y)  4-  b(x  4-  y) 

= [x  4-y)(a  4- b).  R. 


( 2)  Factorar  3 m2  — 6m n 4 - 4m  — 8n. 

Los  dos  primeros  terminos  tie- 
nen el  factor  comun  3m  y los 
dos  ultimos  el  factor  comun 
4.  Agrupando,  tenemos: 

( 3)  Descomponer  2x2  — 3xy  — 4x  4-  6y. 
Los  dos  primeros  terminos  tienen  el 
factor  comun  x y los  dos  ultimos 
el  factor  comun  2,  luego  los  agru- 
pamos  pero  introducimos  los  dos 
ultimos  terminos  en  un  parentesis 
precedido  del  signo  — porque  el 
signo  del  3er.  termino  es  — , para 
lo  cual  hay  que  cambiarles  el  sig- 
no y tendremos: 


3m2  — 6mn  4-  4m  — 8n  = (3m2  — 6mn)  4-  (4m  — 8n) 
= 3 m(m  — 2n)  4-  4(m  — 2n) 

= (m  — 2n)  (3m  4-  4).  R. 


2x2  — 3xy  — 4x  4-  6y  = (2x2  — 3xy)  — (4x  — 6y) 
= x(2x  — 3y)  — 2(2x  — 3y) 

= (2x  3y ) ( x 2 ).  R. 
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Tambien  podfamos  haber 
agrupado  el  1°  y 39  que  tie- 
nen  el  factor  comun  2x,  y el 
2V  y 4 9 que  tienen  el  factor 
comun  3y  y tendremos: 


/ 


2x2  — 3xy  — Ax  4-  6y  = (2x2  — 4x ) — (3xy  — 6y) 
= 2x(x  — 2)  — 3y  (x  — 2) 

= (x  — 2)(2x  — 3y).  R. 


(4)  Descomponer 

x 4-  z2  - 2ax  - 2az2. > 

Agrupando 

1°  y 3*,  29  y 4C,  tenemos: 


X 4-  z2  - 2ax  - 2az2  = (x  + z2 ) - (2ox  4-  2az2} 
= (x  -f  z2)  — 2a(x  4-  z2) 

= (x  + z2)(l  -2a).  R. 

x 4-  z2  — 2ax  — 2az2  = (x  — 2ax)  4*  (z2  — 2oz2) 
- xfl  -2a)  + z2(l  — 2a) 

= |1  -2a)(x  + z2).  R. 


(5 ) Factorar  3 ax  — 3x  4*  4y  — 4ay.  — ♦ 


3ax  — 3x  4-  4y  — 4ay  — (3ax  — 3x)  4-  (4y  — 4ay) 
= 3x(a  — 1 ) 4-  4y(l  — a) 
= 3x(a  — 1 ) — 4yfa  — 1 ) 

— (o  — 1 ) (3x  — 4y).  R. 


Observese  que  en  la  segunda  linea  del  ejemplo  anterior  los  binomios  (a  — 1 ) 
y | 1 — o)  tienen  los  sigfnos  distintos;  para  hacerlos  iguales  cambiamos  los 
signosal  binomio  ( 1 — a)  convirtiendolo  en  ( o — 1 ),  pero  para  que  el  pro- 
ducto  4y(l  — a)  no  variara  de  signo  le  cambiamos  el  signo  al  otro  factor  4y 
convirtiendolo  en  — 4y.  De  este  modo,  como  hemos  cambiado  los  signo  a un 
numero  par  de  factores,  el  signo  del  producto  no  varia. 

En  el  ejemplo  anterior,  agru-  3ax  — 3x  4-  4y  — 4ay  = (3ax  — 4ay)  — (3x  — 4y) 

pando  I*  y 4*  y 29  y 39,  = a(3x  - 4y)  - (3x  - 4y) 

tenemos:  f = ( 3x  — 4y ) ( a — 1 ).  R. 


(6)  Factorar  ax  — ay  4-  az  + x — y 4-  z = (ax  — ay  4-  az)  + (x  — y + z) 

a x — ay  + az  * =a(x-y  + z)  + (x-y  iz) 

•f  x - y + z.  = (x  — y -f  z)  (a  + 1 ).  R. 


( 7 ) Descomponer  a2x  — ax2  — 2a2y  4-  2axy  4-  x3  — 2x2y. 

Agrupando  1*  y 3°,  2°  y 4P,  5*  y 6 9 , tenemos: 

a2x  — ax2  — 2a2y  4-  2axy  4-  x3  — 2x2y  = (a2x  — 2a2yJ  — (ax2  — 2axy)  + (x3  — 2x2y) 

= a2(x  — 2 y)  — ax(x  — 2y)  + x2(x  - 2y) 

= (x-2y)(a2-ax  + x2).  R. 

Agrupando  de  otro  modo: 

a2x  - ax2  - 2a2y  + 2axy  + x3  - 2x2y  = (a2x  - ax2  + x3|-  (2a2y  - 2axy  + 2x2y) 

= x(a2  — ax  4-  x2)  — 2y(a2  — ax  + x2) 

= (a2  — ox  4*  x2)[x  — 2y).  R. 
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Factorar  o descomponer  en  dos  factores: 


1. 

a24-a&4-ax4-6x. 

7. 

2. 

am—bm+an—bn. 

8. 

3. 

ax—2bx—2ay+4by. 

0 

4. 

a2x2— 36x24-a2y2— 3by2. 

10. 

5. 

3m— 2n— 2nx*4  3mx4. 

11. 

6. 

x2— a24-x— a2x. 

12. 

4a3— 1— a24-4a.  13. 

x+x2—xy2—y2.  14. 

3abx2— 2y2— 2x2+3aby2.  15. 

3a— &2+2fr2x— 6ax.  16. 

4a3x-4a264-3fcm-3amx.  17. 

6ax4-3a4-l4*2x.  18. 


3x3— 9ax2— x+3a. 

2a2x— 5a2y4-15&y— 66x. 
2x2y4-2xz2+y2z24-xy8^ 
6m— 9n4-21nx— I4mx* 
n2x— 5a2y2— n2y24-5a2x. 
1 -Fa  -F  3a  b 4-3  b . 
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19.  4am3— 12amn— m24-3n. 

20.  20ax— 56x— 26y+8ay. 

21.  3— x24-2a6x2— 6ab. 

22.  a34-a24-a4-l. 

23.  3a2— 762x4-3ax— lab2. 

24.  2am—  2ari4-  2a— m4-n— 1. 


25  3ax— 26y— 2/;x— 6a+3ay4-46.  ^ 

26.  a34-a4-a24-l4-x24-a2x2. 

27.  3a3— 3a-6+9a62— a2-ha6— 362. 

28  2x3— nx24-2xz2— wz2-  3uy24-6x)*2. 

29.  3x34-2axy4-2ay2— 3xy2— 2ax2— 3x2y. 

30.  a263— n44-a263x2— n4x2— 3a263x4-3n4x. 


CASO  III 


TRINOMIO  CUADRADO  PERFECTO 


136  Una  cantidad  es  cuadrado  perfecto  cuando  es  el  cuadrado  de  otra  can- 
tidad, o sea,  cuando  es  el  producto  de  dos  factores  iguales. 

Asi,  4zi2  es  cuadrado  perfecto  porque  es  el  cuadrado  de  2 a. 

En  efecto:  (2a)2  = 2a  X 2a  = 4a2  y 2a,  que  multiplicada  por  si  misma 
da  4a2,  es  la  raiz  cuadrada  de  4a2. 

Observese  que  (—  2a)2  = (—  2a)  X (—  2a)  = 4a2;  luego,  —2a  es  tambien 
la  raiz  cuadrada  de  4a2. 

Lo  anterior  nos  dice  que  la  raiz  cuadrada  deuna  cantidad  positiva  tiene 
dos  signos,  4-  y — . 

En  este  capitulo  nos  referimos  solo  a la  raiz  positiva. 

137  RAIZ  CUADRADA  DE  UN  MONOMIO 

Para  extraer  la  raiz  cuadrada  de  un  monomio  se  extrae  la  raiz  cuadra- 
da de  su  coeficiente  y se  divide  el  exponente  de  cada  letra  por  2. 

Asi,  la  raiz  cuadrada  de  9a264  es  3a/;2  porque  (Sab2)2  = Sab-  x 3a/;2 
= 9a264. 

La  raiz  cuadrada  de  36x°y*  es  6x3y4. 

138  Un  trinomio  es  cuadrado  perfecto  cuando  es  el  cuadrado  de  un  bino- 
mio,  o sea,  el  producto  de  dos  binomios  iguales. 

Asi,  a2  4-  2 ab  4-  b2  es  cuadrado  perfecto  porque  es  el  cuadrado  de  a 4-  b. 

F n pferro- 

c e (a  4-  b)2  = (a  4-  b)(a  4-  b)  = a2  + 2a6  + b2. 

Del  propio  modo,  (2x  4-  3y)2  = 4x2  4-  12xy  4-  9y2  luego  4x2  4- 12xy  + 9y2 

es  un  trinomio  cuadrado  perfecto. 

139  REGLA  PARA  CONOCER  SI  UN  TRINOMIO 
ES  CUADRADO  PERFECTO 

Un  trinomio  ordenado  con  relaci6n  a una  letra  es  cuadrado  perfecto 
cuando  el  primero  y tercero  tenninos  son  cuadrados  perfectos  (o  tienen  raiz 
cuadrada  exacta)  y positivos.  y el  segundo  terniino  es  el  doble  producto  de 
sus  raices  cu  ad  rad  as. 
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Asi,  a2  — 4nb  4-  462  cs  cuadrado  perfecto  porque: 


Raiz  cuadrada  de  a2 a 

Raiz  cuadrada  dc  4 b2 2 b 


Doble  producto  dc  estas  rakes:  2 x a x 2b  = 4 /ib,  segundo  term i no. 
3f>x-  — 18xy4  + 4ys  no  es  cuadrado  perfec  to  porque: 


Raiz  cuadrada  de  3 fix1' fix 

Raiz  cuadrada  de  4 ys 2y4 


Doble  producto  de  estas  rakes:  2 X 6x  X 2y4  = 24xy4,  que  no  es  el 
22  term  i no. 


VWOjREGLA  PARA  FACTORAR  UN  TRINOMIO 
CUADRADO  PERFECTO 


Se  extrae  la  raiz  cuadrada  al  primero  y tercer  term i nos  del  trinomio 
y se  separan  estas  rakes  |x>i  el  signo  del  segundo  term  i no.  El  hinomio  asi 
friimado,  (pie  es  la  raiz  cuadrada  del  trinomio,  se  multiplica  por  si  mismo 
o se.eleva  al  cuadrado. 


( 1 ) Foctorar  m2  4-  2m  -f  1 . 

ro2  4- 2m  4-1  =(m  + l)(m  + 1)=(m+  lp  R. 

m 1 

( 2)  Descomponer  4x2  4*  25 y2  — 20xy. 

Ordenando  el  trinomio,  tenemos: 

4x2  — 20xy  4-  25y-  = (2x  — 5y)(2x  — 5y)  = (2x  5y )v.  R 

5y 


Ejem  plos 


IMPORTANTE 

Cualquiera  de  las  dos  roices  puede  ponerse  de  minuendo.  Asi,  en  el  ejem- 
plo  anterior  se  tendra  tambien: 

4x2  - 20xy  + 25r  = (5y  - 2x)(5y  - 2xJ  = (5y  - 2x|- 

2*  5y 

porque  desarrallando  este  binomio  se  tiene: 

(5y  — 2x)2  = 25y2  - 20xy  + 4x- 

expresion  identica  a 4x2  — 20xy  4-  25y2  ya  que  tiene  las  mismas  cantidades 
con  los  mismos  signos. 

( 3)  Descomponer  1 — 16ax2  4- 64a-x4. 

1 — 16ax2  4*  64o2x4  = (1  — Box2)2  = (8axJ  — 1 ] R. 
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b2 

( 4)  Factorar  x2  + bx  H . 

4 

Este  trinomio  es  cuadrado  perfecto  porque:  Raiz  cuadrada  de  x2  = x;  raiz 

b2  b b 

cuadrada  de  — = — y el  doble  producto  de  estas  raices:  2XxX--  bx , 
4 2 2 

b2  / b \ 2 

luego:  x2  -f  bx  -f  — = (^  x + — J R. 

1 b b2 

(5)  Factorar 1 . 

4 3 9 

Es  cuadrado  perfecto  porque:  Raiz  cuadrada  de  - = raiz  cuadrada  de 

b2  b 1 b b 

— — — y 2 X — X — = — luego: 

9 3 2 3 3 

l_b + b2=  / /b  _ lx* 

4 3 9 V 2 3 / \ 3 2 / 


CASO  ESPECIAL 


( 6)  Descomponer  a2  + 2a  (a  — b]  + (a  — bj2. 

La  regia  anterior  puede  aplicarse  a casos  en  que  el  primero  o tercer  termino 
del  trinomio  o ambos  son  expresiones  compuestas. 

Asi,  en  este  caso  se  tiene: 

a2  + 2a(a  - b)  + (a  - b)2  = [a  + (a  - b)]2  = (a  + a-b)2=  (2o  - b)2.  R 

^ (o  - b) 

(7)  Factorar  (x  + y?  - 2(x  + y)(a  + x)  + (a  + x)2. 

(x  + y)2  - 2(x  + y)(a  + xj  + (a  + x)2  = [(x  + y ) - (a  + xj]2 

(x  + y)  |o  + *)  = (x  -f  y — a — x)2 

•F(y-o)2  = la-y)2-  R 
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Factorar  o descomponer  en  dos  factores: 


1. 

a2— 2ab+b2. 

15. 

1+  14x2y+49x4y2. 

26. 

2. 

a2+2ab+b2. 

16. 

l+tf10-2a5. 

3. 

x2-2x+l. 

17. 

49mG— 70am37i2-h25«2r24.^ 

07 

4. 

y4+l+2y2. 

18. 

100xl°— 60fl4xsy®-h9a8y1V 

Zl, 

5. 

fl2— lOa+25. 

19. 

121+198x«+8lx12. 

6. 

9— 6x+x2. 

20. 

a2— 24am2x2-f-144m4x4. 

28. 

7. 

16+40x2+25x4. 

21. 

16— 104x2+169x4. 

9Q 

8. 

l+49a2— 14«y' 

22. 

400x10-|-40x5-fl. 

CtO* 

30. 

9. 

36+12m2+mV 

23. 

a2 

ab+b 2. 

31. 

10. 

1— 2«3+n6. 

4 

32. 

11. 

a8H-18a4+81."' 

2b  &2 

33. 

12. 

«B-2a3b3+b8. 

24. 

1H 1 • 

3 9 

34- 

13. 

4x2— 12xy+9y2 

o,o  b* 

35. 

14. 

9b2-30a2b+25aV 

25. 

a4-a~b2-{ . 

4 

36. 

1 25x4 

25  + ~36~ 


X2 

~3 


16x«-2xV+  — • 

7 16 
ri2 

h2mn-f*9m2. 

9 

fl2+20(fl+b)+(fl+b)2. 

4-4(l-a)+(l-a)2. 

4m2— 4m(rc— m)+(n— m)2. 

(m— rc)2-f  6(m— r?)-f-9. 

(a+x)2— 2(a4-x)(x4*y)4-(x4-;y)2. 
(m+n)2— 2(a— m)(m+n)-f(a— m)2. 
4(1  +fl)2-4(l+fl)(b-l)+(b-l)2. 
9(x—  y)2412(x— y)(x+y)-f4(x-f;y)2. 
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CASO  IV 

DIFERENCIA  DE  CUADRADOS  PERFECTOS 


®En  los  productos  notables  (89)  se  vio  que  la 
suma  de  dos  cantidades  multiplicadas  por  su  di- 
ferencia  es  igual  al  cuadrado  del  minuendo  menos  el 
ruadrarto  del  sustraendo,  o sea,  (a  4*  b)  (a  — b)  = 

-a-  — br\  luego,  reciprocamente,  /* 

Podemos,  pues,  enunciar  la  siguiente: 


a2  - b2  = (a  + b)(a  - b). 


REGLA  PARA  FACTORAR  UNA  DIFERENCIA 
DE  CUADRADOS 


Se  extrae  la  raiz  euadrada  al  minuendn  y al  sugtraendo  y se  multiplica 
la  suma  de  estas  raices  cuadradas  por  la  diferencia  entre  la  raiz  del  minuendo 
y la  del  sustraendo. 

( 1 ) Factorar  1 — a2. 

La  raiz  euadrada  de  1 es  1;  la  raiz  euadrada  de  a2  es  a.  Multiplieo  la  suma 
de  estas  raices  (1  -fa)  por  la  diferencia  (1  — a)  y tendremos: 

1 _o2=(l  + a|(l -o).  R. 

(2)  Descomponer  16x2  — 25y4. 

La  raiz  euadrada  de  16x2  es  4x;  la  raiz  euadrada  de  25y4  es  5y2. 

Multiplieo  la  suma  de  estas  raices  (4x  + 5y2)  por  su  diferencia  (4x  — 5y2)  y 
tendremos: 

16x2  — 25y4  = (4x  + 5y2)(4x  — 5y2).  R. 

(3)  Factorar  49x2y6z10  — a12. 

49x2y6z10  — a12  =(7xy3z?  -f  a°)(7xy3zB  — a6).  R. 


a2  b4 

(4)  Decomponer  — — . 

a2  a b4  b2 

La  raiz  euadrada  de  — es  — y la  raiz  euadrada  de  — es  — . Tendremos: 
4 2 9 3 


a 2 b4  _ . a b2  \ , a b2  , 

~4~V~^2  + T'  WJ ) 


R. 


(5)  Factorar  a2”  - 9b*m 

a2a-9b4m  = (aa  + 3b2m){aB-3b2m).  R. 
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Factorar  o descomponer  en  dos  factores: 


1* 

x2—y2. 

8. 

l—y2. 

15. 

a10— 49512. 

2. 

a2- 1. 

9. 

4a2— 9. 

16. 

25xy-121. 

3. 

a2- 4. 

10. 

25-36x4. 

17. 

100m2n4— 169ye. 

4 

9 -b2. 

11. 

1—4  9a2b2. 

18. 

a2m4n6— 144. 

5. 

1— 4m2. 

12. 

4x2— 81y4. 

19. 

196x2y4— 225z12. 

6. 

16— n2. 

13. 

a2b*—c2. 

20. 

256a12— 289fc4m10. 

7. 

a2- 25. 

14. 

100— x2y®. 

21. 

\—9a2b*c6dH. 
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22. 

361xu— 1. 

27. 

x2  y2z4 

32. 

a*a  - 225 b*. 

100  ~~8l' 

23. 

- - 9a2. 
4 

28. 

x«  4a1 0 
49~~i2l' 

33. 

16x6,n  — - — . 
49 

24. 

1-—. 

25 

29. 

100  m2n* — L8. 
16 

34. 

b12* 

49a1 0n . 

81 

25. 

1 4x2 

16  _ 49 

30. 

fl*2n_^2n 

35. 

a^b*°  - — . 
25 

26. 

a2  x8 

31. 

4x2n  - -. 
9 

36. 

^ v2» 

36  25 

100 

CASO  ESPECIAL 

1.  Factorar  (a  4*  b)2  — c2. 

La  regia  empleada  en  los  ejemplos  anteriores  es  aplicable  a las  dife- 
rencias  de  cuadrados  en  que  uno  o ambos  cuadrados  son  expresiones 
compuestas. 

Asi,  en  este  caso,  tenemos: 

La  rai'z  cuadrada  de  (a  4 b)2  es  ( a 4 b). 

La  raiz  cuadrada  de  c2  es  c. 

Multiplico  la  suma  de  estas  raices  (a4fe)2-c2  = [(a  4 b)  4 c]  [(a  4 b)  — c] 

(a  4 b)  4 c por  la  diferencia  (fl4b)~c  = (a  4 b 4 c){a  4 b — c).  R. 

y tengo:  / 

2.  Descomponer  4x2  — (x  4 y)2. 

La  raiz  cuadrada  de  4x2  es  2x. 

La  raiz  cuadrada  de  (x4y)2  es  (x4y). 

Multiplico  la  suma  de  estas  rai-  4x2  - (x4  y)Z  = [2x  4 (x  4 y)]  [2x  ~(x4  y)] 
ces  2x  4 (x  4 y)  por  la  diferencia  = (2x  4x4  y)(2x  — x — y) 

2x  — (x  4 y)  y tenemos:  j?  = (3x  4 y )(x  — y).  R. 

3.  Factorar  ( a 4 x)2  — (x  4 2)2. 

La  raiz  cuadrada  de  (a  4 x)2  es  (a  4 x). 

La  raiz  cuadrada  de  (x  4 2)2  es  (x  4 2). 

Multiplico  la  suma  (a  4 x)2  — (x  4 2)2  = [(a  4 x)  4 (x  4 2)]  [(a  4 x)  — (x  4 2)] 
de  estas  raices  (a4x)4  =(a4x4x42)(fl4x-x-2) 

(x  4 2)  por  la  diferencia  ^ = (a  4 2x  4 2 ) (a  - 2 ).  R. 

(a  4 x)  — (x  4 2)  y tengo: 
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EJERCICIO  94 


Descomponer  en 

dos  factor  es  y simplificar, 

si  es 

posible: 

1. 

(x+y)2— a2. 

13. 

(a-2b)2—(x+y)2. 

25. 

{2a+b-c)2-(a+b)2. 

2. 

4— (a+1)2. 

14. 

(2a—c)2—(a+c)2. 

26. 

100— (x— y+z)2. 
x2—(y—x)2. 

3. 

9— (m+n)2. 

15. 

(x+1)2— 4x2. 

27. 

4. 

(m—n)*— 16. 

16. 

36x2— (a+3x)2. 

28. 

(2x+3)2— (5x— l)2. 

5. 

(x— y)2— 4z2. 

17. 

a°-(fl-l)2. 

29. 

(x-y+z)2-(y-z+2x)2. 

6- 

(a+25)2— 1. 

18. 

(«— l)2— (m— 2)2. 

30 

(2x+l)2— (x+4)2. 

7. 

l-(x-2y)2. 

19. 

(2x— 3)2— (x— 5)2. 

31. 

(n+2x+l)2— (x+a— l)2. 

8. 

(x+2a)2— 4x2. 

20. 

1—  (5a+2x)2. 

32. 

4(x+a)2— 49y2. 

9. 

(a+b)2-(c+d)2. 

21. 

(7x+y)2— 81. 

33. 

25(x— y)2— 4(x+y)2. 

10. 

(a—b)2—(c—d)2. 

22. 

m°— (m2— l)2. 

34. 

36(m  +n)2— 121  (m—n)2. 

11. 

(x+l)2-16x2. 

23. 

16a10— (2a2+3)2. 

12. 

64m2— (m—  2n)2. 

24. 

(x-y)2-{c+d)2. 

CASOS  ESPECIALES 

COMBINACION  DE 

LOS  CASOS  III  Y IV 

v143)  Estudiamos  a continuacion  la  descomposicion  de  expresioncs  com- 
puestas  en  las  cuales  mediante  un  arreglo  convenicnte  de  sus  terminos 
se  obtiene  uno  o dos  trinomios  cuadrados  perfectos  y descomponiendo  estos 
trinomios  (Caso  III)  se  obtiene  una  diferencia  de  cuadrados  (Caso  IV). 

1.  Factorar  a 2 + 2 ab  + b2  — 1. 

Aqui  tenemos  que  a2  4-  2ab  4-  b2  es  un  trinomio  cuadrado  perfecto; 

* K n°'  a 2 -F  2 ab  + b2  — 1 = (a2  + 2 ab  -f  62)  — 1 

(factorando  el  trinomio)  = (a  4-  b)2  — 1 
(factorando  la  diferencia  de  cuadrados)  = « + b + 1)  a -F  fr  — 1).  R. 


2.  Descomponer  fl2  + m2-4ft2-2^m. 

Ordenando  esta  expresion,  podemos  escribirla:  a2  — 2am  -F  m2  — 4b2,  y 
vemos  (|ue  a2  — 2am + m2  es  un  trinomio  cuadrado  perfecto;  luego: 

a 2 — 2flm  -F  m2  — 4/;*  = (ar  — 2 am  -F  m2)  — 4b2 
(factorando  el  trinomio)  = («  — m)2  — 4b2 
(factorando  la  diferencia  de  cuadrados)  = {a  — m -F  2b) (a  — m — 2fe).  R. 

3.  Factorar  9«2  — x2  -F  2x  — 1. 

Introduciendo  los  tres  ultimos  terminos  en  un  par^ntesis  precedido 
del  signo  — para  que  x2  y 1 se  hagan  positivos,  tendremos: 

9a2  — x2  + 2x  - 1 = 9a2  - (x2  - 2x  + 1) 

(factorando  el  trinomio)  = 9a2  — (x  — l)2 
(factorando  la  diferencia  de  cuadrados)  — [3a  4*  (x  — 1)]  [3a  — (x  — 1)] 

= (3a  + x — 3 )(Sa  — x -F  1).  R. 
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4.  Descomponer  4x2  — a2  4 y2  — 4 xy  4 2 ab  — b2. 

El  termino  4 xy  nos  sugiere  que  es  el  segundo  termino  de  un  trinomio 
cuadrado  perfecto  cuyo  primer  termino  tiene  x2  y cuyo  tercel*  termino  tie* 
ne  y2'  y el  termino  2ab  nos  sugiere  que  es  el  segundo  termino  de  un  trino- 
mio cuadrado  perfecto  cuyo  primer  termino  tiene  a 2 y cuyo  tercer  termino 
tiene  b2\  pero  como  — a2  y — b2  son  negativos,  tenemos  que  introducir  este 
ultimo  trinomio  en  un  par£ntesis  precedido  del  signo  — para  hacerlos  po- 
sitives, y tendremos: 

4x2  — a2  + y2  — 4 xy  4 2 ab  — b2  = (4x2  — 4xy  4 y2)  — ( a 2 — 2 ab  4 b2) 
(factorando  los  trinomios)  = (2x  — y)2  — (a  — b)2 

(descomp.  la  diferencia  de  cuadrados)  = [(2x  — y)  4 (a  — b)]  [(2x  —y)  — (a  — /;)] 

= ( 2x  — y 4 a — b)  2x  — y — a 4 b . R. 

5*  Factorar  a 2 — 9 n2  — 6 mn  4 10a/;  4 25 b2  — m2. 

El  termino  10 ab  nos  sugiere  que  es  el  segundo  termino  de  un  trino- 
mio cuadrado  perfecto  cuyo  primer  termino  tiene  a2  y cuyo  tercer  termino 
tiene  b 2,  y 6mn  nos  sugiere  que  es  el  2?  termino  de  un  trinomio  cuadrado 
perfecto  cuyo  primer  termino  tiene  m2  y cuyo  tercer  termino  tiene  n2\ 
luego,  tendremos: 

a2  — 9 n2  — Qmn  4 10 ab  4-  25 b2  — rn2  = ( a 2 4 10 ab  4 2 5fc2)  — ( m 2 4 6 ran  4 9n2) 
(descomponiendo  los  trinomios)  = (a  4 5b)2  — (ra  4 3n)2 

(descomp.  la  diferencia  de  cuadrados)  = [(a  4 5 b)  4 (ra  4 3 n)]  [(a  4 v>b)  — (ra  4 3r*)] 

= ^4  5(?4m4  3i?)(fl4  5 b — rn  — 3 n).  R. 
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Factorar  o descomponer  en  dos  factores: 


1. 

a2+2ab+b2—x2. 

20. 

25— x2— 16y248xy. 

2. 

x2-2xy4  y2-m2. 

21. 

9x2— a2— 4m244am. 

3. 

ra242mn4n2— 1. 

22. 

16x2y2412afc-4a2-9fc2. 

4. 

a2— 2a4l— b2. 

23. 

— a2425m2— 1— 2a. 

5. 

n246n49— c2. 

24- 

49x4— 25x2— 9y2430xy. 

6. 

a2+x2+2ax— 4. 

25. 

a2— 2ab-\-b2— c2— 2cd— d2. 

7. 

a244— 4a— 962. 

26. 

x242xy4y2— m242mn— n2. 

8. 

x244y2— 4xy— 1. 

27. 

a244b244a6— x2— 2ax— a2. 

9. 

a2— 6ay49y2— 4x2. 

28. 

x244a2— 4ax— y2— 9fr2466y. 

10. 

4x2425y2-36420xy. 

29. 

m2— x249n246ran— 4ax— 4a2. 

11. 

9x2— 1416a2— 24ax. 

30. 

9x244y2— a2— 12xy— 25b2— 10a6. 

12. 

1464a262— x4— 16a6. 

31. 

2am— x2— 94a24m2— 6x. 

13. 

a2—b2—2bc—c2. 

32. 

x2— 9a446a264l42x— b2. 

14. 

1— a242ax— x2. 

33. 

16a2— 1— 10m49x2— 24ax— 25m2. 

15. 

m2 — x2 — 2xy — y2. 

34. 

9m2— a242acd— c2d24100 — GOm . 

16. 

c2 — a242a — 1. 

35. 

4a2— 9x2449fr2— 30xy— 25y2— 28afc. 

17. 

9— n2— 25— lOn. 

36. 

225a2-169624l430a426bc-c2. 

18. 

4a2— x244x— 4. 

37. 

x2— y24444x— 1— 2y. 

19. 

1— a2— 9n2— 6an. 

38 

a2-16-x2436412a-8x. 
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CASO  V 

TRINOMIO  CUADRADO  PERFECTO  POR  ADICION 
Y SUSTRACCION 

1.  Factorar  x4  4-  x2y 2 4-  y4. 

Veamos  si  este  trinomio  es  cuadrado  perfecto.  La  raiz  cuadrada  de  x4 
es  x2;  la  raiz  cuadrada  de  y 4 es  y2  y el  doble  producto  de  estas  raices  es 
2 x2y2;  luego,  este  trinomio  no  es  cuadrado  perfecto. 

Para  que  sea  cuadrado  perfecto  hay  que  lograr  que  el  2?  termino  x2y2 
se  convierta  en  2x2y2,  lo  cual  se  consigue  sumandole  x2y2,  pero  para  que  el 
trinomio  no  varie  hay  que  restarle  la  misma  cantidad  que  se  suma,  x2y2,  y 
tendremos: 

x4  4-  x2y2  4-  y4 

4-  x2y2  — x2y2 

x4  + 2x2y2  4-  y4  - x2y2  = (x4  4*  2x2y2  + y4)  - x2y2 
(factorando  el  trinomio  cuadrado  perfecto)  = (x2  4-  y2)2  — x2y2 

(factorando  la  diferencia  de  cuadrados)  = (x24-y24-xy)(x24-  y2  — xy) 

(ordenando)  = (x2  4*  xy  4-  y2) (x2  — xy  4-  y2).  R. 

2.  Descomponer  4a4  4-  8a2b2  4-  9b4. 

La  raiz  cuadrada  de  4a4  es  2a2;  la  raiz  cuadrada  de  9b4  es  3b2  y el  do- 
ble producto  de  estas  raices  es  2 X 2a2  X 3b2  = 12a2b2;  luego,  este  trinomio 
no  es  cuadrado  perfecto  porque  su  2?  termino  es  8 a2b2  y para  que  sea  cua- 
drado perfecto  debe  ser  12a2b2. 

Para  que  8a5b2  se  convierta  en  12a2b2  le  sumamos  4a2b2  y para  que  el 
trinomio  no  vane  le  restamos  4 a2b2  y tendremos: 

4a4  4-  8a2b2  4-  9b4 

4-  4 a2b2  - 4 a2b2 

4a4  + 12tf2b2  4-  9b4  - 4a2b2  = (4a4  4-  12a2b2  4-  9b4)  - 4a2b2 
(fact,  el  trinomio  cuadrado  perfecto)  = (2a2  4-  3b2)2  — 4a2b2 

(fact,  la  diferencia  de  cuadrados)  = (2a24-3b2  + 2ab)(2a2  + 3b2  — 2ab) 

(ordenando)  = (2a2  -I-  2 ab  4-  3b2) (2a2  — 2 ab  4-  3b2)  R. 

3.  Descomponer  a4  — 1 6a2b2  4-  36b4. 

La  raiz  cuadrada  de  a 4 es  a2;  la  de  36b4  es  6b2.  Para  que  este  trinomio 
fuera  cuadrado  perfecto,  su  29  termino  debia  ser  — 2 X a2  X 6b2  = — 12a2b2 
y es  — 16a2b2;  pero  — 16a2b2  se  convierte  en  — 12a2b2  sumandole  4a2b2,  pues 
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tcndremos:  — 16a2fr24-  4a2b2  = — 12a2£?2,  y para  que  no  vari'e  le  restamos 
4 a2b2,  igual  que  en  los  casos  anteriores  y tendremos: 

a4  - 16a262  + 3 6fc4 
4-  4fl262  — 4fl2b2 

a4  - i2a2&2  4-  3 664  - 4«2i>2  = (a4  - 12a2fc2  4-  3664)  - 4a2i?2 

= (a2  — 6fc2)2  — 4a2fo2 

=(  a 2 — 662  4-  2ab)  ( a2  — 6b2  — 2 ab) 

=(  a2  + 2ab  - 6ft2)  ( a2  - 2afc  - 6b2) . R. 

4.  Factorar  49m4  — 151m2n4  4-  81n8. 

La  raiz  cuadrada  de  49m4  es  7m2;  la  de  81n8  es  9n4.  El  2?  t£rmino 
debi'a  ser  — 2 X 7m2  X 9n4  = — 126m2n4  y es  — 151m2??4,  pero  — 151m2n4  se 
convierte  en  — 126m2??4  sumandole  25m2??4,  pues  se  tiene:  — 151m2n4  4- 
25 m2??4  = — 126m2??4,  y para  que  no  vane  le  restamos  25 m2??4  y tendremos: 

49m4  — 151m2?*4  4*  81??8 

4-  25m2??4  — 25m2 n* 

49m4  — 126m2;?4  4-  81nH  — 25m2n4  = (49m4  — 126m2??4  4-  Sin8)  — 25 m2??4 

= (7m2  — 9n4)2  — 25m2??4 
= ( 7m2  — 9??4  4-  5m??2)  (7m2  — 9??4  — 5m  n~) 

=(  7m2  4-  5mr?2  — 9r?4)  (7m2  — 5m??2  — 9??4).  R. 
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Factorar  o descomponer  en  dos  factores: 


1. 

a4-hrt24-l. 

ii. 

25rt4+54n2fo2+49B4. 

21. 

144+23n8+9n12. 

2. 

m44-m2r?24-??4. 

12. 

36x4— 109x2)>24-49;y4. 

22. 

16-9CH-C8. 

3 

x84-3x4+4. 

13. 

81m8+2w4+l. 

23. 

64a4-169a2£>4+81b8. 

4. 

a4+2a24-9. 

14. 

c4— 45c2+100. 

24. 

225+5m2+m4. 

B. 

a4— 3a2fr24-fr4- 

15. 

4a8-53a4k4+4968. 

25 

1— .126<J2fc4+169a458. 

6. 

x4 — 6x24~l» 

16. 

49+76n2+64n4. 

26. 

x4y4+21*V+121. 

7. 

4fl4-F3a2b24-9&4. 

17. 

25x4— 139x2y2+8l)>4. 

27. 

49c8+75c4m2rc2-fl96m4n4. 

8. 

4x4— 29x24-25. 

18. 

49x8+76x4)»44-10(>y8. 

28. 

81a4i>8— 292a2b4x8+256x,fl. 

9. 

x84-4x4y4+16y8. 

19. 

4— 108x2+121x4. 

10 

16m4— 25m2r?24-9??4. 

20. 

121x4— 133x2y4+36y8. 

CASO  ESPECIAL 

FACTORAR  UNA  SUMA  DE  DOS  CUADRADOS 

144  En  general  una  suma  de  dos  cuadrados  no  tiene  descomposicion  en 
factores  racionales,  es  decir,  factores  en  que  no  haya  raiz,  pero  hay  su- 
mas  de  cuadrados  que,  sumdndoles  y restandol es  una  misma  cantidad,  pue- 
den  llevarse  al  caso  anterior  y descomponerse, 
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Ejemplos 


( 1 ) Factorar  a4  + 4b4. 

La  raiz  cuadrada  de  a4  es  a2;  la  de  4b4  es  2b2.  Para  que  esta  expresion  sea 
un  trinomio  cuadrado  perfecto  hace  falta  que  su  segundo  termino  sea 
2 X a2  X 2b2  = 4a2b2.  Entonces,  igual  que  en  los  casos  anteriores,  a la 
expresion  a4  + 4b4  le  surnames  y restomos  4 a2b2  y tendremos: 

a4  + 4b4 

-f  4crb2  — 4crb2 

a4  H-  4a2b2  + 4b4  — 4a2b2  — (a4  4-  4a2b2  H-  4b4)  — 4a2b2 
= (a2  + 2 b2)2  — 4a2b2 
= (a2  + 2b2  + 2ab)(o2  + 2 b2  - 2ab 
= (a2  + 2ab  + 2b2)  ( a2  - 2ab  + 2b2).  R. 
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Factorar  o descomponer  en  dos  facto  res: 


1 x4H-64y4. 

2.  4x8+y8. 

3.  a4+324b4. 


4.  4m4-f8ln4 

5.  4+625x«. 

6.  64+a12. 


7-  l+4r?4. 

8.  64x8-py8. 

9 8la4+64b4. 


CASO  VI 


TRINOMIO  DE  LA  FORMA  x2  4-  bx  + c 


145;  Trinomios  de  la  forma  x2  -F  bx  -F  c son  trinomios  como 


x2  4-  5x  4-  6,  m2  + 5 m — 14 

a 2 — 2 a — 15,  y2  — Sy  + 15 

que  cumplen  las  condiciones  siguientes: 

1.  El  coefieiente  del  primer  termino  es  1. 

2.  El  primer  termino  es  una  letra  cualquiera  elevada  al  cuadrado. 

3.  El  segundo  tdrmino  tiene  la  misma  letra  que  el  primero  con  ex- 
ponente  1 y su  coefieiente  es  una  cantidad  cualquiera,  positiva  o negativa. 

4.  El  tercer  termino  es  independiente  de  la  letra  que  aparece  en  el 
1<>  y 2^  t^rminos  y es  una  cantidad  cualquiera,  positiva  o negativa. 


146  REGLA  PRACTICA  PARA  FACTORAR  UN  TRINOMIO 
DE  LA  FORMA  x2  + bx  + c 

1)  El  trinomio  se  descomjxme  en  dos  factores  binomios  cuyo  primer 
termino  es  x,  o sea  la  raiz  cuadrada  del  primer  termino  del  trinomio. 
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2)  En  el  primer  factor,  despues  de  x se  escribe  el  signo  del  segundo 
termino  del  trinomio,  y en  el  segundo  factor,  despues  de  x se  escribe  el 
signo  que  resulta  de  multiplicar  el  signo  del  2?  termino  del  trinomio  i>or 
el  signo  del  tercer  termino  del  trinomio. 

3)  Si  los  dos  factores  binomios  tienen  en  el  medio  signos  iguales  se 
buscan  dos  numeros  cuya  suma  sea  el  valor  absoluto  del  segundo  termino 
del  trinomio  y cuyo  producto  sea  el  valor  absoluto  del  tercer  termino  del 
trinomio.  Estos  numeros  son  los  segundos  terminos  de  los  binomios. 

4)  Si  los  dos  factores  binomios  tienen  en  el  medio  signos  distintos  se 
buscan  dos  numeros  cuya  diferencia  sea  el  valor  absoluto  del  segundo  t£r- 
mino  del  trinomio  y cuyo  producto  sea  el  valor  absoluto  del  tercer  termino 
del  trinomio.  El  mavor  de  estos  numeros  es  el  segundo  termino  del  pri- 
mer binomio,  y el  menor,  el  segundo  termino  del  segundo  binomio. 

Esta  regia  pr&tica,  muy  send  11a  en  su  aplicacit'm,  se  aclarani  con  los 
siguientes 


+ 5x  4*  6. 

se  descompone  en  dos  binomios  cuyo  primer  termino  es  !o  roiz  cuo- 
2 o sea  x: 

x2  4-  5x  4-  6 (x  )(x  ) 

En  el  primer  binomio  despues  de  x se  pone  signo  + porque  el  segundo  termi- 
no del  trinomio  4-5x  tiene  signo  -k  En  el  segundo  binomio,  despues  de  x,  se 
escribe  el  signo  que  resulta  de  multiplicar  el  signo  de  4-  5x  por  el  signo  de 
4-  6 y se  tiene  que  4-  por  -f  da  + o sea: 

x2  4-  5x4-  6 (x  4-  ) (x  4-  ) 

Ahora,  como  en  estos  binomios  tenemos  signos  iguales  buscamos  dos  numeros 
que  cuya  sumo  sea  5 y cuyo  producto  sea  6.  Esos  numeros  son  2 y 3,  luego: 

x24-5x4-6  = (x4-2)(x4-3).  R. 

(2)  Factorar  x2  — 7x  4- 12. 

Tendremos:  x*  — 7x4-12  |x  — ) (x  — } 

En  el  primer  binomio  se  pone  — porque  — 7x  tiene  signo  — . 

En  el  segundo  binomio  se  pone  — porque  multiplicando  el  signo  de  — 7x  por 
el  signo  de  4-  12  se  tiene  que:  — por  4-  da  — . 

Ahora,  como  en  los  binomios  tenemos  signos  iguales  buscamos  dos  numeros 
cuya  sumo  sea  7 y cuyo  producto  sea  12.  Estos  numeros  son  3 y 4,  luego: 

x2  — 7x4- 12  = ( x — 3 ) ( x — 4 ).  R. 


Ejemplos 


(|)  Factorar  x2 

El  trinomio 
drada  de  x 
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(3)  Factorar  x2  4*  2x  — 15. 

Tenemos:  x2  4 2x  — 15  (x+  ) ( x — ) 

En  el  primer  binomio  se  pone  4 porque  4 2x  tiene  signo  +. 

En  el  segundo  binomio  se  pone  — porque  multiplicando  el  signo  de  -f  2x  por 
el  signo  de  — 15  se  tiene  que  4 por  — da  — . 

Ahora,  como  en  los  binomios  tenemos  signos  distintos  buscamos  dos  numeros 
cuya  diferencia  sea  2 y cuyo  producto  sea  15. 

Estos  numeros  son  5 y 3.  El  mayor  5,  se  escribe  en  el  primer  binomio,  y 
tendremos: 

x2  4 2x  — 15  = (x  4 5)  (x  — 3).  R. 

(4)  Factorar  x2-5x-14. 

Tenemos:  x2  — 5x  — 14  (x—  )(x4  ) 

En  el  primer  binomio  se  pone  — porque  — 5x  tiene  signo  — . 

En  el  segundo  binomio  se  pone  4 porque  multiplicando  el  signo  de  — 5x  por 
el  signo  de  — 14  se  tiene  que  — por  — da  4. 

Ahora  como  en  los  binomios  tenemos  signos  distint  os  se  buscan  dos  numeros 
cuya  diferencia  sea  5 y cuyo  producto  sea  14. 

Estos  numeros  son  7 y 2.  El  mayor  7,  se  escribe  en  el  primer  binomio  y se 
tendra: 

x2-5x-14  = (x-7)(x4  2).  R. 

( 5 ) Factorar  a2  — 1 3a  4 40, 

a2  — 13a  4 40  = (a — 5)  (a  — 8).  R. 

(6)  Factorar  m2  — 11m  — 12. 

ro2-llm-12  = (m-12)(m  + l).  R. 

( 7 ) Factorar  n2  4*  28n  — 29. 

n2  4 28n  - 29  = (n  4 29)  (n  - 1).  R. 

(8)  Factorar  x2  4 6x  — 216. 

x2  4 6x  — 216  (x  4 ) (x  — ) 


Necesitamos  dos  numeros  cuya  diferencia  sea  6 y cuyo  producto  sea  216. 
Estos  numeros  no  se  ven  facilmente.  Para  hallarlos,  descomponemos  en  sus 
factores  primos  el  tercer  termino: 


216 

2 

Ahora.  formamos  con 

estos  factores  primos  dos  productos. 

108 

2 

Por  tanteo,  variando  los  factores  de  cada  producto,  obtendremos 

54 

2 

los  dos  numeros  que  buscamos.  Asi: 

27 

3 

9 

3 

2X2X2=  8 

3 X 3 X 3 = 27 

27  — 8 = 19,  no  nos  MrvcB 

3 

3 

2X2X2X3  = 24 

3X3=  9 

24—  9=  15  no  nos  sirven 

1 

2 X 2 X 3=  12 

2X3X3=18 

18  — 12  = 6,  sirven. 

18  y 12  son  los  numeros  que  buscamos  porque  su  diferencia  es  6 y su  producto 
necesariamente  es  216  ya  que  para  obtener  estos  numeros  hemos  empleado 
todos  los  factores  que  obtuvimos  en  la  descomposicion  de  216.  Por  tanto: 

x2  4 6x-  216  = 1x4  18)  lx  -12).  R. 
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(9)  Factorar  a2  — 66a  + 1080. 

a2 -66a + 1080  (a-  ) (a  — ) 

Necesitamos  dos  numeros  cuya  suma  sea  66  y cuyo  producto  sea  1080. 
Descomponiendo  1080,  tendremos: 


1080 

2 

540 

2 

270 

2 

135 

3 

2X2X2=  8 

3X3X3X5=105 

105+  8=113, 

no  sirven 

45 

3 

2X2X2X3  = 24 

3X3X5=  45 

45  + 24=  69, 

no  sirven 

15 

3 

2 X 3 X 5 = 30 

2x2x3x3=  36 

30  + 36  = 66, 

sirven 

5 

1 

5 

Los  numeros  que  necesitamos  son  30  y 36  porque  su  suma  es  66  y su  producto 
necesariamente  es  1080  ya  que  para  obtener  estos  numeros  hemos  empleado 
todos  los  factores  que  obtuvimos  en  la  descomposicion  de  1080,  luego: 

a2  - 66a  + 1080  = (a  - 36) (a  - 30).  R. 

B*  EJERCICIO  98 


Factorar  o descomponer  en  dos  factores: 


1. 

x24-7xH-10. 

13. 

y2— 4y+3. 

25.  a2— 2a— 35- 

37. 

m2— 2m— 168- 

2. 

x2— 5x4-6. 

14. 

12— 8«4-n2. 

26.  x2+14x+13. 

38. 

c24-24c4-135- 

3. 

x24-3x— 10. 

15. 

x2+10x+21. 

27.  a2+33-14a. 

39. 

m2— 41m4-400. 

4. 

x2+x— 2. 

16. 

a24-7a— 18- 

28.  m2+13m-30. 

40. 

a24-a— 380. 

s. 

a24-4a4-3. 

17. 

m2-12m4-ll. 

29.  c2— 13c— 14. 

41. 

x2+12x— 364. 

0. 

m24-5m— 14. 

18. 

x2— 7x— 30-  * 

30.  x2+15x+56. 

42. 

a24-42a4-432. 

7. 

y2— 9y+20. 

19. 

n2+6w— 16. 

31.  x2— 15x4-54. 

43 

m2— 30m— 675. 

8. 

x2— 6— x. 

20. 

204-a2— 21a. 

32.  a2+7a— 60. 

44. 

y24-50y 4-336. 

0 

x2— 9x+8. 

21. 

y2+y— 30. 

33.  x2— 17x— 60. 

45. 

x2— 2x— 528. 

10. 

c24-5c- 24. 

22. 

28+a2— 11a. 

34.  x24-8x— 180- 

46. 

n24-43n4-432. 

11. 

x2 — 3x4-2. 

23. 

n2— 6a— 40. 

35.  m2— 20m— 300. 

47. 

c2-4c-320. 

12. 

a24-7a4-6. 

24. 

x2— 5x— 36. 

36  x24-x— 132. 

48. 

m2— 8m— 1008. 

CASOS  ESPECIALES 


147)  El  procedimiento  anterior  es  aplicable  a la  factoraci6n  de  trinomios 
que  siendo  de  la  forma  x2  + bx  + c difieren  algo  de  los  estudiados  an- 
teriormente. 


( 1 ) Factorar  x4  — 5x2  — 50. 

El  primer  termino  de  cada  factor  binomio  sera  la  raiz 
cuadrada  de  x4  o sea  x2: 

x4  — 5x2  — 50  (x2-  )(x2+  ). 

Buscamos  dos  numeros  cuya  diferencia  (signos  distintos  en  los  binomios)  sea 
5 y cuyo  producto  sea  50.  Esos  numeros  son  10  y 5.  Tendremos: 

x4  - 5x2  - 50  = (x2  - 10)(x2  + 5).  R. 
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(2 ) Factorar  x6  + 7x3  — 44. 

El  primer  termino  de  cada  binomio  sera  la  raiz  cuadrada  de  x°  o sea  x3. 
Aplicando  las  reglas  tendremos: 

x6  4-  7x3  — 44  = t x3  4-  1 1 ) (x3  — 4 ).  R. 

(3)  Factorar  a2b2  — ab  — 42. 

El  primer  termino  de  cada  factor  sera  la  raiz  cuadrada  de  a2b2  o sea  ab: 
orb2  — ab  — 42  (ab  — )(ab4-  ). 

Buscamos  dos  numeros  cuya  diferencia  sea  1 (que  es  el  coeficiente  de  ab]  y 
cuyo  producto  sea  42.  Esos  numeros  son  7 y 6.  Tendremos: 

a2b2  — ab  — 42  = (ab  — 7 Uab  4-  6 ).  R. 

(4)  Factorar  (5x)2  — 9(5x)  4- 8. 

Llamamos  la  atencion  sobre  este  ejemplo  porque  usaremos  esta  descomposi- 
cion  en  el  caso  siguiente. 

El  primer  termino  de  cada  binomio  sera  la  raiz  cuadrada  de  (5x)2  o sea  5x: 
(5x)2  — 9(5x)  4-  8 (5x-  )(5x  — ) 

Dos  numeros  cuya  suma  (signos  iguales  en  los  binomios)  es  9 y cuyo  producto 
es  8 son  8 y 1.  Tendremos: 

(5x)2  — 9(5x)  4-  8 = (5x  — 8 )(5x  — 1 1.  R. 

( 5 ) Factorar  x2  — Sax  — 36a2. 

x2  — 5ax  — 36a2  (x  — Kx  4-  ) 

El  coeficiente  de  x en  el  segundo  termino  es  5a.  Buscamos  dos  cantidades 
cuya  diferenda  sea  5 a (que  es  el  coeficiente  de  x en  el  segundo  termino) 
y cuyo  producto  sea  36a2.  Esas  cantidades  son  9a  y 4a.  Tendremos: 

x2  — 5ax  — 36a2  = (x  — 9a  )lx  4-  4a ).  R. 

(6)  Factorar  (a  4*  b)2  — 1 2 (a  4-  b)  4-  20. 

El  primer  termino  de  cada  binomio  sera  la  raiz  cuadrada  de  (a  4- bp  que  es 

(a  + b). 

(a  4-  b)2  — 1 2 (a  4-  b)  4-  20  [(a  4-  b)  — )[(o  4-  b)  — 1 

Buscamos  dos  numeros  cuya  suma  sea  12  y cuyo  producto  sea  20.  Esos  nu- 
meros son  10  y 2.  Tendremos: 

(a4-bp-12(a4-b)4-20=[(a4-b)-10  )[(a  4*  b ) - 2 ] 

= fa  + b-  10)la  + b — 2).  R. 

(7)  Factorar  28  4- 3x  - x2. 

Ordenando  en  orden  descendente  respecto  de  x,  tenemos: 

- x2  4-  3x  + 28. 

Para  eliminar  el  signo  — de  — x2  introducimos  el  trinomio  en  un  parentesis 
precedido  del  signo  — : 


- lx2-3x-28) 
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Factorando  x(I) 2  — 3x  — 28  = (x  — 7) ( x 4-  4),  pero  como  el  trinomio  esta  prece- 
dido  de  — su  descomposicion  tambien  debe  ir  precedida  de  — y tendremos: 

( x 7)  ( x + 4) 

Para  que  desaparezca  el  signo  — del  producto  — (x  — 7 ) ( x + 4 ) o sea,  para 
convertirlo  en  4-  basta  cambiarle  el  signo  a un  factor,  por  ejemplo,  a ( x — 7 ) 
y quedara: 

28  4-  3x  - x2  =(7  - x) (x  4-  4).  R. 

(8)  Factorar  30  -f  y2  — y4. 

30  4-  y2  - y4  = - (y4  - y2  - 30)  = - (y2  - 6)(y2  + 5)  = ( 6 - y2)(y2  4-  5).  R. 


m-  ejercicio  99 


Factorar: 

1.  .vJ+5x2+4- 

13.  x44-7ax2— 60a2. 

25. 

fl24-2«xy— 440x2y2. 

2.  x#— 6x*— 7. 

14.  (2x)2— 4(2x)4-3. 

26. 

7ncn°— 21m3n84-l04. 

3.  xs— 2x4— 80. 

15.  (w— n)2+5(m— w)— 24. 

27. 

144-5  n-n2. 

4.  x2y2+xy— 12. 

16.  x*+x4— 240. 

28. 

x°4-x3— 930. 

5.  (4.\)2— 2(4x)— 15. 

17.  154- 2y— y2. 

29. 

(4x2)2— 8(4x2)— 105. 

6.  (5x)2+13(5x)+42. 

18.  a4b4— 2a-b2— 99. 

30. 

x4+5abx2— 36a2b2. 

7.  x2+2rtx— 15</2. 

19.  c2+llcd+2Sd2. 

31. 

a4—  a2b2— 156b4. 

8.  a-— iab— 21fc2. 

20.  25x2— 5(5x)— 84. 

32. 

21fl24-4rzx  — x2. 

9.  (x-y)2+2(x— y)— 24. 

21.  «2-21a64-98k2. 

33. 

xsy8—  15flx4y4— 100a2. 

10.  5+4x— x2. 

22.  x4y44-x2y2— 132. 

34. 

(r/ — l)24-3(r? — 1) — 108- 

11.  x10+x5— 20. 

23.  48-f2x2— x4. 

35. 

m-+abcm  —56  a2b2c2. 

12.  m2+rnn—5Qn2. 

24.  (c+d)2-18(c+d)+65. 

36. 

(7x2)24-24(7x2)4-128. 

CASO  VII 

TRINOMIO  DE  LA  FORMA 

ax2  4*  bx  4-  c 

(148)  Son  trinomios  de  esta  forma:  2x2  + llx  + 5 

3a2  + la  -6 

10n2  — n — 2 
7m2  — 23m  4-  6 

que  se  diferencian  de  los  trinomios  estudiados  en  el  caso  anterior  en  que 
el  primer  termino  tiene  un  coeficiente  distinto  de  1. 


'1 49)  DESCOMPOSICION  EN  FACTORES  DE  UN  TRINOMIO 
WDE  LA  FORMA  ax2  + bx  + c 


( I ) Factorar  6x2  — 7x  — 3. 

Multipliquemos  el  trinomio  por  el  coeficiente  de  x2  que  es 

6 y dejando  indicado  el  producto  de  6 por  7x  se  tiene: 

36x2-6(7x)-18. 

Pero  36x2  = (6x)2  y 6(7xJ  = 7(6x)  luego  podemos  escribin  (6x)2  — 7(6x)  — 18. 
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Descomponiendo  este  trinomio  segun  se  vio  en  ei  caso  anterior,  el  ler.  lermino 
de  coda  factor  sera  la  raiz  cuadrada  de  (6x)2  o sea  6x:  (6x  — )(6x  + ). 

Dos  numeros  cuya  diferencia  sea  7 y cuyo  producto  sea  18  son  9 y 2.  Ten- 
dremos:  (6x  — 9)  (6x  + 2). 


Como  al  principio  multiplicamos  el  trinomio  dado  por  6,  ahora  tenemos  que 


dividir  por  6,  para  no  alterar  el  trinomio,  y tendremos: 


|6x-9)(6x +2) 

6 


pero  como  ninguno  de  los  binomios  es  divisible  por  6,  descomponemos  6 cn 
2 X 3 y dividiendo  (6x  — 9)  entre  3 y (6x  + 2)  entre  2 se  tendra: 


(6x  — 9)  (6x  + 2) 


= (2x  - 3)  (3x  + 1 ) 


Luego: 

( 2)  Factorar  20x2  + 7x  — 6. 


2X3 

6x2  — 7x  — 3 = (2x  — 3)  I3x  + U R. 


Multiplicando  el  trinomio  por  20,  tendremos:  ( 20x )-  + 7(20x)  — 120. 

Descomponiendo  este  trinomio,  tenemos:  (20x  + 15)  (20x  — 8). 

Para  cancelar  la  multiplicacion  por  20,  tenemos  que  dividir  por  20,  pero  como 
ninguno  de  los  dos  binomios  es  divisible  por  20,  descomponemos  el  20  en 
5 X 4 y dividiendo  el  factor  (20x  + 15)  entre  5 y (20x  — 8)  entre  4 tendremos: 


(20x  + 15)  (20x  — 8) 


5X4 


-=  (4x  + 3)  (5x  — 2) 


Luego  20x2  + 7x  - 6 = (4x  + 3 ) I5x  — 2 L R. 


( 3)  Factorar  18a2  — 13a  — 5. 

Multiplicando  por  18:  (18a)2  — 13  ( 1 8a ) — 90. 

Factorando  este  trinomio:  (18a  — 18)  ( 18a  + 5). 

Dividiendo  por  18,  para  lo  cual,  como  el  primer  binomio  18a  — 18  es  divisi- 
ble por  18  basta  dividir  este  factor  entre  18,  tendremos: 


Luego 


(18a- 18)  (18a + 5) 

-=  (a  — 118a 

18 


+ 5) 


18a2  — 13o  — 5 = (a  — 1 ) (18a  + 5 )•  R. 


m-  EJERCICIO  100 

Factorar: 

1.  2x2+3x— 2. 

2-  3x2— 5x— 2. 

3.  6x2+7x+2. 

4.  5x2+13x-6. 

5.  6x2— 6— 5x. 

6.  12x2— x— 6. 

7 4«2+15<i+9. 

8.  3+lla+lOn2. 

9 12m2— 13m— 35. 


10  20y2+y-l. 

11.  8a2— 14a— 15. 

12. "  7x2— 44x— 35. 

13.  16m4-15m2— 15. 

14  2a2-F5a+2. 

15  12x2— 7x— 12. 

16.  9a2+10a+l. 

17.  20n2— 9n— 20 

18  21x2+llx— 2. 


19  m— 6+15m2. 

20.  15a2— 84— 12. 

21.  9x2+37x-j-4- 

22.  44n+20n2— 15. 

23.  14m2— 31m— 10. 

24  2x2+29x+90. 

25.  20a2— 7a— 40. 

26.  4n2+n— 33. 

27.  30x2+13x— 10. 


DESCOMPOSICION  FACTORIAL 


• 165 


CASOS  ESPECIALES 

1.  Factorar  15x4  — llx2  — 12. 

Mukiplicando  por  15:  (15x2)2  — ll(15x2)  — 180. 

Descomponiendo  este  trinomio,  el  primer  t^rmino  (15x2  — 20)  (15x2  4-  9). 
de  cada  factor  sera  la  rad'z  cuadrada  de  (15x2)2,  o sea  15x2:  / 

(15x2  — 20)(15x2  4*  9) 

Dividiendo  por  15:  - = (3x2  — 4)(5x2  4-  3).  R. 

5x3 

2.  Factorar  12x2y2  4-  xy  — 20. 

Multiplicando  por  12:  (12xy)2  4- l(12xy)  — 240. 

Factorando  este  trinomio:  (12xy  4- 16)(12xy  — 15). 

(12 xy  4-  16)(12xy  — 15) 

Dividiendo  por  12:  — ^ = (3xy  + 4)(4xy  — 5)  R. 

3.  Factorar  6x2  — llax  — 10a2. 

Multiplicando  por  6:  (6x)2  — lla(6x)  — 60a2. 

Factorando  este  trinomio:  (6x  — 15a) (6x  H-  4a). 

(6x  — 15a)  (6x  4-  4a) 

Dividiendo  por  6:  — — = (2x  — 5a)(3x  4-  2a).  R. 

3X2 

4.  Factorar  20  — 3x  — 9x2. 

Ordenando  el  trinomio  en  orden  descendente  respecto  de  x:  — 9x2  — 3x  H- 20. 
Introduciendolo  en  un  parentesis  precedido  del  signo  — : — (9x2  4- 3x  — 20). 

Multiplicando  por  9:  — [(9x)2  4- 3(9x)  — 180]. 

Factorando  este  trinomio:  — (9x  4- 15)  (9x  — 12). 

— (9x  4- 15)  (9x  — 12) 

Dividiendo  por  9:  — — (3x  4- 5)(3x  — 4). 

3x3 

Para  que  desaparezca  el  signo  — de  este 
producto,  o sea  para  convertirlo  en  4-,  hay 

que  cambiar  el  signo  a un  factor,  por  ejem-  20  — 3x  — 9x2  = (3x4-5)(4  — 3x).  R 

plo,  a (3x  — 4),  que  se  convertira  en  (4  — 3x), 
y tendremos: 


1. 

EJERCICIO  101 

Factorar: 

6x4+5x2-6. 

9. 

6m  2— 1 3a  m — 1 5a2. 

17. 

l8a2H-17ay— 15y2. 

2. 

5xu+4x3— 12. 

10. 

14x*-45x2-14. 

18. 

15+2x2— 8x4. 

3. 

10xK+29x4+10. 

11. 

30a2— 13ab— 3&2. 

19. 

6-25x*+5x4. 

4. 

6a-x2+5ax— 21. 

12. 

7x°— 33x3— 10. 

20. 

30x10— 91xs— 30. 

5. 

20x2y'-+9xy— 20- 

13. 

304- 13a— 3a2. 

21. 

30m2+l7am-2la2. 

6. 

15x2— ax— 2a2. 

14. 

54-7x*— 6x8. 

22. 

16a— 4— 15a2. 

7. 

12— 7x— 10x2. 

16. 

6a2— ax— 15x2. 

23. 

Uxy— 6y2-4x2. 

8. 

21x2— 29xy— 72y2. 

16 

4x  2 4-  7 in  n x — 15m  2n 2 . 

24. 

27ai>-9k2-20a2. 
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CASO  VIII 

CUBO  PERFECTO  DE  BINOMIOS 

(a  + b)z  = az  + 3 a2b  + 3 ab2  + bz 
150  En  los  productos  notables  (90)  se  vio  que  (fl_fc)8  = as  — 3a2&  + Sab*  — 6s. 

Lo  anterior  nos  dice  que  para  que  una  expresion  algebraica  orde- 
nada  con  respecto  a una  letra  sea  el  cubo  de  un  binomio,  tiene  que 
cumplir  las  siguientes  condiciones: 

1.  Tener  cuatro  terminos. 

2.  Que  el  primero  y el  ultimo  terminos  sean  cubos  perfectos. 

3.  Que  el  2?  termino  sea  mas  o menos  el  Iriplo  del  cuadrado  de  la 
raiz  cubica  del  primer  termino  multiplicado  por  la  raiz  ctibica  del  ultimo 


4.  Que  el  3cr-  termino  sea  mas  el  triplo  de  la  raiz  cubica  del  primer 
termino  por  el  cuadrado  de  la  raiz  cubica  del  ultimo. 

Si  todos  los  terminos  de  la  expresion  son  positivos,  la  expresion  dada 
es  el  cubo  de  la  suma  de  las  raices  cubicas  de  su  primero  y ultimo  lermino, 
y si  los  terminos  son  alternativamente  positivos  y negativos  la  expresion 
dada  es  el  cubo  de  la  diferencia  de  dichas  raices. 

(l5l) RAIZ  CUBICA  DE  UN  MONOMIO 

La  raiz  cubica  de  un  monomio  se  obtiene  extrayendo  la  raiz  cubica 
de  su  coeficiente  y dlvidiendo  el  exponente  de  cada  letra  entre  3. 

Asi,  la  raiz  cubica  de  $azb*  es  2 ab2.  En  efecto: 


termino. 


= 2 ab2  X 2 ab2  X 2 ab2  = 8 azb6, 


© 


1 52/  HALLAR  SI  UNA  EXPRESION  DADA  ES  EL  CUBO 
DE  UN  BINOMIO 


( | ) Hollar  si  8x3  -f*  12x2  + 6x  4-  1 es  el  cubo  de  un  binomio. 


Veamos  si  cumple  las  condiciones  expuestas  antes. 
La  expresion  tiene  cuatro  terminos. 


La  raiz  cubica  de  8x3  es  2x. 
La  raiz  cubica  de  1 es  1. 


3(2x)2(l ) = 12x2,  segundo  termino. 
3(2x)  ( 1 )2  = 6x,  tercer  termino. 


Cumple  las  condiciones,  y como  todos  sus  terminos  son  positivos , la  expresion 
dada  es  el  cubo  de  ( 2x  4-  1 ),  o de  otro  modo,  ( 2x  1 ) es  la  raiz  cubica 
de  la  expresion. 
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(2)  Hollar  si  8x1 2 3 4 5 6  4-  54x2y6  — 27y°  — 36x4y3  es  el  cubo  de  un  binomio. 
Ordenando  la  expresion,  se  tiene:  8xfl  — 36x4y3  4-  54x2yfl  — 27y°. 


La  expresion  tiene  cuatro  terminos: 


La  rafz  cubica  de  8x6  es  2x2. 

La  raiz  cubica  de  27y9  es  3y3. 
3(2x2)2(3y3)  = 36x4y3,  segundo  termino 
3(2x2)  (3y3)2  = 54x2y°,  tercer  termino 


y como  los  terminos  son  alternativamente  positivos  y negativos,  la  expresion 
dada  es  el  cubo  de  (2x2  — 3y3). 


(153J  FACTORAR  UNA  EXPRESION  QUE  ES  EL  CUBO 
DE  UN  BINOMIO 


( 1 ) Factorar  1'+  12a  + 48a2  + 64a3. 

Aplicando  el  procedimiento  anterior  vemos  que  esta  ex- 
presion es  el  cubo  de  ( 1 -f  4a );  luego: 

1 + 12a  + 48a2  + 64a3  = (1  + 4a  )s.  R. 

( 2)  Factorar  a9  - 18a6bB  + 108a8b10  - 216b15. 

Aplicando  el  procedimiento  anterior,  vemos  que  esta  expresion  es  el  cubo  de 
( a3  — 6b5 );  iuego: 

a9  - 18a°b5  + 108a3b10  - 216b15  = (a3  - 6b5)3.  R. 


Ejemplos 


m-  EJERCICIO  102 


Factorar  por  el  inetodo  anterior,  si  es  posible,  las  expresiones  siguientes, 
ordenandolas  previamente: 


1.  a*+3a2+3a+l. 

2.  27— 27x+9x2— x®. 

3.  m®+3m2n+3mn2+«®. 

4.  l+3a2— 3a— a3. 

5.  8+12a2+6a4+a«. 

6-  125x3+l+75x2+15x. 

7 8a3— 36a2/r+54a62— 27fc3. 

8.  27m®+108m2n+144mn2+64rt®. 

9 x®— 3x2+3x+l. 

10.  l+12a2fc-6a/>-8a36®. 

11.  125a3+150a-’fc+60a(>2+863. 


12.  8+36x+54x2+27x3. 

13-  8— 12a2— 6a4— a®. 

14.  a®+3a463+3a26®+ft°. 

15.  x8— 9x®y4+27x:y— 27y12. 

16.  64x3+240x2y+300xy2+]25y3. 

17.  216— 756a2+882a4— 343a®. 

18.  125x,2+600x8y6+960x4y10+512)i,,‘l. 

19.  3a12+l+3a®+a18. 

20  m3— 3am2n+3a2mn2— a3n®. 

21.  1 + 1 8a2/>3+ 1 08a4/r®+21 6a«69. 

22.  64x8— 125v12— 240x«y4+300xy. 


CASO  IX 

SUMA  O DIFERENCIA  DE  CUBOS  PERFECTOS 


y t.omo  en  toda  division  exacta  el  dividendo  es  igual  al  producto  del  divi- 
sor por  el  cociente,  tendremos: 

a3+ b3  = (a+ b)(a2  — ab  + b2)  (i) 

a3  _ b®  = (a  — b)(a2  + ab  + b2)  ,'2) 


(^54)  Sabemos  (94)  que: 


a3  + b 3 

n -L. 


— a2  — ab  + b2  y 


a3  — 63 


= a2  4-  ab  -f  b2 


1 68  # algebra 


La  fdrmula  (1)  nos  dice  que: 

regla  1 

La  suma  de  dos  cubos  perfectos  se  descompone  en  dos  factores: 

19  La  suma  de  sus  raices  cubicas.  29  El  cuadrado  de  la  primera  raiz, 
menos  el  producto  de  las  dos  raices,  mis  el  cuadrado  de  la  segunda  raiz. 
La  fdrmula  (2)  nos  dice  que: 

REGLA  2 

La  diferencia  de  dos  cubos  perfectos  se  descompone  en  dos  factores: 

19  La  diferencia  de  sus  raices  cubicas.  29  El  cuadrado  de  la  primera 
raiz,  mis  el  producto  de  las  dos  raices,  mis  el  cuadrado  de  la  segunda  raiz. 


(l  55)  FACTORAR  UNA  SUMA  0 UNA  DIFERENCIA 
DE  CUBOS  PERFECTOS 


Ejemplos 


(1  ) Foctorar  x3  + l. 

La  raiz  cubica  de  x8  es  x;  la  raiz  cubica  de  1 es  1. 

Segun  la  Regla  1: 

x3  + 1 = (x  + l)[x2  - x ( 1 ) + l2]  =1  x + 1 ) (x2  - x + 1 ) R. 


(2  ) Factorar  a8  — 8. 

La  raiz  cubica  de  a8  es  a;  la  de  8 es  2.  Segun  la  Regla  2: 

a3  - 8 = (a  - 2)[a2  + 2(a)  + 22]  =(  a - 2) ( a2  4-  2a  + 4).  R. 

(3  ) Factorar  27a8  + b6. 

La  raiz  cubica  de  27a3  es  3a;  la  de  b6  es  b2.  Segun  la  Regla  1 tendremos: 
27a3  + b6  = (3a  + b2)[(3a)2  - 3a(b2)  + (b2)2]  =(  3a  + b2)(  9a2  - 3 ab2  + b«)  R. 

(4  ) Factorar  8x3  — 125. 

La  raiz  cubica  du  8x3  es  2x;  la  de  125  es  5.  Segun  la  Regla  2 tendremos: 

8x3  — 125  = (2x  — 5)[(2x)2  + 5(2x)  + 5 2J  =(2x  - 5)  ( 4x2  + lOx  + 25)  R. 

(5  ) Factorar  27m6  -h  64n9. 

27m6  + 64ne  = ( 3m2  + 4n8)  I 9m4  - 1 2m2n3  + 1 6ne)  R. 

m*  EJERCICIO  103 


Descomponer  en  2 factores: 


1. 

1+a3. 

7. 

ys— 1. 

13 

27  a3— b3. 

19. 

8x3— 27y3. 

2 

1— a3. 

8 

8x3— 1. 

14. 

64+a«. 

20. 

l+343n3. 

3. 

X3+)>8. 

9. 

1— 8x3. 

15. 

a3— 125. 

21. 

64a3— 729. 

4. 

m3—rid. 

10. 

x3— 27. 

16. 

1— 216m3. 

22. 

a3fc3— x®. 

5. 

a3— 1. 

11. 

a3+27. 

17. 

8a3+27fc®. 

23. 

512+27a®. 

6. 

y*+l. 

12. 

8x3+y3. 

18. 

x«-6». 

24. 

x®— 8y12- 
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25 

l+729x«. 

29 

<,s5*x3+l. 

33 

x,2+y12. 

37. 

8xB— I25y3z*. 

26. 

27m*+64nB. 

30. 

x*+y#. 

34 

1— 27a868. 

38 

27m«+343n». 

27. 

343x3+512ye. 

31. 

lOOOx3— 1. 

35 

8x"+729. 

39 

216— x12. 

28 

xy»-2l6y9. 

32. 

a#+125&12. 

36. 

a8+8612. 

CASOS  ESPECIALES 

1.  Factorar  (a  4*  6)8  + 1. 

La  raiz  cubica  de  (a  4 6)3  es  (a  + b );  la  de  1 es  1.  Tendremos: 

(fl  + 6)3  41  = [{a  4 6)4  1]  [{a  4 6)2  - {a  4 6)  (1)  4 l2] 

= {a  4 6 4 l)(fl2  4 2ab  4 62  — a — 6 4 1 R. 

2.  Factorar  8 — (x  — y)3. 

La  rafz  cubica  de  8 es  2;  la  de  (x  — y)3  es  (x  — y).  Tendremos: 

8 - (x  - y)3  = [2  - (x  - >)]  [22  + 2(x  -y)  + (x-  y)2] 

= (2-x  + y)(4  + 2x-2y  + x2-2xy  + y%  R. 

3.  Factorar  (x  4 1)*  4 (x  — 2)8. 

(x  4 l)8  4 (x  - 2)8  = [(x  4 1 ) 4 (x  - 2)]  [(x  4 l)2  - (x  4 1)  (x  - 2)  4 (x  - 2)2] 
= (x4l4x- 2)(x24  2x  4 1 r x2  4 x 4 2 4 x2  - 4x  4 4) 
(reduciendo)  = (2x  — 1 ) (x2  — x 4 7 ).  R. 

4.  Factorar  ( a — 6)s  — (a  4 6)8. 

(a  — 6)8  — (a  4 6)8  = [(a  — 6)  — (a  4 6)]  [(a  — 6)2  4 (a  — b)(a  4 6)  4 (a  4 6)2] 
= (a—  b — a — 6)  (a2  — 2ab  4 62  4 a2  — 62  4 a2  4 2ab  4 62) 
(reduciendo)  = (—  26  )(3<i2  4 62  R. 

» EJERCICIO  104 

Desconiponer  en  dos  factores: 


1. 

l+(x+y)3. 

6. 

l-(2  a-b)». 

11. 

x°— (x42)8. 

16. 

(2x-  y)8+(3x+y)8. 

2. 

1— (fl+W)8. 

7. 

a3+(a+l)8. 

12. 

(o4l)34(fl— 3)3. 

17. 

8 (a+b)3+(a—b)a. 

3. 

27+(m— n)3. 

8. 

8a3— (a— l)3. 

13. 

(x — l)8 — (x42)8. 

18. 

64(m+n)3— 125. 

4. 

(x-y)3-8. 

9 

27xs— (x-)1)8. 

14. 

(x-y)*-(x+y)8. 

5. 

(x+2y)8+l. 

10. 

(2a— 6)3— 27. 

15. 

(m-2)2+(m-3)3. 

CASO  X 


SUMA  0 DIFERENCIA  DE  DOS  POTENCIAS  IGUALES 

156  ) En  el  numero  (95)  establecimos  y aplicando  el  Teorema  del  Residuo 
(102),  probamos  que: 

J.  fln  — l,n  es  divisible  j)or  a — b siendo  rx  par  o impar. 

II  flB4  6D  ^ divisible  |>or  a + b siendo  n impar. 

Ill  an  — 6n  es  divisible  |x>r  a + />  cuando  n es  par. 

IV.  an  4 6n  nunca  es  divisible  por  a — b 

y vimos  el  modo  de  hallar  el  cociente  cuando  la  division  era  exacta. 
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(157)  FACTO RAR  UNA  SUMA  0 DIFERENCIA  DE  POTENCIAS 
IMPARES  IGUALES 


Ejemplos 


(1  ) Factorar  m5  4-  n5. 

Dividiendo  entre  m*Fn  (96,  4®)  los  signos  del  cocien- 
te  son  alternativamente  -f  y — : 

m5  4-  n5 


3n  -4  m2n2  — rrm3  -f  n4 


• = m*  — m 

m -j~  n 

luego  m5  + n5  = (m  *F  n](m4  ~ n)3n  + mV  - mn3  + n4].  R. 

(2)  Factorar  x5 -f  32. 

Esta  expresion  puede  escribirse  x5  4-  25.  Dividiendo  por  x 4-  2,  tenemos: 
x5  4-  32 


o sea 


x 4-  2 
x5  -h  32 
x 4-  2 


= x4  - x3 (2)  4-  x2(22)  — x(23)  4-  24 
= x4  — 2x3  4-  4x2  — 8x  4-  16 


luego  x5  4-  32  = (x  4-  2 ) tx4  — 2x3  4-  4x2  — 8x  4-  16).  R. 

(3  ) Factorar  a5  — b5. 

Dividiendo  por  a — b (96,  49)  los  signos  del  cociente  son  todos  4-: 
a5-bB 


a — b 


= a4  4“  a3b  4"  a2b2  4-  ab3  4*  b4 


luego  a5  — b5  = (a  — b ) (a4  4-  a3b  4-  a2b2  4-  ab3  4-  b4 ).  R. 

( 4)  Factorar  x7  — 1. 

Esta  expresion  equivale  a x7  — I7.  Dividiendo  entre  x — 1,  se  tiene: 
x7~  1 = x6  + xs(1)  + x4(l2)  + x3|l3)  + x2(l4)  + x(l5)  + 1« 

= x6  4-  xB  4 x4  4 x3  4-  x2  4 x 4 1 


x — 1 
x7-l 


o sea 


luego 


x — 1 

x7  — 1 = (x  — 1 ) (xe  4-  x5  4-  x4  4-  x3  4-  x2  4-  x 4*  1 ).  R. 


NOTA 


Expresiones  que  corresponden  al  caso  anterior  xn  4-  yn  o xn  — yn  en  que  n 
es  impar  y multiplo  de  3,  como  x3  4-  y3,  x3  — y3,  x9  -4  y9,  x9  — y9,  x16  4-  y15, 
x15  __  yis^  pUecjen  descomponerse  por  el  metodo  anteriormente  expuesto  o como 
sumo  o diferencia  de  cubos.  Generalmente  es  mas  expedito  esto  ultimo. 

Las  expresiones  de  la  forma  xn  — yn  en  que  n es  par,  como  x4  — y4,  x(I  — y®, 
x®  — y8  son  divisibles  por  x 4-  y o x — y,  y pueden  descomponerse  por  el  me- 
todo anterior,  pero  mucho  mas  facil  es  factorarlas  como  diferencia  de  cur 
drados. 
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EJERCICIO  105 

Factorar: 


1. 

a5+l. 

5. 

m1— nT. 

9. 

xT+128. 

13. 

1+x7. 

2. 

a8— 1. 

6. 

a8+243. 

10. 

243— 32fe6. 

14. 

x7— y7. 

3. 

1-x8. 

7. 

32— m8. 

11. 

a8+fe8c8. 

15. 

a7+2187. 

4. 

a7+57. 

8. 

l+243x8. 

12. 

m7—  a7xT. 

16. 

1— 128aT. 

17.  x10+32y8. 

18.  l+128x14. 


EJERCICIO  106 


1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

0. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 
21. 
22. 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

32. 

33. 


34. 

35. 

36. 

37. 

38. 

39. 


MISCELANEA  SOBRE  LOS  10  CASOS  DE  DESCOMPOSICION  EN  FACTORES 
Descomponer  en  factores 


5 a2+a. 

m2+2mx+x2. 
a2+a—ab—b. 
x2— 36. 

9x2— 0xy+y2. 
x2— 3x— 4. 
6x-’-x-2. 

1+x3. 

27a3— 1. 
x8+m5. 

a3— 3a25+5a62. 
2xy— 6y+xz— 3z. 
1— 4/>+4b2. 
4x‘+3x2y2+y4. 


x8— 6x4y4+y8 


a2— a— 30. 

15m2+llm— 14. 
a°+l. 

8w3— 27y®. 
16a2-24a5+962. 

1+a7. 

8a3-12a2+6a-l. 

1— m2. 

x4+4x2— 21. 

125a«+l. 
a2+2ab+b2—m2. 
Sa2b+16a3b— 24a2b2. 
x8— x4+x— 1. 
6x2+19x-20- 
25x4— 81y2. 

1— m3. 

x2—a2+2xy+y2+2ab—b2. 

21m6n—7m4n2+7m3n3 

—7m2n. 

a(x+l)— fc(x+l)+c(x+l). 
4+4(x— y)+(x— y)2. 

1— asb*. 

62+12afc+36a2. 
x9+4x3— 77. 

15x4— 17x2— 4. 


40. 

41. 

42. 

43. 

44. 

45. 

46. 

47. 

48. 

49. 

50. 

51. 

52. 

53. 

54. 

55. 

56. 

57. 

58. 

59. 

60. 
61. 
62. 

63. 

64. 

65. 

66. 

67. 

68. 

69. 

70. 

71. 

72. 

73. 

74. 

75. 

76. 

77. 

78. 

79. 


l+(a-35)3. 
x4+x2+25. 
a8-28a4+36- 
343+8a3. 
l2a26x— 15a26y. 
x2+2xy— 15y2. 

6am-4arj— 2n+3m. 
81a«-4&V*. 

16— (2a+5)2. 

20— x— x2. 
n2+n— 42. 

a2—d2+n2—c2—2an—2cd. 
l+216x9. 
x3— 64. 
x3— 64x4. 

1 8ax8y3— 36x4y  3— 54x2y8. 
49a252— 14a5+l. 

(x+1)2— 81. 
a2— (5+c)2. 

(m+n)2— 6(m+n)+9. 
7x2+31x— 20. 

9a3+63a— 45a2. 
ax+a— x— 1. 
81x4+25y2-90x2y. 
l—21b2+b*. 

m4+r/j2n2+n4. 

c*—4d4. 

15x4— 15x3+20x2. 
a2— x2— a— x. 
x4— 8x2— 240- 
6m4+7m2— 20. 
9«2+4a2-12an. 

2x2+2. 

7a(x+y— 1)— 35(x+y— 1). 
x2+3x— 18. 
(a+m)2—(b+ri)2. 
x3+6x2y+12xy2+8y3. 
8a2— 22a— 21. 
l+18a£>+81a2o2. 

4a6— 1. 


80. 

81. 

82. 

83. 

84. 

85. 

86. 

87. 

88. 


89. 

90. 
91 
92. 
93- 

94. 

95. 

96. 

97. 


98. 

99. 
100. 
101. 
102. 

103. 

104. 

105. 

106. 

107. 

108. 

109. 

110. 
111. 
112. 

113. 

114. 

115. 


x6— 4x3— 480- 
ax—bx+b—a—by+ay. 
bam— 3m—  2a+l. 
15+14x— 8x2. 
a,u— a8+a“+a4. 

2x(a— 1)— a+1. 
(m+n)(rn—n)+3n(m—n). 
a2—b3+2b3x2—2a2x2. 
2am— 3b— c— cm 
—3bm+2a. 


o a.i 

x2  — -x  + -. 
8 0 


4a2n — b4n. 

81x2— (a+x)2. 

a2+9-6a-16x2. 

9a-’-x2-4+4x. 

9x2— y2+3x— y. 
x2— x— 72. 

36a4-120a2/>2+49fc4. 
a2— m2— 9n2— 6mn 
+4ab+452. 

i-V. 

81a8+64fc12. 

49x2— 7 7x+30. 
x2— 2abx— 35a2fc2. 
125x3— 225x2+135x— 27. 
(a— 2)2— (a+3)2. 

4a2m+12a2n—5bm—15bn 
l+6x3+9x6. 
a4+3a2/>— 40a2. 
m3+8a3x3. 

1 — 9x2+24xy — 1 6y2. 
l+llx+24x2. 
9x2ys-27x3y3-9xny3. 
(a2+  52— r2)2— 9x2y2. 
8(a+l)3— 1. 
100x4v«-121m4. 

(a2+ 1 )2+5(a2+ 1 )— 24. 
l+1000x6. 
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116. 

49a2— x2— 9y246xy. 

128. 

a*b*+ia2b2-96. 

117. 

x4 — y244x244 — 4yz — 4z2. 

126. 

8a2x+7y+2]by—7ay—8a:,x+24a2bx. 

118. 

a3— 64. 

127. 

x4+llx2-390. 

119. 

120. 

a54x5. 

a6— 3a3b— 5462. 

128. 

7+33m— 10m2. 

121. 

16544x-x2. 

129. 

4(n+fc)2— 9(c+d)2. 

122. 

a44a241. 

130. 

729— 125x3y12. 

123. 

x2 

131. 

(x+y)2+x+y. 

"i  81 

132. 

4-(a2+b2)+2ab. 

124. 

8 xy  y2 
16x2  4 — -4— . 

133. 

x*—y*+x—y. 

5 25 

134. 

a2—b2+a2—ba. 

COMBINACION  DE  CASOS  DE  FACTORES 

158  OESCOMPOSICION  DE  UNA  EXPRESION  ALGEBRAICA 
V->EN  TRES  FACTORES 


Ejemplos 


( 1 ) Descomponer  en  tres  factores  5a2  — 5. 

Lo  primero  que  debe  hacerse  es  ver  si  hay  algun  fac- 
tor comun,  y si  lo  hay,  sacar  dicho  factor  comun. 

Asi,  en  este  caso,  tenemos  el  factor  comun  5,  luego: 

5a2  — 5 — 5(a-  — 1 ) 

pero  el  factor  (a2  — 1 ) = (a  4 1 ) (a  — 1 ),  luego: 

5a2-5  = 5(a  + 1 Ho  — 1).  R. 

donde  vemos  que  5a2  — 5 esta  descompuesta  en  tres  factores. 

(2)  Descomponer  en  tres  factores  3x3  — 18x2y  4 27xy2. 

Sacando  el  factor  comun  3x: 

3x3  — 18x2y  + 27xy2  = 3x  ( x2  — 6xy  4 9y2  ) 
pero  el  factor  ( x2  — 6xy  4 9y2 ) es  un  trinomio  cuadrado  pcrfecto  que  descom- 
puesto  da  ( x2  — 6xy  4 9y2  ) = ( x — 3y  )2,  luego: 

3x3  - 1 8 x2y  4 27xy2  = 3xlx  — 3y )\  R. 

(3)  Descomponer  en  tres  factores  x4  — y4. 

x4  — y4  = (x2  4 y2)(x2  — y2) 


pero  (x2  — y2)  = (x  4 y)(x  — y),  luego: 


R. 


x**  — y 4 = 1 x2  4 y2 ) ( x 4 y ) ( x — y ) 

(4)  Descomponer  en  tres  factores  6ox2  4 1 2ax  — 90a. 

Sacando  el  factor  comun  6a: 

6ax2  4 12ax  - 90a  = 6a (x2  4 2x  - 15) 
pero  (x242x  — 1 5)  = (x  4 5)(x  — 3),  luego, 

6ax24 12ax  — 90a  =-6a(x  4 5Hx  — 3i.  R. 

( 5 ) Descomponer  en  tres  factores  3x4  — 26x2  — 9. 

Factorando  esta  expresion:  3x4  — 26x2  — 9 = (3x2  4 1 )(x2  — 9) 

= i3x2  4 1 )(x  4 3)lx  — 3).  R. 

(6)  Descomponer  en  tres  factores  8x3  4 8. 

8x3  4 8 = 8(x3  4 1 ) 

= 8 (x  4 1 )(x2  — x 4 1 ).  R. 
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o4  — 8a  -F  a8  — 8 = (a4  — 8cj)  + (a3  — 8) 

(7)  Descomponer  en  Ires  fac-  — a (a3  — 8 ) -4-  ( o'1  — 8 ) 

tores  a4  - 8o  + o3  - 8 . / = (a  + 1 ) (o3  — 8) 

= (a+  l)(o-2)(a2-F2a  + 4).  R. 

x3  — 4x  — x2  -F  4 = ( x3  — 4x ) — ( x2  — 4 ) 


( 8 ) Descomponer 

en  tres 

factores 

= i 

k(x2  — 4)  — (x2  — 4) 

x3  — 4x  — x2  -f  4. 

y 

=i 

x-1)(x2-4) 

=i 

x — 1 )(x  + 2)(x  — 2).  R 
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Descomponer  en 

tres  factores: 

1. 

3ax2— 3a. 

22. 

m3+3m2-16m-48. 

43. 

(x2— 2xy)(a+l)+y2(a+ 1). 

2. 

3x2-3x-6. 

23 

x»-6x*y+12xy»-8y*. 

44 

x3+2x2y— 3xy2. 

3. 

2a2x— 4abx+2b2x. 

24. 

(a-Fb)(a2— b2)— (a2— b2). 

45- 

a2x— 4b2x+2a2y— 8b2y. 

4. 

2a3— 2. 

25. 

32a3x— 48a3bx+18ab2x. 

46 

45a2x4— 20a2. 

5. 

a3-3a2-28a. 

26. 

x4— x8H-x2— x. 

47. 

a1— (a— 12)2. 

6 

x3— 4x-Fx2— 4. 

27. 

4x2-F32x— 36. 

48. 

bx2— b— x2-f  1. 

7. 

3ax3+3ay3. 

28. 

a4— (a-f2)2. 

49. 

2x4-F6x3— 56x2. 

8. 

4ab2—4abn+an2. 

29 

x°— 25x8— 54- 

50. 

30a2— 55a— 50. 

9 

x4— 3x2— 4. 

30. 

a8+a. 

51. 

9(x-y)3-(x-y). 

10. 

a3— a2— a -FI. 

31. 

a3b+2fl2bx-Hibx2— aby2. 

52 

(mj2x— «x2. 

11. 

2ax2— 4ax+2a. 

32. 

3abm2— 3ab. 

53. 

64n— 125o4. 

12. 

x3— x+x2y—  y. 

33 

81x4y+3xy4. 

54. 

70x4+26x8— 24x*. 

13. 

2a3-F6a2— 8a. 

34. 

a4— a3-f  a— 1. 

55. 

aT+Ga!’— 55n3. 

14. 

16x3— 48x2y+  36xy8. 

35 

x — 3x2 — 1 8x3. 

56. 

1 GaM— 56rts£>3+49ab5. 

18. 

3x3— x2)?— 3xy2+y3. 

36. 

6ax— 2bx-F6ab— 2b2. 

67. 

7x«+32aax4-15a4x2. 

16. 

5a4+5a. 

37. 

am3—1 7am2+12aw. 

58 

£2m*2_£2^2n# 

17. 

6ax2— ax— 2a. 

38 

4a2x3— 4a2. 

59. 

2x  4 -F 5x3— 54x — 1 35. 

18. 

n4 — 81. 

39- 

28x3y— 7xy3. 

60. 

ax3+ax2y-Faxy2— 2ax2 

19. 

8ax2— 2a. 

40. 

3a  bx2— 3abx— 18ab. 

— 2axy— 2ay2. 

20. 

ax3-f  1 0ax24*25ax. 

41. 

x4— 8x2— 128. 

61. 

(x+yY-l. 

21. 

x3— 6x2— 7x. 

42. 

18x2y*f60xy2+50y3. 

62. 

3<ia+3fl8+3«. 

159  DESCOMPOSICION  DE  UNA  EXPRESION  ALGEBRAICA 
EN  CUATRO  FACTORES 

( 1 ) Descomponer  en  cuatro  factores  2x4  — 32. 

2x4  — 32  = 2(  x4  — 16) 

= 2(x2  + 4)(x2  — 4) 

= 2(x2  + 4)(x  + 2)|x  — 2).  R. 

( 2)  Descomponer  en  cuatro  factores  o8  — b8. 

Esta  expresion  puede  factorarse  como  diferencia  de  cuadrados  o como  dife- 
rencia  de  cubos.  Por  los  dos  metodos  obtenemos  resultados  identicos. 

Factorando  como  diferencia  de  cuadrados: 

att  — b8  = (a3  + b8)(a8  — b3) 

( factorando  a3  -F  b3  y o3  — b3 ) = (a  -F  b ) (a2  — ob  -F  b2 ) ja  — b ) (a2  4*  ab  -F  b2 ).  R. 


Ejem  plos 


174  • 


ALGEBRA 


Foctorcmdo  como  diferencio  de  cubos: 


(3) 

(4) 


o6  - b6  = (o2  - b2)(a4  + a2b2  4-  b4) 

= ( a 4-  b)  ( a — b)  ( a2  4-  ab  *f  b2)  ( o2  — ab  4-  b*^  . R. 

(o4  4- a2b2  4- b4  se  descompone  como  trinomio  cuadrado  perfecto  por  adicion 
y sustraccion). 

El  resultado  obtenido  por  este  metodo  es  identico  al  anterior,  ya  que  el  orden 
de  los  factores  no  altera  el  producto. 

Descomponer  en  cuatro  factores  x4  — 13x2  4-  36. 

x4  - 13x2  4-  36  = (x2  - 9) ( x2  - 4) 

( foctorando  x2  — 9 y x2  — 4 ) = ( x 4”  3)  (x  — 3)  l X 4"  2)  ( X — 2) . R. 

Descomponer  en  cuatro  factores  1 — 18x2  4-  81  x4. 

1 - 18x24-81x4  = (?  -9x2)2 

(foctorando  1— 9x2)  = [( 1 4~  3x  j(  1 — 3x  )J2 

= 114-  3x)~  ■ 1 — 3x  . R. 


(5 ) Descomponer  en  cuatro  factores  4xR  — x3  4-  32x2  — 8. 

4x5  - x3  4-  32x2  - 8 = ( 4x*  - x3)  4-  |32x2  - 8) 

= x3  ( 4x2  — 1 ) 4-  8 ( 4x2  — 1 ) 

= (4x2  ■“  1 )(x3  4*  8) 

( foctorando  4x2  — 1 y xs  4*  8 ) = ( 2x  4"  1 1 »2x  — 1 * X 4"  2)  ( X2  — 2x  4*  4) . R. 

(6 ) Descomponer  en  cuatro  factores  x8  — 25xB  — 54x2. 

x8  - 25x5  - 54x2  = x2(xe  - 25X3  - 54) 

= x2  x3  — 27)(x3  4-  2) 

(foctorando  x*  - 27)  = X2'  X - 3)(  X2  4“  3x  4*  9)  I X3  4 2).  R. 
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Descomponer 

en 

cuatro  factores: 

1. 

1-a8. 

14 

a** — cfib2 — a2b34-bR. 

27. 

1— acb8. 

2 

a®- 1.. 

15. 

8x44-6x2— 2. 

28. 

5ax:,4-10ax2— 5ax— 10a. 

3. 

x4— 41x2+400. 

16. 

a4 -25a2- 4- 144. 

29. 

a2x24-b2y2— b2x2— a2y2. 

4 

a4— 2a2fc2+ft4. 

17. 

a2.\s— a2y34*2ax3— 2ay3. 

30. 

x84-x4— 2. 

5. 

xs+x8— 2x. 

18. 

a44*2a3— a2— 2a. 

31. 

a44-a3— 9a2— 9 a. 

6. 

2x4+6x»-2x-6. 

19. 

1— 2a34-a8. 

32 

a2x24-a2x— 6a2— x2— x4-6. 

7. 

3x4— 243. 

20. 

m6— 729. 

33 

16m4-25m24-9. 

8. 

16x4-8xY+y4. 

21. 

x5— X. 

34 

3abx2— 12ab4-3bx2— 12b. 

9. 

9x4+9x*y— x2— xy. 

22. 

x5— xy+xy- y5. 

35. 

3a2m  4- 9am  —30m  4-3a24-  9a— 30. 

10. 

12ax4+33ax2— 9a. 

23. 

a46— A®b2— a2b3+ab4. 

36. 

a3x2— 5a3x4-6a34-x2— 5x4-6. 

11. 

x8— y8. 

24. 

5a4— 3125. 

37. 

x2(x2— y2)— (2x— l)(x2— y2). 

12. 

x8— 7x8— 8. 

25. 

(a24-2a)2— 2(a24-2a)— 3. 

38. 

a(x34-l)4“3ax(x4-l). 

13 

64— xe. 

26. 

a2x34-2ax3— 8a2— 16a. 
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Descomponer  en  cinco  factores: 

1-  x9— xy8. 

2-  x5— 40x34-144x. 

3 a8+a3b3-a4-ab3. 

4 4x4-8x24-4. 

5*  a'—ab e. 

Descomponer  en  seis  factores: 
x17— x. 

3x6-75x4-48x24-1200. 


6.  2a4— 2a3— 4a2— 2a2b24-2ab24-4b2’. 

7-  x°4*5x5— 81x2— 405x. 

8-  3— 3a°. 

9-  4ax2(a2— 2ax4-x2)— a34-2a2x— ax2. 

10.  x74-x4— 81x3— 81. 


13-  aflx2— x24-a8x— x. 

14  (fl*-ax)(x4-82x24-81). 


11. 

12 
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(160)  DESCOMPOSICION  DE  UN  POLINOMIO  EN  FACTORES 
POR  EL  METODO  DE  EVALUACION 


En  la  Divisibilidad  por  x — a (101)  hemos  demostrado  que  si  un  poli- 
nomio  entero  y racional  cn  x se  anula  para  x = a , cl  polinomio  es  divisible 
por  x — a.  Aplicaremos  esc  principio  a la  descomposicion  de  un  polinomio 
en  factores  por  el  Metodo  de  Evaluation. 


(1  ) Descomponer  por  evaluacion  x3  -4-  2x-  — x — - 2. 

Los  valores  que  daremos  a x son  los  factores  del  termino  iridependiente  2 que 
son  4-  1 , — 1 , 4-  2 y — 2.  Veamos  si  el  polinomio  se  anula  para  x = 1 , x = — 1 # 
x = 2,  x = — 2 y si  se  anula  para  altjuno  de  cstos  valores,  el  polinomio  sera 
divisible  por  x menos  ese  valor. 

Aplicando  lo  division  sintetica  explicado  en  el  numero  (lOO)  y (101,  ej.  3) 

veremos  si  el  polinomio  se  anula  para  estos  valores  de  x y simulta- 
neamente  hallamos  los  coeficientes  del  cociente  de  la  division.  En  este  caso, 
tendremos: 


Ejemplos 


Coeficientes  del 

polinomio 

1 

4-2 

1 X 1 =4-  1 

-1 

3X  1 =4-3 

CN  CN  i 
1 + 

II 

X 

CN 

4- 1 

Coeficientes  del 

cociente 

1 

+ 3 

4-2 

a 

El  residuo  es  0#  o sea  que  el  polinomio  dado  se  anula  para  x = 1,  luego  es 
divisible  por  (x  — 1 ). 

Dividiendo  x8  4*  2x2  — x — 2 entre  x — 1 el  cociente  sera  de  2U  grado  y sus 
coeficientes  son  1,  3 y 2,  luego  el  cociente  es  x2  -f  3x  4*  2 y como  el  dividendo 
es  igual  al  producto  del  divisor  por  el  cociente,  tendremos: 

x3  + 2x2  - x - 2 = (x  - 1 ) (x2  4-  3x  + 2) 

(factorando  el  trinomio)  = (x  — 1 ) jx  4*  1 ) (x  + 2 ).  R. 

(2)  Descomponer  por  evaluacion  x3  — 3x2  — 4x  4- 12. 

Los  factores  de  12  son  ± (1,  2,  3,  4,  6,  12). 


PRUEBAS 


Coeficientes  1 — 3 — 4 4"  12 

del  polinomio  1x1=4“!  (—  2)  X 1 = — 2 ( — 6)  X 1 = — 6 


4-1 


1-2  -6  ”4-  6 

El  residuo  es  6 , luego  el  polinomio  no  se  anula  para  x = 1,  y no  es  divisi- 
ble por  (x  — 1 ). 


Coeficientes  1 

-3 

-4 

4-12 

- 1 

del  polinomio 

1 x (—  1 ) = — 1 

|-4)X(-l)  = + 4 

0 X (—  1)=  0 

1 

-4 

0 

+ 12 

El  residuo  es  12,  luego  el  polinomio  no  se  anula  para  x — — 1 y no  es  divi- 


sible por  x — (—  1 ) = x 4-  1 . 

1 -3  -4 

1 X 2 = 4-  2 (—  1 ) X 2 = — 2 
-1  =6 


4-12 

(-6)  X 2 = —12 

0 


4-2 


x 


Coeficientes 
del  cociente 


1 
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El  residuo  es  0 luego  el  polinomio  dado  se  anula  para  x = 2 y es  divisi 
ble  por  (x  — 2). 

El  cociente  de  dividir  el  polinomio  dado  x3  — 3x2  — 4x  -f  12  entre  x— 2 sero 
de  29  grado  y sus  coeficientes  son  1,  —1  y — 6,  luego  el  cociente  sera 
x2  - x - 6. 

Por  tanto: 

x3  - 3x2  - 4x  + 12  = (x  - 2)  (x2  — x — 6) 

(factorando  el  trinomio)  = ( X — 2)  ( X — 3)  ( X + 2) . R. 

(3  ) Descomponer  por  evaluacion  x4  — 1 lx2  — 18x  — 8. 

Los  factores  de  8 son  ± (1  2*  4,  8). 

Al  escribir  los  coeficientes  del  polinomio  dado  hay  que  poner  cero  en  el  lugar 
correspondiente  a los  terminos  que  falten.  En  este  caso,  ponemos  cero  en  el 
lugar  correspondiente  al  termino  en  x8  que  falta. 


PRUEBAS 


Coeficientes 

1 

0 

-11 

-18 

- 8 

+ 1 

* = i 

del  polinomio 

4- 1 

4-  1 

-10 

-28 

1 

4-1 

-10 

-28 

-36 

no  se 

anula 

1 

0 

-11 

-18 

- 8 

-1 

X — — 1 

-1 

+ 1 

-»-10 

+ 8 

Coeficientes 
del  cociente 

1 

-1 

- 10 

- 8 

0 1 

Se  anula  para  x = — 1,  luego  el  polinomio  dado  es  divisible  por 


x — (—  1 ) = x + 1. 


El  cociente  de  dividir  x4  — 1 lx2  — 18x  — 8 entre  x 4- 1 sera  de  3er.  grado  y 
sus  coeficientes  son  1#  — — lOy  — 8,  luego  el  cociente  sera  x3  — x3  — lOx  —8. 

Por  tanto:  x*  - llx2  - 18x  - 8 = (x  + 1 ) (x3  - x2  - lOx  - 8).  (1) 


Ahora  vamos  a descomponer  x3  — x2  — lOx  — 8 por  el  mismo  metodo. 

El  valor  x = 1,  que  no  anulo  al  polinomio  dado , no  se  prueba  porque  no  pue* 
de  anular  a este  polinomio. 

El  valor  x = — 1,  que  anulo  al  polinomio  dado,  se  prueba  nuevamente.  Ten- 
dremos: 


Coeficientes 
del  cociente 


1 

-1 

-10 

-8 

-1 

-1 

4 2 

+ 8 

1 

-2 

- 8 

0 

X — 1 


Se  anula  para  x = — 1 , luego  x3  — x2  — 1 Ox  — 8 es  divisible  por  x H-  1 . El  co* 
ciente  sera  x2  — 2x  — 8,  luego 

x3  - x2  - lOx  - 8 = (x  4- 1 ) (x2  - 2x  - 8). 


Sustituyendo  en  ( 1 ) este  valor,  tenemos: 

x4  — 1 lx2  — 18x  — 8 = (x  + 1 ) (x  -h  1 ) (x2  — 2x  — 8) 
(factorando  el  trinomio)  = (x  4 1 ) (x  4 1 ) (x  — 4)  (x  4"  2) 
= (x  4 1 )“(x  4*  2)  (x  — 4)  R. 


(4)  Descomponer  por  evaluacion  x6  — x4  — 7x3  — 7x2  4*  22x  4 24. 
Los  factores  de  24  son  ± (1,2,  3,  4,  6,  8,  12,  24). 


i 
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PRUEBAS 


Coeficientes  1 

del  polinomio 

-1 
4-  1 

-7 

0 

- 7 

- 7 

4-22 

-14 

4-24 
4-  8 

+ 1 x = 1 

1 

0 

-7 

- 14 

+ 8 

+ 32 

no  se  anula 

1 

-1 

-1 

-7 
+ 2 

- 7 

4-22 

+ 24 

-1 

Coeficientes 

4-  5 

4-  2 

-24 

del  cociente 

-2 

-5 

- 2 

4-24 

0 

Se  anula  para  x = — 1,  luego  es  divisible  por  x-fl.  El  cociente  sera 
x4  - 2 x8  - 5x2  - 2x  4-  24,  luego: 

x°  - x4  - 7x8  - 7x2  + 22x  + 24  = (x  4-  1 ) (x4  - 2x3  - 5x2  - 2x  4*  24).  ( 1 ) 

Ahora  descomponemos  x4  — 2x3  — 5x2  — 2x  4*  24.  Se  prueba  nuevamente 
x = -l. 


Coeficientes 
del  polinomio 

1 -2  -5 

-1  +3 

- 2 

4-24 

-1  x — — 1 

4-  2 

0 

1 -3  -2 

0 

24 

no  se  anula 

1 -2  -5 

- 2 

4-24 

+ 2 x — 2 

Coeficientes 

+ 2 0 

-10 

-24 

del  cociente 

0 

1 

cn 

-12 

o 

Se  anula  para  x = 2,  luego  x4  — 2x3  — 5x2  — 
El  cociente  es  x3  — 5x  — 12#  luego: 

• 2x  + 24 

es  divisible  por  x — 2. 

X4  - 2xs  - Sx2  - 2x  + 24  = (x  - 

-2)|x8- 

■ 5x  - 12). 

Sustituyendo  esta  descomposicion  en 

( 1 ) , tenemos: 

x5  — X4 

- 7xs  - 7x2  + 22x  + 24 

= (x+  1)( 

x — 2)  (xs  — 5x  — 12).  (2) 

Ahora  descomponemos  x3  — 5x  — 12.  Se  prueba  nuevamente  x = 2,  poniendo 
cero  en  el  lugar  correspondiente  a x2,  que  falta.  Tendremos: 

Coeficientes 
del  polinomio 

1 0 

-5 

-12 

+ 2 x = 2 

+ 2 

+ 4 

— 2 

CN 

+ 

-1 

-14 

no  se  anula 

1 0 

-5 

-12 

CN 

1 

II 

X 

CN 

1 

-2 

4-4 

4-  2 

1 -2 

-1 

-10 

no  se  anula 

1 0 

-5 

-12 

+ 3 x = 3 

Coeficientes 

4-3 

4-9 

4-  12 

del  cociente 

1 4-3 

4-  4 

0 

Se  anula  para  x = 3,  luego  x3  — 5x  — 12  es  divisible  por  x — 3.  El  cociente  es 
x2  4-  3x  + 4,  luego: 

x8  - 5x  - 12  = (x  - 3)  (x2  4-  3x  4-  4). 

Sustituyendo  esta  descomposicion  en  (2),  tenemos: 
x5  - x4  - 7x3  - 7x2  4-  22x  4-  24  = (x  4-  1 ) |x  - 2)  (x  - 3)  (x2  4-  3x  4-  4).  R. 

(El  trinomio  x2  4- 3x  4- 4 no  tiene  descomposicion). 
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(5)  Descomponer  por  evoluocion  6x5  4 19x4  — 59x3  — 160x2  — 4x  4-  48. 

Los  factores  de  48:  son  ± (1,  2,  3,  4,  6,  8,  12,  16,  24,  48) 

Probando  para  x = 1,  x = — 1,  x = 2,  veri'amos  que  el  polinomio  no  se  anula. 
Probando  para  x = — 2: 


Coeficientes 
del  polinomio 

Coeficientes 
del  cociente 


6 

+ 19 
- 12 

i i 

-160 
4 146 

- 4 
4 28 

4 48 
-48 

-2 

6 

4 7 

-73 

- 14 

4 24 

0 

Se  anula,  luego: 

6x5  4 19x4  - 59x3  - 160x2  - 4x  4 48  = (x  4*  2)  (6x4  4 7x8  - 73x2  - 14x  + 24).  ( 1 ) 

Ahora  descomponemos  6x4  4 7x3  — 73x2  — 14x  4 24.  Probando  x = — 2,  ve- 
rlamos  que  no  se  anula.  Probando  x = 3. 


6 

4 7 

-73 

- 14 

4 24 

43 

K-i 

f 18 

+ 75 

4 6 

-24 

6 

4 25 

4 2 

- 8 

0 

Se  anula,  luego: 

6x4  4*  7x3  - 73x2  - 14x  4 24  = (x  - 3)  (6x3  4 25x2  4 2x  - 8). 

Sustituyendo  esta  descomposicion  en  ( 1 ) : 

6x5  4 19x4  - 59x3  - 160x2  - 4x  4 48  = (x  4 2)  (x  - 3)  (6x3  4 25x2  4 2x  - 8).  (2) 
Ahora  descomponemos  6x3  4 25x2  4 2x  — 8. 

x = 3 no  se  prueba,  aunque  anulo  al  polinomio  anterior,  porque  3 no  es  factor 
del  termino  independiente  8. 

Si  probamos  x = 4,  veriamos  que  no  anula  a este  polinomio.  Probando  x = — 4: 


6 

4 25 

42 

-8 

— 4 

-24 

-4 

48 

6 

+ i 

-2 

0 

Se  anula,  luego: 

6x3  4 25x2  4 2x  - 8 = (x  4 4)  (6x2  4 x - 2). 

Sustituyendo  esta  descomposicion  en  ( 2 ),  tenemos: 

6x5  4 19x4  — 59x3  — 160x2  — 4x  4 48=  (x  42)(x  - 3)(x  44)  (6x2  4 x — 2) 
(foctorondo  el  Irinomio)  = (x  4 2 ) (x  — 3)  (x  4 4)  (3x  4 2 ) (2x  — 1 ).  R. 


( 6)  Descomponer  por  evaluacion  3afl  — 47q4  — 21  a2  4 80. 

Al  escribir  los  coeficientes  tenemos  que  poner  cero  como  coeficiente  de  los 
terminos  en  a5,  en  a3  y en  a,  que  faltan. 

Haciendo  a = l,  a = — l,  a = 2,  a = — 2 veriamos  que  el  polinomio  no  se 
anula. 
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Probando  a = 4: 


3 0-47 

0 

-21 

0 

4-80 

4-  4 

+ 12  +48 

4-  4 

4-  16 

-20 

-80 

3 +12  +1 

4-  4 

- 5 

-20 

0 

Se  anula,  luego: 

3a6  - 47a4  - 21a2  + 80  = ( a - 4 ) ( 

3a5  4-  1 2a4  + a3 

4-  4a2 

-5a -20 

).  in 

Para  descomponer  el  cociente,siprobamosa 

= 4 veremos  que  no  se 

anula. 

Probando  a = — 4: 

3 +12 

+ i 

4-4 

-5 

-20 

-4 

-12 

0 

— 4 

0 

4-20 

3 0 

+ 1 

0 

— 5 

~0~ 

Se  anula,  luego: 

3a5  + 12a4  4-  a3  + 4a2  - 5a  - 20  = (a  4-  4)  (3a4  -fa2  - 5). 
Sustituyendo  en  ( 1 ) : 

3a«  - 47a4  - 21a2  + 80  = (a  - 4)  (a  + 4)  (3a4  + a2  - 5).  R. 
(El  trinomio  3 a4  + a2  — 5 no  tiene  descomposicion.) 
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Descomponer  por  evaluation: 


1*  x3+x2— x— 1.  17. 

2.  x3— 4x2+x+6.  18- 

3.  a3-3a2-4a+12.  19- 

4 m3-12m+16.  20. 

5.  2x3— x2— 18x+9.  21. 

6.  a3+a2— 13a— 28.  22. 

7-  x3+2x2+x+2.  23 

8.  n3  _7n+6.  24. 

9 x3— 6x2+32.  25. 

10.  6x3+23x2+9x— 18.  26. 

11*  x4— 4x3+3x2+4x— 4.  27. 

12.  x4— 2x3—  13x2+14x+24.  28- 

13.  a4— 15  a2— 10a+24.  29. 

14.  n4— 27n2— 14n+120.  30. 

15.  x4+6x3+3x+140-  31. 

16-  8a4— 18a3— 75a2+46a+120.  32. 


x4— 22x2— 75. 

15x4+94x3-5x2-164x+60. 
x5— 21x3+16x2+108x— 144. 
a5— 23a3— 6a2+ 1 12a+96. 

4x5+3x4— 108x3— 25x2+522x+360. 
n5— 30ns— 25n2— 36n— 180. 

6x5— 13x4— 81x3+112x2+180x— 144. 
x5— 25x3+x2— 25. 

2a5— 8a4+3a— 12. 

x5+2x4— 15x3— 3x2— 6x+45. 

xe+6x5+4x4— 42x3— 113x2— 108x— 36. 

aG— 32a4+ 18a3+247a2— 162a— 360. 

xG-41x4+l84x2-144- 

2x6— 10x5— 34x4+146x3+224x2— 424x— 480 

a«-8a5+6a4+103a3-344a2+396a-144. 

x7— 20x5— 2x4+64x3+40x2— 128. 
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LOS  ALGEBRISTAS  DE  LA  INDIA  (Siglot  V,  VI  y 
XII  D.  C.)  Tres  n ombre*  se  pueden  senalar  como 
hitos  en  la  hittoria  de  la  matematica  india:  Aryabhata, 
Brahmagupta  y Bhaskara.  Aryabhata,  del  tiglo  V,  co- 
noci6  la  resolucion  complete  deja  ecuacion  de  se- 


gundo  grado.  Brahmagupta,  del  tiglo  VI,  fue  alum- 
no  de  Aryabhata,  expuso  en  tut  obrat  "Ganita"  y 
"Cuttaca"  la  retolucibn  de  las  ecuacione*  indetermi- 
nadas.  Y Bhaskara,  del  tiglo  XII,  recoge  lot  conoci- 
mientos  de  su  epoca  en  tu  obra  "Sidhanta  Ciromani". 
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161  FACTOR  COMUN  O DIVISOR  COMUN  de  dos  o m As  expresiones  al- 
gebraicas  es  toda  expresion  algebraica  que  esti  contenida  exactamen- 
teencada  una  de  las  primeras. 

Asi,  x es  divisor  comun  de  2x  y x2;  5 a2b  es  divisor  comun  de  10 a3b2 
y 15a4b. 

Una  expresidn  algebraica  es  prima  cuando  solo  es  divisible  por  ella 
misma  y por  la  unidad. 

Asi,  a,  b,  a -f  b y 2x  — 1 son  expresiones  primas. 

Dos  o mas  expresiones  algebraicas  son  primas  entre  si  cuando  el  uni- 
co  divisor  comun  que  tienen  es  la  unidad,  como  2x  y 3b;  o -f  b y a — x. 


© 


MAXIMO  COMUN  DIVISOR  de  dos  o mds  expresiones  algebraicas  es 
la  expresidn  algebraica  de  mayor  coeficiente  num^rico  y de  mayor 
grado  que  esta  contenida  exactamenteencada  una  de  ellas. 


Asi,  el  m.  c.  d. 
40 a3nAp  es  San2. 


de  10a2b  y 20 a3  es  10a2;  el  m.c.  d.  de  8asn2,  24 an3  y 
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I.  M.  C.  D.  DE  MONOMIOS 


163)REGLA 

Se  halla  el  m.  c.  d.  de  los  coeficientes  y a continuacioitt  de  £ste  se  es- 
criben  las  letras  comunes,  dando  a cada  letra  el  menor  exponente  que  ten- 
ga  en  las  expresiones  dadas. 


Ejemplos 


(1  ) Hollar  el  m.  c.  d.  de  o2x2  y 3a3bx. 

El  m.  c.  d.  de  los  coeficientes  es  1.  Las  letras  comunes  son  a y x.  Tomamos 
a con  su  menor  exponente:  a2  y x con  su  mendr  exponente:  x;  la  b no  se  toma 
porque  no  es  comun.  El  m.  c.  d.  sera  a2x.  R. 


(2) 


Hallar  el  m.  c.  d.  de  36a2b4,  48a3b3c  y 6Co4bRm. 

Descomponiendo  en  factores  primos  los  coefi-  , 
cientes,  tenemos: 


36.a2b4  = 22.32.a2b4 

48a8b3c  = 24.3.aRb3c 
60a4bRm  = 22.3.5.a4b3m. 


El  m.  c.  d.  de  los  coeficientes  es  22.3.  Las  letras  comunes  son  ay  b.  Toma- 
mos a con  su  menor  exponente:  a2  y b con  su  menor  exponente:  b8;  c y m no 
se  toman  porque  no  son  comunes.  Tendremos: 

m.  c.  d.  = 28.3.a2b8  = 12a2b3.  R. 


•- 
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Hallar  el  m.  c.  d.  de: 

1. 

a2x,  ax2. 

8. 

12x2yz3,  18xy2z,  24x3yz2. 

2. 

ab2ct  a2bc . 

9. 

28 a2bRc4t  35 aRb4cR,  42 a4b*cR. 

3. 

2x2y,  x*y*. 

10. 

72x3y4z4,  Sbx^z3,  120x4y5z7. 

4. 

bath3,  15  aRb4. 

11. 

42 am2n,  5 6m3n2x,  70m4n2y. 

5. 

8am3n,  20x2ra2. 

12. 

75 a4bRc2,  150 a*b7x2,  225aRb*y2. 

6. 

18mn2,  21a2mRn4. 

13. 

4 a2b,  Sa3#2,  2 a2bct  10 ab^c2. 

7. 

15 a2b8c,  2 4ab2x,  3 bb4x2. 

14. 

38 a2x6y4t  76mx4y7  95x5y0. 

II.  M.  C.  D.  DE  POLINOMIOS 


A1  hallar  el  m.  c.  d.  de  dos  o m£s  polinomios  puede  ocurrir  que  los 
polinomios  puedan  factorarse  fdcilmente  o que  su  descomposicidn  no  sea 
sencilla.  En  el  primer  caso  se  halla  el  m.c.  d.  factorando  los  polinomios 
dados;  en  el  segundo  caso  se  halla  el  m.  c.  d por  divisiones  sucesivas. 
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@M.  C.  D.  DE  POLINOMIOS  POR  DESCOMPOSICION 
EN  FACTORES 


REGLA 

Se  descomponen  los  polinomios  dados  en  sus  factores  primos.  El 
m.  c.  d.  es  el  producto  de  los  factores  comunes  con  su  menor  exponente. 


Ejemplos 

(1  ) Hollar  el  m.  c.  d.  de  4a2  + 4ob  y 2a4  — 2 a2b2. 

Factorando  estas  expre-  , 4a2  4 4ab  = 4a (a  4 b)  = 22a(a  4 b) 

siones:  — _/  2a4  - 2a2b2  = 2o2(a2  - b2)  = 2a2(a  + b)(a- b) 

Los  factores  comunes  son  2,  a y (a  + b),  luego: 

m.  c.  d.  = 2o(a  + b).  R. 

(2)  Hallar  el  rr h c.  d.  de  x2  — 4,  x2  — x — 6 y x2  4-  4x  4-  4. 

x2-4  = (x4  2)(x-2) 

Factorando:  “ > x2  — x — 6 = (x  — 3)  (x  4*  2) 

x2  + 4x4  4=  (x  + 2)2 

El  factor  comun  es  (x  4 2)  y se  toma  con  su  menor  exponente,  luego: 

m.  c.  d.=x4  2.  R. 

(3)  Hollar  el  m.  c.  d.  de  9a3x2  4-  9x2,  6a3x2  — 12a2x2  — 18ax2  , 6o4x  4 21a3x  4 15a 


9a3x2  4-  9x2  = 9x2(a3  4-  1 ) = 32x2(a  4 1 1 (a2  - a + 1 ) 

6a3x2  — 12a2x2  — 18ax2  = 6ax2(o2  — 2a  — 3)  = 2.3ax2(o  — 3)  (a  4*  1 ) 

6a4x  4-  21  a3x  4- 1 5a2x  = 3a2x(2a2  4 7a  4 5)  = 3a2x(2a  4-  5)  (a  4 1 ). 

Los  factores  comunes  son  3,  x y (a  *4  1 ),  luego: 

m.  c.  d.  = 3x(a  -hi).  R. 


(4)  Hallar  el  m.  c.  d.  de  x6  — x2, 

x®  — x2  — X2(x4  — 
x5  — x4  4*  x3  — x2  = x2(x3  — 
2x6  4*  2x4  — 2x8  — 2x  = 2x  ( x5  4- 

m.  c.  d.  = 
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Hallar,  por  descomposici6n  en 

1-  2a2+2ab,  4a2—4ab. 

2 6x3y— 6 x2?,  9x3y24-18x2y2. 

3-  12a268,  4a3b2-8a2b3. 

4-  ab+b,  a2-ha. 

5.  x2~~~ x,  x2 — x2. 

6-  30ax2— 15x3,  lOaxy2— 20x2y2. 

■ 18a*x*y*,  6a2x2y4— 18a2xy4. 

8 5a2— 15a,  a3— 3a2. 


(5  - x4  + x8  - x2  y 2x6  4-  2x4  — 2x3  — 2x. 

) = x2(x2  4-  1 ) (x  -h  1 ) (x  — 1 ) 

:2  4 x - 1 ) = x2(x2  4- 1 ) (x  — 1 ) 
c3_x2_1)  = 2x(X2+1)(X3-1) 

= 2x(x2  41)(x-‘l)|x24x41) 

x(x2  4- 1 ) (x  1 ).  R. 


factores,  el  m.  c.  d.  de: 

% 3x84*15x2,  ax245ax. 

10.  — b2,  a2—2ab+b2. 

11.  mz+n3t  3am+3an. 

12.  x2-4f  xs«8. 

13-  2ax24-4ax,  x8— x2— 6x. 

14-  9x2— 1,  9x2— 6x4-1. 

1^  4a2+4ab+b2,  2a2— 2ab4ab— b2. 

16-  3x2+3x— 60,  6x2— 18x— 24. 
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17.  8x34-y3,  4 ax2— ay2. 

18.  2a3— 12a2b-hl8ab2,  a3x— 9ab~x. 

19.  ac+ad— 2bc— 2bd,  2c24-4cd4- 2d2. 

20.  3a27tt24-6a27/i— 45a2,  6ara2x-h24awx— 30ax. 

21.  4x4—  y2,  (2x2— y)2. 

22.  3x5— 3x,  9x3— 9x. 

23  a2+abt  ab+b2,  a34-a2b. 

24.  2x3— 2x2,  3x2— -3x,  4x3— 4x2. 

25.  x4— 9x2,  x4— 5x3H-6x2,  x4-6x3+9x2. 

26.  a3&4-2a2624-afr3,  a4b—a2b3. 

27.  2x24-2x-4,  2x2— 8x4-6,  2x3-2. 

28.  ax3— 2ax2— 8ax,  ax2— ax— 6a,  a2x3— 3a2x2— 10a2x. 

29.  2an4— 16an24-32a,  2an3— 8an,  2a2?z34-16a2. 

30.  4a24*8a— 12,  2a2-6a4-4,  6a24-18a-24. 

31.  4a2— b2,  8a3+fes,  4a24-4afr4-b2. 

32.  x2— 2x— 8,  x2— x— 12,  x3— 9x24-20x. 

33.  a24-a,  a3— 6a2— 7a,  a°4-a. 

34.  x34-27,  2x2— 6x4-18,  x4— 3x34-9x2. 

35.  x24-ax— 6a2,  x24*2ax— 3a2,  x24-6ax4-9a2. 

36.  54x34-250,  18ax2-50a,  504-60x4-18x2. 

37.  (x2-l)2,  x2— 4x— 5,  x4 — 1. 

38.  4ax2— 28ax,  a2x3— 8a2x24-7a2x,  ax4— 15ax34-56ax2. 

39.  3 a2— 6a,  a3— 4a,  a2b—2abt  a2— a— 2. 

40.  3x2— x,  27x3— 1,  9x2— 6x4-1,  3ax— a4-6x— 2. 

41.  a4— 1,  a34-a24-a4-l,  a3x4-a2x4-ax4-x,  aB4-a3+a24-l. 

42.  2ra24-4ran4-2rt2,  m34-m27i4-77m24-7J3,  m34-w3,  m3—mn2. 

43  a3— 3a24-3a— 1,  a2— 2a4-l,  a3— a,  a2— 4a4-3. 

44.  16a3x4-54x,  12a2x2— 42ax2— 90x2,  32a3x4-24a2x— 36ax,  32a4x— 144a2x+162x. 

45.  (xy4-y2)2,  x,2y— 2xy2— 3y3,  ax3y+ay 4,  x2^— y3. 

46.  2a2— am4-4a— 2m,  2am2— m3,  6a24-5am— 4;a2,  16a24-72am— 40m2. 

47.  12ax-6ay+24bx-12by,  '3a34-2463,  9a24-9afc-18/;2,  12a24-24a&. 

48.  5a24-5ax4-5ay4-5xy,  15a3— 15ax24-15a2y— 15x2y,  20a3— 20ay24-20a2x— 20xy2, 
5a54-5a4x4-5a2y34-5axy3. 

(165)  M.  C.  D.  DE  DOS  POLINOMIOS  POR  Dl  VISIONES  SUCESI VAS 

Cuanao  se  quiere  hallar  el  m.  c.  d.  de  dos  polinomios  que  no  pueden 
descomponerse  en  factores  fdcilmente,  se  emplea  el  m£todo  de  divisiones 
sucesivas,  de  acuerdo  con  la  siguiente: 

REGLA 

Se  ordenan  am  bos  polinomios  con  relacidn  a una  misma  letra  y se  di- 
vide el  polinomio  de  mayor  grado  entre  el  de  grado  menor.  Si  ambos  son 
del  mismo  grado,  cualquiera  puede  tomarse  como  dividendo.  Si  la  divi- 
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si6n  es  exacta,  el  divisor  es  el  m.  c.  d.;  si  no  es  exacta,  se  divide  el  divisor 
por  el  primer  residuo,  este  por  el  segundo  residuo  y asi  sucesivamente  has- 
ta  llegar  a una  division  exacta.  El  ultimo  divisor  es  el  m.  c.  d.  buscado. 

Todas  las  divisiones  deben  continuarse  hasta  que  el  primer  tbrmino 
del  residuo  sea  de  grado  inferior  al  primer  tbrmino  del  divisor. 


Ejemplo 


Hallor  por  divisiones  sucesivas  el  m.  c.  d.  de  16x3  + 36x2  — 1 2x  — 18  y 8x2  — 2x  — 3. 

1 6x3  + 36x2  — 1 2x  — 1 8 I 8x2  - 2x  - 3 
Ambos  polinomios  estan  ordena-  + Ax2  + 6x  2x  + 5 

dos  con  relacion  a x.  Dividimos  — 

el  primero,  que  es  de  tercer  gra-  40x2  — 6x  — 18 

do,  entre  el  segundo  que  es  de  — 40x2  + lOx  + 15 

segundo  grado:  s T 

Ax—  3 


Aquf  detenemos  la  division  porque  el  primer  termino  del  residuo,  4x,  es  de  grado 
inferior  al  primer  termino  del  divisor  8x2. 

.8x*  - 2x  - 3 1 4x-3 
- 8x2  + 6x  2x  + 1 

Ahora  dividimos  el  divisor  8x2  — 2x  — 3 entre  el 

residuo  Ax  — 3:  4x  — 3 

~4x  + 3 


Como  esta  division  es  exacta,  el  divisor  Ax  — 3 es  el  m.  c.  d.  buscado.  R. 
166REGLAS  ESPECIALES 

En  la  practica  de  este  metodo  hay  que  tener  muy  en  cuenta  las  si- 
guientes  reglas: 

1)  Cualquiera  de  los  polinomios  dados  se  puede  dividir  por  un  fac- 
tor que  no  divida  al  otro  polinomio.  Ese  factor,  por  no  ser  factor  comun 
dc  ambos  polinomios,  no  forma  parte  del  m.  c.  d. 

2)  El  residuo  de  cualquier  divisibn  se  puede  dividir  por  un  factor 
que  no  divida  a los  dos  polinomios  dados. 

3)  Si  el  primer  tbrmino  de  cualquier  residuo  es  negativo,  puede  cam- 
biarse  el  signo  a todos  los  tbrminos  de  dicho  residuo. 

4)  Si  el  primer  tbrmino  del  dividendo  o el  primer  termino  de  algiin 
residuo  no  es  divisible  por  el  primer  tbrmino  del  divisor,  se  multiplican 
todos  los  tbrminos  del  dividendo  o del  residuo  por  la  cantidad  necesaria 
para  hacerlo  divisible. 
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(1  ) Hollar,  por  divisiones  sucesivas,  el  m.  c.  d.  de 
12x3  -26x2+  20x  - 12  y 2x3  - x2  - 3x. 

el  primer  polinomio  por  2 y el  segundo  por  x queda: 

6x3  - 13x2  + lOx  - 6 y 2x2  - x - 3. 

Dividiendo:  6x8  — 1 3x2  4-  1 Ox  — 6 1 2x2  — x — 3 

- 6x3  + _3xa_+_9x  3x  - 5 

— 10x2  4-  19x  — 6 
10x2  — 5x  — 15 

14x  — 21 

Dividiendo  el  residuo  14x  — 21  entre  7 queda  2x  — 3. 

2x2  — x - 3 | 2x  — 3 

— 2x2  -I-  3x  x 4- 1 

Ahora  dividimos  el  divisor  2x2  — x — 3 entre  ” 

el  residuo  2x  — 3: f 2x  — 3 

-2x4-3 

Como  esta  division  es  exacta,  el  divisor  2x  — 3 es  el  m.  c.  d.  R. 

(2)  Hollar,  por  divisiones  sucesivas,  el  m.  c.  d.  de  3x3  — 13x2  4- 5x  — 4 y 
2x2  - 7x  - 4. 

Como  3x3  no  es  divisible  entre  2x2,  multiplicamos  el  primer  polinomio  por  2 
para  hacerlo  divisible  y quedara: 

6x3  — 26x2 4-  1 Ox  — 8 y 2x2-7x-4. 

Dividiendo:  6x3  - 26x2  + 1 0x  - 8 [ 2x2-7x-  4 

— 6x®  + 21  x2  + 1 2x  3x 

- 5x*  + 22x  — 8 

— 5x2  no  es  divisible  por  2x2.  Cambiando  el  signo  al  residuo  tenemos: 

5x2  — 22x  4-  8 y multiplicando  este  residuo  por  2,  para  que  su  primer  termino 
sea  divisible  por  2x2,  queda  1 Ox2  — 44x  4- 1 6.  (Ambas  operaciones  equivalen 
a multiplicar  el  residuo  por  —2).  Esta  expresion  la  dividimos  entre  2x2  — 7x— 4: 

1 Ox2  — 44x  4-  1 6 | 2x2  — 7x  — 4 

— 1 Ox2  4-  35x  4-  20  5 

- 9x4  36 

Cambiando  el  signo  al  residuo:  9x  — 36;  dividiendo  por  9:  x — 4.  (Ambas 
operaciones  equivalen  a dividir  por  —9). 

2x2  — 7x  — 4 ; x — 4 

, - 2x2  4-  8x  2x4-1 

Ahora  dividimos  2x2  — 7x  — 4 entre  x — 4:  — / 

x — 4 
— x + 4 


Ejemplos 


Dividiendo 


Como  esta  division  es  exacta,  el  m.  c.  d.  es  x — 4.  R. 
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(3)  Hollar,  por  divisiones  sucesivas,  el  m.  c.  d.  de  6xr>  — 3x4  4 8x3  — x2  4 2x  y 
3x5  — "6x4  4 10x3  - 2x2  4 3x. 


Cuando  los  polinomios  dados  tienen  un  mismo  factor  comun,  debe  sacarse  este 
factor  comun,  que  sera  un  factor  del  m.  c.  d.  buscado.  Se  halla  el  m.  c.  d. 
de  las  expresiones  que  quedan  despues  de  sacar  el  factor  comun  y este  m.  c.  d. 
multiplicodo  por  el  factor  comun  sera  el  m.  c.  d.  de  las  expresiones  dadas. 
Asi,  en  este  caso,  ambos  polinomios  tienen  el  factor  comun  x.  Sacando  este 
factor  en  cada  polinomio,  queda: 


6x4  — 3x3  4 8x2  “X  + 2 y 3x4  — 6x3  4 1 Ox2  — 2x  4 3. 

Dividiendo:  6x4  — 3x3  4 8x2  — x 4-  2 1 3x4  — 6x3  4-  1 Ox2  — 2x  4 3 

-6x4412x8-20x24 -4x-6  2 


9x3  — 1 2x2  4 3x  — 4 
% 


Ahora  dividimos  el  divi- 
sor entre  el  residuo,  pero 
como  3x4  no  es  divisible 
por  9x3  hay  que  multipli- 
car  el  divisor  por  3 y ten-  ^ 
dremos:  / 


9x4  — 1 8x3  4-  30x2  — 6x  4 9 
- 9x4  4-  12x3  - 3x2  4-  4x 

- 6x3  4 27x2  - 2x  4 9 


I 9x3  — 12x2  4-  3x  — 4 

X 


Como  6x3  no  es  divisible 
por  9x3,  multiplicamos  el  re-  * 
siduo  por  — 3 y tendremos: 


18x®  — 81x2  + 6x  — 27  | 9x3  — 12x2  + 3x  — 4 
- 1 8x'f  + 24x2  - 6x + 8 2 

- 57x*  - 19 


Dividiendo  el  residuo  por  —19  queda  3x2  + l. 

9x3  — 1 2x2  4-  3x  *—  4 1 3x2  4 1 
- 9x3  - 3x  3x  - 4 

Ahora  dividimos  el  divisor  entre  el 

residuo.  ' ~ 12x~  —4 

12x2  4 4 


3x2  -hi  es  el  m.  c.  d.  de  las  expresiones  que  quedaron  despues  de  sacar  el 
factor  comun  x.  Entonces,  hay  que  multiplicar  3x2  4- 1 por  x y el  m.  c.  d.  de 
las  expresiones  dadas  sera: 

m.  c.  d.  = x(3x241).  R. 
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Hallar,  por  clivisiones  sucesivas,  el  m.  c.  d.  de: 

1.  12x24-8x-fl  y 2x2— 5x— 3. 

2.  6a2— 2a— 20  y 2a*-a2-6a. 

3-  5a3— 6a2x4ax2  y 3a3— 4a2x4-ax2. 

4 2x344x2— 4x46  y x34x2— x42. 

5-  8a4— 6a3x47a2x2— 3ax3  y 2a343a2x— 2ax2. 

6-  12ax4— 3ax3426ax2— 5ax410a  y 3x443x3— 4x245x— 15- 

7-  3x3— 2x2y49xy2— 6y3  y 6x4— 4x3y— 3x2y245xy3— 2y4. 

8 ax443ax3— 2ax246ax— 8a  y x444x3— x2— 4x. 

9*  2m4— 4ra3— ra246ra— 3 y 3m5— 6m448m3— 10m245m. 
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10.  3a5— 6a4+16a3— 2a2+5a  y 7a5— 14a4+33a3+4a2— 10a. 

11.  45ax3-f  75ax2— 18ax— 30a  y 24ax3-f 40ax2— 30ax— 50a. 

12.  2x8-f2a2x-f2ax2-f2a3  y 10x3-f4ax2+10a2x+4a3. 

13.  9x3-f  15ax2H-3a2x— 3a3  y 12x3+21ax2-f  6a2x— 3a3. 

14  8a4fr-|-4a3fr2H-4a64  y 12a4&— 18a3fr2+12a2fr3— 6a64. 

15.  9a5n2— 33a4n3+27a3n4— 6a2n5  y 9a5n2+12a4n3— 21a3rc44-6a2n5. 

16.  a5— 2a4+a3-ha— 1 y a7— a6+a4-f  1. 

17.  6ax4— 4ax3-b6ax2— 10ax+4a  y 36ax4— 24ax3—  18ax2+48ax— 24a. 

|67)m.  C.  D.  DE  TRES  0 MAS  POLINOMIOS  POR 
DIVISIONES  SUCESIVAS 

En  este  caso,  igual  que  en  Aritm^tica,  hallamos  el  m.  c.  d.  de  dos  de 
los  polinomios  dados;  luego  el  m.  c.  d.  de  otro  de  los  polinomios  dados  y 
el  m.  c.  d.  hallado  anteriormente,  y asf  sucesivamente.  El  ultimo  m.  c.  d. 
es  el  m.  c.  d.  de  las  expresiones  dadas. 


Ejemplo 


Hollar,  por  divisiones  sucesivas,  el  m.  c.  d.  de  2x3  — llx2  + lOx 
+ 8,  2x8  4-  x2  — 8x  — 4 y 6ax2  + llax  + 4a. 


Hallemos  el  m c.  d.  de  las  dos 
primeras  expresiones:  /* 


2x3-11x2  + 10x  + 8 
— 2x3  — x2  + 8x4-  4 


2x3_±  x2  - 8x  -4 
1 


Dividiendo  el  residuo  por  — 6 queda 
2x2  — 3x  — 2.  Dividiendo  el  divisor  por 
esta  expresion:  /* 


1 2x2  + 1 8x  + 1 2 

2x3+  x2  — 8x  — 4 
- 2xs  + 3x2  + 2x 


4x2  — 6x  — 4 
- 4x2  + 6x  + 4 


1 2x2  - 3x  - 2 
x + 2 


El  m.  c.  d.  de  las  dos  primeras  expresiones  es  2x®  — 3x  — 2.  Ahora  hallamos  el  m.  c. 
d.  del  tercer  polinomio  dado  6ax2  + V’ax  + 4a  y de  este  m.  c.  d. 

6x2  4-11x4-  4 | 2x2-3x-2 

Dividiendo  6ax2  + 11  ax  4-  4a  entre  a queda  — £x2  9X  4.  ^ 3 

6x2  4-  11x4-4.  Tendremos:  /" 

20x  + 10 

2x2  — 3x  — 2 | 2x4-1 
— 2x2  — x x - 2 

Dividiendo  el  residuo  por  10  queda  2x  + l: /"  — 4X  — 2 

4x4-2 

El  m.  c.  d.  de  las  tres  expresiones  dadas  es  2x4- 1.  R. 
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Hallar,  por  divisiones  sucesivas,  el  m.  d.  c.  de: 

1.  x3-2x2-5x4-6,  2x8—5x2— 6x4-9  y 2x2— 5x— 3. 

2.  2x3— x2y— 2xy24-y3,  8x34-6x2y— 3xy2—  ya  y 6x2—xy—y2. 

3.  x4+xa— x2— x,  2x34-2x2— 2x—  2 ,y  5x3— 5x24-2x— 2. 

4.  3a44-9a3x4-4a2x2— 3ax34-2x4,  a44-3a3x4-a2x'2— 3ax8— 2x4  y 4a348a2x— ax2— 2x3 
6.  2x64-2x4— 2x2— 2x,  3x«-4x4-3x3+4x  y 4x4-4x3+3x2-3x. 


I \yii  kl^.  i c 


LA  ESCUELA  DE  BAGDAD  (Siglos  IX  al  XII)  Lot 
irabes  fueron  lot  yerdaderos  sistematixadores  del  Al- 
gebra. A fines  del  Siglo  VIII  florecio  la  Escuela  de 
Bagdad,  a la  que  perfenecian  Al  Juarismi,  Al  Batani  y 
Omar  Khayyan.  Al  Juarismi,  persa  del  siglo  IX,  es- 


cribio  el  primer  libro  de  Algebra,  y ie  dio  nombre  a 
esfa  ciencia.  Al  Batani,  sirio  (858-929),  aplico  el  Al- 
gebra a problemas  astronomicos.  Y Omar  Khayyan, 
persa  del  siglo  XII,  conocido  por  sus  poem  as  escri- 
tos  en  "rubayaf",  escribio  un  Tratado  de  Algebra. 


MINIMO  COMUN  MULTIPLO 


CAPITULO 


(168)  COMUN  MULTIPLO  de  dos  o mas  expresiones  algebraicas  es  toda  ex- 
presion  algebraica  que  es  divisible  exactamente  por  cada  una  de  las 
expresiones  dadas. 

Asi,  8 a*b2  es  comun  multiplo  de  2a2  y 4 a:ib  porque  8 aAb2  es  divisible 
exactamente  por  2a2  y por  4 a:ib;  3x2  — 9x  + 6 es  comun  multiplo  de  x-2  y 
de  x2  — 3x4-2  porque  3x2  — 9x  *f  6 es  divisible  exactamente  por  x-2  y por 
x2-3x  + 2. 

169  MINIMO  COMUN  MULTIPLO  de  dos  o mds  expresiones  algebraicas 
es  la  expresion  algebraica  de  menor  coeficiente  numerico  y de  menor 
grado  que  es  divisible  exactamente  por  cada  una  de  las  expresiones  dadas. 
Asf,  el  m.c.  m.  de  4 a y 6a2  es  12a2;  el  m.c.  m.  de  2x2,  6x3  y 9x4  es  18x4. 
La  teoria  del  m.  c.  m.  es  de  suma  importancia  para  las  fracciones  y 
ecuaciones. 


I.  M.  C.  M.  DE  MONOMIOS 


REGLA 

Se  halla  el  m.  c.  m.  de  los  coeficientes  y a continuacion  de  £ste  se  es- 
criben  todas  las  letras  distintas,  sean  o no  comunes,  dando  a cada  letra  el 
mayor  exponente  que  tenga  en  las  expresiones  dadas. 
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( 1 )  Hollar  el  m.  c.  m.  de  ox2  y o3x. 

Tomamos  o con  su  mayor  exponente  o3  y x con  su  mayor 
exponente  x2  y tendremos:  m.  c.  m.  = o3x2.  R. 

(2)  Hallar  el  m.  c.  m.  de  8ab2c  y 12o3b2.  — » 12a3b2  = 22<3o:tb~ 

El  m.  c.  m.  de  los  coeficientes  es  23.3.  A continuacion  escribimos  a con  su 
mayor  exponente  a3,  b con  su  mayor  exponente  b2  y c,  luego: 

m.  c.  m.  = 23.3o3b2c  = 24o3b2c.  R. 

10a3x  = 2.5a3x 

(3)  Hallar  el  m.  c.  m.  de  » 36a2mx2  = 22.32a2mx2 

10a3x,  36a2mx2  y 2 4b2m4.  24b2m4  =*  23.3b2m4 

m.  c.  m.  '■=  23.32.5a3b2m4x2  = 360a3b2m4x2.  R 
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Hallar  el  m.  c.  m.  de: 


1. 

a2,  a//2. 

14. 

ax*y2,  a3xy,  a2x2y3.  m 

2. 

x2y,  xy2. 

15. 

4a/;,  Ga2,  3b2. 

3- 

ab2c , a2 be. 

16. 

3x3,  6x2,  9x4y2. 

4. 

a2x3,  a3bx 2. 

17. 

9a2/;x,  12ab2x2,  18a3b3x. 

5. 

6m2fl,  4m3. 

18. 

10m2,  15m  ?i2,  20n8. 

6. 

9ax8y4,  lbx2)^. 

19. 

18a3,  24b2,  36ab3. 

7- 

a3,  ab2,  a2b. 

20. 

20m2n8,  24m 3 a,  30m n2. 

8. 

x2y,  xy2,  xy3z. 

21. 

ab2,  be2,  a2c*,  b*e3. 

9. 

2 ab2,  4 a2b,  8a3. 

22. 

2x2y,  8xy3,  4a2x3,  12a3. 

10. 

3x2y3Z,  4x3y322f  gx4 

23 

Ga2,  9x,  12ay2,  18x;iy. 

11. 

6 mn2,  9m2n3,  12m8n. 

24. 

15mn2,  10m2,  20ii3,  25mn4. 

12. 

3a2,  4b2,  8x2. 

25 

24a2x3,  36a2y4,  40x2y&,  60 «•>«. 

13. 

5x2,  lOxy,  15xy2. 

26. 

3a3,  Sab,  10 b2,  12a2b3,  I6a2b- 

II.  M.  C.  M.  DE  MONOMIOS  Y POLINOMIOS 

171)  REGLA 

Se  descomj>onen  las  expresiones  dadas  en  sus  factores  primes.  *E1 
in.  c.  m.  es  el  producto  de  los  factores  primos,  comunes  y no  comunes,  con 
su  mayor  exponente. 

( 1 ) Hallar  el  m.  c.  m.  de  6 / 3x  — 3. 

Descomponiendo:  6 = 2.3 

3x-3  = 3(x-l) 

m.c.m.  = 2.3(x-l)  = 6(x-l).  R. 

(2)  Hallar  el  m.  c.  m.  de  14a2  / 7x  — 21. 

Descomponiendo:  14a2  = 2.7a2 

7x  — 21  = 7(x  — 3) 

m.c.m.  = 27.a2(x-3)  = 14a2(x-3).  R. 


Ejemplos 


Ejemplos 
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(3)  Hollar  el  m.  c.  m.  de  lSx2,  10x2  + 5x  f,  45x3. 

Como  15x2  esta  contenido  en  45x3,  prescindimos  de  15x2. 

Descomponiendo:  10x2+  5x  =5x(2x  + l) 

45x  = 32.5.x3 

m.  c.  m.  = 32.5.x*|2x  + 1 ) = 45x3|2x  + 1 ).  R 

(4)  Hollar  el  m.  c.  m.  de  8a2b,  4o3  — 4a  , 6a2  — 12a + 6. 

Descomponiendo:  8 a2b  = 2 3.a2b 

4a8-4a  = 4a(a2-l)  = 22.a(a  + 1 )|a  - 1 ) 

6a2-  12a + 6 = 6(a2  - 2a  + 1 ) = 2.3(a  - 1 )2 

m.  c.  m.  = 23.3.a2b(a  - 1 )2(a  + 1 ) = 24a2b  (a  - 1 )2(a  + 1 ).  R. 

( 5)  Hollar  el  m.  c.  m.-de  24a2x,  18xy2,  2x3  + 2x2  - 40x,  8x«  - 200x2. 

2 4a2x  = 23.3a2x 
1 8xy2  = 2.32xy2 

2x3  + 2x2  - 40x  = 2x(x2  H-  x - 20)=  2x(x  + 5)|x  - 4) 

8x«  - 200x2  = 8x2 1 x2  - 25)  = 23.x2|x  + 5)(x  - 5) 

m.  c.  m.  = 2®.32xj2xV(*  + 5)(x  - 5)(x  - 4) 

= 72o2xV(x*-25)(x-4).  R. 
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Hallar  el  m.  c.  m.  de: 


1. 

2 a,  4x— 8. 

13. 

2a2,  6a6,  3a2-6a6. 

2. 

3 b2,  ab—b2. 

14. 

xy2,  x2y3,  5x5— 5x4. 

3. 

x2y,  x2y+xy2. 

15. 

9a2,  1863,  27a46+81a362. 

4. 

8,  4+8a. 

16. 

10,  6x2,  9x3;y+9x);3. 

5. 

6a26,  3 a2b2+6ab2. 

17. 

4x,  x34*x2,  x2y—xy. 

6. 

14x2,  6x2+4xy. 

18. 

24,  6m2+18m,  8m— 24. 

7. 

9m,  6mn2—12mn. 

19. 

2 a262,  3ax+3a,  6x— 18. 

8. 

15,  3x+6. 

20. 

x2,  x3+x2— 2x,  x2+4x+4. 

9. 

10,  5-156. 

21. 

6 ab,  x2—4xy+4y2,  9a2x—l8a2y. 

10. 

36a2,  4ax—12ay. 

22. 

6x3,  3x3— 3x2— 18x,  9x4— 36x2. 

11. 

12xy2,  2ax2y3+5x2y3. 

23. 

a2x2,  4x3— 12x2y-f9x;y2,  2x4— 3x3y. 

12. 

mn,  m2,  mn3—mn2. 

24. 

8x8,  12X2)?2,  9x2— 45x. 

25  an3,  2 n,  n2x2+n2y2,  nx2+2nxy-\-ny2. 

26.  8x2,  x3+x2— 6x,  2x3— 8x2+8x,  4x3+24x2+36x. 

27.  3x8,  x3+l,  2x2-2x+2,  6x8+6x2. 

28  4xy2,  3x3— 3x2,  a2+2ab+b2,  ax—a+bx—b. 

29-  2a,  4 b,  6a2b,  12a2— 24ab+12b2,  5ab3—5b*. 

30.  28x,  x2+2x+l,  x2+l,  7x2+7,  14x+14. 

III.  M.  C.  M.  DE  POLINOMIOS 
172)  I.a  regia  es  la  misma  del  caso  anterior. 

( 1 ) Hollar  el  m.  c.  m.  de  4ax2  — 8oxy  + 4ay2  , 6b2x  — 6b2y. 
Descomponiendo: 

4ax2  — 8oxy  + 4ay2  = 4a(x2  — 2xy  + y2)  = 22.a(x  — y)2 
6b2x  — 6b2y  = 6b2(x  — y)  =2.3b2(x-y) 

m.  c.  m.  = 22.3.ab2(x  - y)2  = 12ab2(x  - y)2.  R. 


Ejemplos 
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(2)  Hollar  el  m.  c.  m.  de  x3  + 2 bx2,  x3y  — 4b2xy,  x2y2  4-  4bxy2  4-  4 b2y2. 

x3  4-  2bx2  = x2(x  4-  2b) 

x3y  — 4b2xy  = xy(x2  — 4b2)  = xy(x  4-  2b)(x  — 2b) 

x2y2  4-  4bxy2  H-  4b2y2  = y2(x2  4-  4bx  4-  4b2)  = y2(x  -f  2b)2 

m.  c.  m.  = x2y2(x  + 2b)2 ( x — 2b).  R. 

(3)  Hollar  el  m.  c.  m.  de  m2  — mn,  mn  + n2  , m2  — n2. 

m2  — mn  = m(m  — n) 
mn  4*  rr  = n(m  + n| 
m2  — n2  = (m  4-  n)(m  — n) 

m.  c.  m.  = mn(m  4-  n)(m  — n)  = mn(m2  — n2).  R. 

( 4)  Hollar  el  m.  c.  m.  de  (o  — b)2,  a2  — b2,  (o  4-  b)2,  a2  4-  b2. 

El  alumno  debe  notar  que  no  es  lo  mismo  cuadrado  de  uno  diferencia  que 
diferencia  de  cuadrados  ni  es  lo  mismo  cuadrado  de  una  suma  que  suma  de 
cuadrad os.  En  efecto: 

(o  — b)2  = (a  — b)2 
a2  — b2  = (a  4*  b)(a  — b) 

(o4  b)2  = (a  4-  b)2 
o2  4-  b2  m (o2  4-  b2) 

m.  c.  m.  = (a  -fb)2(a  — bp  [a2  4-  b2).  R. 

(5)  Hallar  el  m.c.m.  de  (x  4-  1 )8,  x8  + 1,  x2  — 2x  — 3. 

El  alumno  debe  notar  que  no  es  lo  mismo  suma  de  cubos  que  cubo  de  una 
suma.  En  efecto: 

(x  4 l)3  = (x4“l)3 
x8+l  = (x4-l)(x2  — x4-l) 
x2-2x-3  = (x-3)(x4-l) 

m.  c.  m.  = (x  4- 1 )3(x  — 3)(x2  — x 4- 1 ).  R. 


(6)  Hallar  el  m.  c.  m.  de  (x  — y)3,  x3  — y8,  x3  — xy2  4-  x2y  — y3  / 3a2x  4-  3a2y. 

El  alumno  debe  notar  que  no  es  lo  mismo  cubo  de  una  diferencia  que  dife- 
rencia  de  cubos. 

(x  — y)3  = ( x — y )s 
x3  - y3  = (x  - y)(x2  4-  xy  4-  y2) 

x3  — xy2  4-  x2y  — y3  = x(x2  — y2)  4-  y(x2  — y2)  = (x2  — y2)(x  4-  y ) 

= (x4y)2(x-y) 

3a2x  4-  3o2y  = 3a2  (x  4-  y)  

m.  c.  m.  = 3a2 (x  4*  y)2(x  - y^(x2  4-  xy  4-  y2).  R. 

(7)  Hallar  el  m.  c.  m.  de  1 5x3  4-  20x2  4-  5x,  3x3  - 3x  4- x2  - 1 / 27x4  4-  1 8x3  4-  3x2. 

15x3  4-  20x2  4-  5x  = 5x(3x2  4-  4x  4-  1 ) = 5x(3x  4-  1 )(x  4-  1) 

3x3  — 3x  4*  x2  — 1 = 3x(x2  — 1 ) 4-  (x2  — 1 ) = (x2  — 1 )(3x  4-  1 ) 

= fx  4-  7)(x  — 1 )(3x  4-  1 ) 

27x«  4-  18x3  4-  3x2  = 3x2(9x2  4-  6x  4-  1 ) = 3x2(3x  + 1 )2. 
m.  c.  m.  = 15x2(3x  4*  1 )2(x  4h  1 )(x  — 1 ) 

= 15x2(3x-bl)2(x2-l).  R. 


192  • ALGEBRA 


(8)  Hollar  el  m.c.m.  de  2x3  - 8x,  3x4  + 3x3  - 1 8x2,  2x8  + 10x4  + 12x3 

6x2  - 24x  + 24. 

2x3  — 8x  = 2x(x2  - 4)  = 2x(x  + 2)(x  - 2) 

3x4  + 3x3  — 18x2  = 3x2 1 x2  + x - 6)  = 3x2(x  + 3)(x  - 2) 

2x*  + 10x4  + 12x3  = 2x3(x2  + 5x  +6)  = 2x3(x  + 3)(x  + 2) 

6x2  - 24x  + 24  = 6(x2  - 4x  + 4)  = 6(x  - 2)2. 

m.  c.  m.  = 6x3(x  + 2)(x  — 2)2(x  4- 31.  R. 

o lo  que  es  igual 

m.  c.  m.  = 6x3(x2  — 4}(x  — 2)(x  + 3).  R. 


»-  EJERCICIO  117 


Hallar  el  m.  c.  m.  de: 


1. 

3x4-3,  6x— 6. 

12. 

x3— y3,  (x—y)3. 

2. 

5x4-10,  10x2— 40. 

13. 

x24-3x— 10,  4x2— 7x— 2. 

3. 

x34-2x2y,  x2— 4y2. 

14. 

a24-a— 30,  a24-3a— 18. 

4. 

3a2x— 9a2,  x2— 6x4-9. 

15. 

x3— 9x4-5x2— 45,  x44-2x3— 15x2. 

5. 

la2— 9b2,  la2—12ab+9b2. 

16. 

xe— 4x3— 32,  ax4+2ax34-4ax2. 

6. 

a3+a2b,  a3+2a2b+ab2. 

17- 

S(x—y)2,  \2{x2—y2). 

7. 

3ax4-12a,  2bx2-\-6bx—Sb. 

18. 

5(x4-y)2,  10(x24-y2). 

8 

x3— 25x,  x24-2x— 15- 

19. 

6a(m4-n)3,  la2b(m3+n3). 

9. 

(x— l)2,  x2— 1. 

20. 

ax(m—n)3,  x3(m3—n3). 

10. 

(X4-1J2,  x24*l. 

21. 

2a24-2a,  3a2— 3a,  a4— a2. 

11 

x34-y3,  (x4-y)3. 

22. 

x24-2x,  x8— 2x2,  x2— 4. 

23.  x24-x— 2,  x2— 4x4-3,  x2- 

-x— 6. 

24  6a2+13a+6,  3a2+14a+8,  4+12a+9a2. 

25  10x2+10,  15x+15,  5x2— 5. 

2fi  ax—2bx+ay—2by,  x2+xy,  x2—xy. 

27.  4a2b+4ab2,  Ga-6b,  15a2-15&2. 

28  x2— 25,  x3— 125.  2x+10. 

29.  a2—2ab—Zb2,  a3b—6a2b2+9ab3,  ab2+b3. 

30  2m2+2rntt,  4mn— 4n2,  6m3n-6mn3. 

31  20(x2— y2),  15(x— y)2,  12(x+y)2. 

32.  ax2+5ax— 14a,  x3+14x2+49x,  x4+7x3— 18x2. 

33.  2x3-12x2+18x,  3x4— 27x2,  5x3+30x2+45x. 

34.  3 3a2,  6+ 6a,  9-9a,  12+12a2. 

35-  2(3n— 2)2,  135«3-40,  12«-8. 

36.  12mn+8m— 3n— 2,  48m2n— 3n+32m2— 2,  6n2— 5n— 6. 

37.  18x3+60x2+50x,  12ax3+20ax2,  15a2x8+16a2x4-15a2x3. 

38  16— x4,  16+8x2+x4,  16— 8x2+x4. 

39.  1+a2,  (1+a)2,  1+a3. 

40  8n2— 10a— 3,  20?«2+13m+2,  10n2-lln-6. 

41.  6a2+a6-252,  15a2+22ab+8b2,  10a2+3ab-4&2. 

42  12x2+5xy— 2y2,  15x2+13x)>+2;y2,  20x2— xy— y2. 

43.  6fe2x2+662x3,  3a2x—  3a2x2,  1— x4. 

44.  x4+8x— 4x3— 32,  a2x4-2a2x3-8a2x2,  2x4-4x3+8x2. 

45  x3— 9x+x2— 9,  x4— 10x2+9,  x2+4x+3,  x2— 4x+3. 

46.  1— a3,  1— a,  1-a2,  l-2a+a2. 

47  a2b—ab2,  aib2—a2bi,  a(ab—b2)2,  b(a2+ab)2. 

48.  m3— 27n3,  m2— 9n2,  m2— 6mn+9w2,  m2+3mn+9n2. 
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CAPITULO  XIII 

FRACCIONES  ALGEBRAICAS.  REDUCCION  DE  FRACCIONES 


173  FRACCION  ALGEBRAICA  es  el  cociente  indicado  de  dos  expresiones 
algebraicas. 

Asi,  — es  una  fraccion  algebraica  porque  es  el  cociente  indicado  de  la 


expresion  a (dividendo)  entre  la  expresion  b (divisor). 

El  dividendo  a se  llama  numerador  de  la  fraccion  algebraica,  y el  di- 
visor b,  denominador.  El  numerador  y el  denominador  son  los  t^rminos 
de  la  fraccion. 


@ Expresion  algebraica  entera  es  la  que  no  tiene  denominador  literal. 

1 2 

Asi,  a,  x+y,  m — n,  — a + — b son  expresiones  enteras. 

Una  expresion  entera  puede  considerarse  como  una  fraccion  de  denp- 
minador  1. 

a , a x+y 

As if  a = x + y = — — . 

175  ) Expresidn  algebraica  mixta  es  la  que  consta  de  parte  entera  y parte 


fraccionaria. 

m 0 b 3 

Asi,  a-\ — y x — 


x—a 


son  expresiones  mixtas. 
193 
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17 6 PRINCIPIOS  FUNDAMENTALES  DE  LAS  FRACCIONES 

Los  siguientes  principios  demostrados  en  Aritmetica  se  aplican  igual- 
mente  a las  fracciones  algebraicas  y son  de  capital  importancia: 

1)  Si  el  numerador  de  una  fraccion  algebraica  se  multiplica  o divide 
por  una  cantidad,  la  fraccion  queda  multiplicada  en  el  primer  caso  y divi- 
dida  en  el  segundo  por  dicha  cantidad. 

2)  Si  el  denominador  de  una  fraccion  algebraica  se  multiplica  o di- 
vide por  una  cantidad,  la  fraccion  queda  dividida  en  el  primer  caso  y mul- 
tiplicada en  el  segundo  por  dicha  cantidad. 

3)  Si  el  numerador  y el  denominador  de  una  fraccion  algebraica  se 
multiplican  o dividen  por  una  misma  cantidad,  la  fraccion  no  se  altera. 


177  SIGNO  DE  LA  FRACCION  Y DE  SUS  TERMINOS 


En  una  fraccion  algebraica  hay  quc  considerar  tres  signos:  El  signo 
de  la  fraccion,  el  signo  del  numerador  y el  signo  del  denominador. 

El  signo  de  la  fraccion  es  el  signo  + o — escrito  delame  de  la  raya  de 
la  fraccion.  Cuando  delante  de  la  raya  no  hay  ningun  signo,  se  sobren- 

tiende  que  el  signo  de  la  fraccion  es  +. 

a 

Asi\  en  la  fraccion  — el  signo  de  la  fraccion  es  +;  el  signo  del  nume- 
rador es  4-  y el  signo  del  denominador  -f . 

— a 

En  la  fraccion  — - — el  signo  de  la  fraccidn  es  — , el  signo  del  nume- 
rador — y el  signo  del  denominador  +. 


178)  CAMBIOS  QUE  PUEDEN  HACERSE  EN  LOS  SIGNOS  DE  UNA 


FRACCION  SIN  QUE  LA  FRACCION  SE  ALTERE 


Designando  por  m el  cociente  de  divi- 
dir  a enirc  b se  tendra  segun  la  Ley  de  los 
Signos  de  la  division:  f 


T = m (1> 
b 


(2) 


y por  tanto, 


y 


- m. 


Cambiando  el  signo  a los  dos  miembros 
de  estas  dos  ultimas  igualdades,  tencmos:  / 


(3) 


y 


Como  (1),  (2),  (3)  y (4)  tienen  el  segundo 
miembro  igual,  los  primeros  miembros  son  iguales 
y tenemos:  


—7*  = m.  (4) 

- b 

— cl  a 
b — b 


179  Lo  anterior  nos  dice  que: 

1)  Si  se  cambia  el  signo  del  numerador  y el  signo  del  denominador 
de  una  fraccion,  la  fraccion  no  se  altera. 
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2)  Si  se  cambia  el  signo  del  numerador  y el  signo  de  la  fraction,  la 
fraction  no  se  altera. 

3)  Si  se  cambia  el  signo  del  denominador  y el  signo  de  la  fraction, 
la  fraction  no  se  altera. 

En  resumen:  Se  pueden  cambiar  dos  de  los  tres  signos  que  hay  que 
considerar  cn  una  fraction,  sin  que  dsta  se  altere. 


(180)  CAMBIO  DE  SIGNOS  CUANDO  LOS  TERMINOS 
DE  LA  F RACCION  SON  POLINOMIOS 

Cuando  el  numerador  o denominador  de  la  fraction  es  un  polinomio, 
para  cambiar  el  signo  al  numerador  o al  denominador  hay  que  cambiar  el 
signo  a cada  uno  de  los  tdrminos  del  polinomio. 

Asi,  si  en  la  fraction  cambiamos  el  signo  al  numerador  y al 

*-y 

denominador  la  fraccidn  no  varia,  pero  para  cambiar  el  signo  a m - n hay 
que  cambiar  el  signo  de  m y de  — n y quedara  — m + n = n — m,  y para  cam- 
biar el  signo  a x — y hay  que  cambiar  el  signo  de  x y de  —y  y quedara 
— x + y = y — x y tendremos: 

— m + n 


m — n 


n — m 


Si  en  la  fraccidn 


x — 3 
x + 2 


x — y — x + y y — x 

cambiamos  el  signo  del 


numerador  y de  la  fraccidn,  dsta  no  se  altera  y 
tendremos:  


x — 3 
x + 2 


Del  propio  modo,  si  en  la  fraccidn 


3x 

1-x2 


3x 


cambiamos  el  signo  al  denominador  y a la 
fraccidn,  £sta  no  varia  y tendremos: 


l-x2 


- 1 + x- 


x — 2 


(En  la  practica,  el  paso  intermedio  se  suprime). 
De  acuerdo  con  lo  anterior,  la  fraccidn 


x — 3 
siguientes: 


puede  escribirse  de  los  cuatro  modos 


y 


x — 2 2 — x 

x — 3 3 — x 


2 — x 
x — 3 


3 — x 
x + 2 


x2-l 


x — 2 
3-x* 


[]8])  CAMBIO  DE  SIGNOS  CUANDO  EL  NUMERADOR 
O DENOMINADOR  SON  PRODUCTOS  INDICADOS 

Cuando  uno  o am  bos  tdrminos  de  una  fraccidn  son  productos  inclica- 
dos,  se  pueden  hacer  los  siguientes  cambios  de  signos,  de  acuerdo  con  las 
reglas  anteriores,  sin  que  la  fraccidn  se  altere: 

1)  Se  puede  cambiar  el  signo  a un  numero  par  de  factores  sin  cam- 
biar el  signo  de  la  fraction. 
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Asi\  dada  la  fraccion  podemos  escribir: 

xy 


ab 

(-a)b 

ab 

(“  »)h 

xy 

(-  x\y 

xy 

~ x(-y) 

ab 

ab 

ab 

xy 

xy 

xy  ' 

' (-*>(->) 

ab  _(-«)(- ft) 

xy  (-*)(-?)’ 

En  los  cuatro  prirneros  ejemplos  cambiamos  el  signo  a dos  factores; 
en  el  ultimo,  a cuatro  factores,  numero  par  en  todos  los  casos,  y el  signo 
de  la  fraccion  no  se  ha  cambiado. 


2)  Se  puede  camhiar  el  signo  a un  numero  impar  dc  facloics  cam- 
biando  el  signo  de  la  fraccion. 

ab 


A si.  dada  la  fraccion  podemos  escribir: 

xy 


ab 

xy 

ab 

xy 


(-a)fr 

xy 

(~a)(-b) 


ab 

xy 

ab 

xy 


ab 


x{-y) 

(-a)fr 

(-*)(->) 


(-*)> 

En  los  dos  prirneros  ejemplos  cambiamos  el  signo  a un  factor;  en  los 
dos  ultimos  ejemplos  cambiamos  el  signo  a tres  factores,  numero  impar  en 
todos  los  casos,  y en  todos  los  casos  cambiamos  el  signo  de  la  fraccion. 

(a  — l)(a  — 2) 

182 ) Apliquemos  los  principios  anteriores  a la  fraccion  — — . 

Como  estos  factores  son  binomios,  para  cambiar  el  signo  de  cualquie- 
ra  de  ellos  hay  que  cambiar  el  signo  a sus  dos  terminos. 

Tendremos: 

(a  - 1)  (a  - 2)  (1  -a)(a-  2)  (a  - 1)  (a  - 2)  (1  - /i)(2  - a) 


(x-3)(x-4) 

(a-l)(a-2) 


(3  — x)(x  — 4) * 
(1  - a)  (a  - 2) 


(x-3)(x-4)  (x-3)(x-4)’ 

(a-l)(a-2)  _ (a  — 1),(2  — a) 
(x-8)(x-4)  " -x): 


(x  ~ 3)(x  — 4)  (x  — 3)(x  — 4)’ 

F.stos  principios  son  de  suma  importancia  para  simplificar  fracciones 
y efectuar  operaciones  con  ellas. 
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REDUCCION  DE  FRACCIONES 

183  REDUCIR  UNA  FRACCION  ALGEBRAICA  es  cambiar  su  forma  sin 


cambiar  su  valor. 


I.  SIMPLIFICACION  DE  FRACCIONES 


184  SIMPLIFICAR  UNA  FRACCION  ALGEBRAICA  es  convertirla  en  una 
fraction  equivalente  cuyos  terminos  sean  primos  entre  sf. 

Cuando  los  terminos  de  una  fraccion  son  primos  entre  sf,  la  fraccidn 
es  irreducible  y entonces  la  fraccion  estd  reducida  a su  mas  simple  expre- 
sion o a su  minima  expresion. 

185  SIMPLIFICACION  DE  FRACCIONES  CUYOS 
TERMINOS  SEAN  MONOMIOS 

REGLA 

Se  dividen  el  numerador  y el  denominador  jx>r  sus  factores  comunes 
hasta  que  sean  primos  entre  si. 


Ejemplos 


Tendremos: 


( 1 ) Simplificar 
4cr*bB 


4 crb5 


6 a3b3m  3. a.  I .m 


6a3b3m 
2.1 .b2  2b2 

3am 


R. 


Hemos  dividido  4 y 6 entre  2 y obtuvimos  2 y 3;  a2  y a3  entre  a2  y obtuvimos 
los  cocientes  1 y a;  b5  y b3  entre  b3  y obtuvimos  los  cocientes  b2  y 1.  Como 
2b2  y 3 am  no  tienen  ningun  factor  comun,  esta  fraccion  que  resulta  es 
irreducible. 


(2 ) Simplificar 


9x3y3 

36x5y8 

9x3y8 


1.1.1 


1 


R. 


36x5y°  4.x2.y3  4x2y* 

Dividimos  9 y 36  entre  9;  x8  y x5  entre  x3;  y3  e y6  entre  y3. 

Observese  que  cuando  al  simplificar  desaparecen  todos  los  factores  del  nu- 
merador, queda  en  el  numerador  1#  que  no  puede  suprimirse.  Si  desaparecen 
todos  los  factores  del  denominador,  queda  en  este  1,  que  puede  suprimirse. 
El  resultado  es  una  expresion  entera. 


1.  — . 

ab 
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Simplificar  o reducir  a su  mds  simple  expresibn: 
« 2a 

2 ~ — rr~»  3.  — 4. 


8 orb 


X2y2 

X2yS 


ax* 


4x5y 


6m2n3 
3 m 


6. 


9x2y3 

24fl2x3y4 
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7. 


8. 

9. 


8 m4n3x2 

10. 

21mn3x° 

13. 

30x«y2 

16. 

54x9ynz13 

24mn2x2’ 

28m4n2x2  * 

45a3x4z3 

63x,0y,2z,s  ‘ 

12x»ji4z® 

11. 

42a2c°n 

. _ • 

14. 

17 

15a126lse20 

32xy2z  ' 

2 6a4c5m 

3aHb9c 

75au6,*c22 ' 

12a26« 

12. 

17  x3y4z8 

16. 

21a8610<r12 

18 

75a7m5 

60 a866x6 

34x7y8z10 

63a4fcc2 

100a3m,2n3' 

SIMPLIFICACION  DE  FRACCIONES  CUYOS 
TERMINOS  SEAN  POLINOMIOS 


REGLA 

Se  descomponen  en  factores  los  polinomios  todo  lo  jx>sible  y se  supri- 
men  los  factores  comunes  al  numerador  y denominador. 


2o2 

( 1 ) Simplificar  — . 

4a2  - 4 ab 

el  denominador,  se  tiene: 

2a*  2a*  a 

4a2  — 4ab  4a(a  — b)  2 ( a - 

Hemos  dividido  2 y 4 entre  2 y a2  y a entre  o. 

4x2y8 

(2)  Simplificar  — — . 

24x3y8  — 36x3y4 

Factorando: 

4x2y**  _ 4x2y8  _ 1 

24x3y8  ~ 36x8y4  “ 12x8y3(2  — 3y)  ~ 3x(2-3 y)  * 

x2  — 5x  + 6 

(3)  Simplificar  . 

2 ax  — 6a 

x*-5x  + 6_(x  — 2)(x-3)_x-2 
2ax  — 6a  2a(x  — 3)  2a 


Ejemplos 


Factorando 


(4)  Simplificar 


8a3 + 27 


4a2  + 12a + 9 
8a3  + 27  _ (2a + 3)|4o2- 6a + 9) 

4o2  + 12o  + 9 _ |2o  + 3J2 


4o2  - 6o  + 9 
2o  + 3 


(5) 


Simplificar 


a3  — 25o 
2a3  + 8o2  — 10a 


a3  — 25o  _ a(o2  — 25) 

2o'*  f 8a2  - 10a  _2a(a-  + 4a  - 5) 


a(a  + 5)(a  — 5)  _ a — 5 
2o|a  + 5Mo-  1)  “ 2(a-l)' 
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(6) 


Simplificar 


2 xy  — 2x  + 3 — 3y 
1 8x3  + 1 5x2  — 63x 


2xy  — 2x  + 3 — 3y  _ 2x(y_-  1 ) + 3(  1 - y ) 
1 8x3  + 1 5x2  — 63x  _ 3x(6x2  + 5x  — 21 ) 


(y  — 1 )(2x  — 3) 
3x(3x  + 7)(2x  — 3) 


Y ~ ] 

3x(3x  + 7)  ‘ 


R. 


(7)  Simplificar 


3xs  - 12x  - x2y  + 4y 


x4  — 5x8  — 1 4x2 

9 

3x3  — 12x  — x2y  + 4y  (x*  — 4)(3x  — y)  (x  + 2)(x  - 2)(3x  - y) 


x4  — 5x3  — 1 4x2  x2(x2  — 5x  — 14) 


7)(x  + 2) 


(x  ~ 2)(3x  — y) 
x2  ( x — 7 ) 


(8)  Simplificar  _i°?  ~ W + 2a  - 3) 

(a2  — 2a  + 1 )(a2  + 4a  + 3) 

(a2  — 1 )(q2  + 2a  - 3)  _ (a  + 1)(o-f  )(o  + 3)(a  - 1) 

(a2  - 2a  + 1 )(a2  + 4a  + 3)  _ (a  - 1 )2(a  + 3)(a  + 1 ) 

(9,  simplificar  ^ + ~ 5*  + 3 . 

xHx8-  2x2  4-  9x  — 9 

Descomponiendo  por  evaluation  $e  tiene: 


x3  *f  x2  — 5x  -f  3 

(X 

— 1 )(x  — 1 )(x  + 3) 

x — 

1 

R 

x4  + x3  — 2x2  + 9x  — 

9~  (x- 

l)(x  + 3)(x2  — x 4-  3)  ~ 

x2  — X 

; + 3 

EJERCICIO  119 

Simplificar  o reducir  a 

su  mas 

simple  expresion: 

1. 

3ab 

8. 

15a2bn— 45a2bm 

15. 

2ax+ay— 4bx— 2by 

2a2x+2a3' 

10a2b2n—30a2b2m 

ax— 4a— 2bx+8b 

2. 

xy 

9. 

x2— y2 

16. 

a2—ab—6b2 

QxZySxy2 

x2+2xy+y2’ 

a3x—6a2bx+9ab2x 

3. 

2ax+4:bx 

3ay+6by' 

10. 

3x2y+15xy 
x2— 25 

17. 

m2+n2 

m4—n4 

4. 

x2— 2x— 3 
x— 3 

11. 

a2— iab+ib2 
a3- 8b2 

18. 

x3+y8 

(x+y)3  ’ 

6. 

10a2b3c 

12. 

x3+4x2— 21x 

19. 

(m—n)2 

80(a3-a2i>)  ‘ 

x3— 9x 

m2—n 2 

6. 

x2— 4 

13. 

6x2-f5x— 6 

20. 

(a-x)3 

5ax+10a 

15x2— 7x— 2' 

a3— x3 

7. 

3x2— 4x— 15 

14. 

a3+l 

21. 

c 

f : 

1 

c 

1 

to 

o 

x2— 5x+6 

a4— a3+a— 1 

a2— 7a+10 
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22. 

(1— a2)2 
a2+2a+l‘ 

39. 

3x2+19x+20 

6x2+17x+12 

56. 

a2— a3— 1-fa 
a2+ 1—  a3— a 

23. 

a*b*-a*b* 

aA—bA 

40- 

4a4— 15a2— 4 
a2— 8a— 20  ' 

57. 

8x3-f  12x2y+6xy2-fy3 
6x2+xy— y2 

24. 

x2—y2 

41. 

125a+a4 

58. 

8n3— 125 

x3— y3 

2a3+20a2+50a 

25— 20n+4n2 

25. 

24a3fc+8a2fc2 

42. 

a2n2— 36a2 

59. 

6-x-x2 

36a4+24a36+4a2fc2 ' 

an2+an— 30a 

15+2x-x2' 

26. 

n3— n 

43. 

3ra2-f  5ran— 8n2 

60. 

3+2x— 8x2 

n2— 5n— 6 

m3— n3 

4+5x— 6x2 

27. 

8n3+l 

44. 

15a36— 18a26 

61. 

m2n2+ 3m  n— 10 

8n3—4n2-f2n 

20a2£>2— 24a&2 

4— 4ran+m2n2 

28. 

a2—(b—c)2 
(a+b)2- c2' 

45. 

9x2— 24x+16 
9x4-16x2 

62. 

x3+x2y—±b2x—±b2y 
4b2— 4&x-fx2 

29. 

(a+fo)2-(c-d)2 

46. 

16a2x— 25x 

63. 

x6-f  x3 — 2 

(a+tr)2— (fc— d)2 

12a3— 7a2— 10a" 

x4— x3y— x+y 

30. 

3x8+9x2 

47. 

8x4— xy3 

64. 

(x2— x— 2)(x2— 9) 

x2+6x+9 

4x4— 4x3y-f  x2y2 

(x2— 2x— 3)(x2+x— 6) 

31. 

10a2(a3+53) 

48. 

3an— 4a— 6£m+86 

65- 

(a2-4a+4)(4a2-4a+l) 

6aA—6a3b+6a2b2 

6n2— 5n— 4 

(a2+a-6)(2a2-5a-K2) " 

32. 

a(4a2— 8ab) 

49. 

x4— 49x2 

66. 

(x3— 3x)(x8— 1) 

x(3  a2—6ab) 

x3+2x2— 63x 

(x4-f  x3*f  x2)(x2 — 1) 

> 

33. 

x3— 6x2 

50. 

x4-fx-x3y-y 

67. 

(4n2+4n-3)(r»2+7n-30) 

x2— 12x+36 

x3— x— x^+y 

(2a2-7n+3)(4n2+12n+9) 

34. 

(x— 4y)2 

51. 

2x3+6x2— x— 3 

68. 

(x8— ye)(x+y) 

x5— 64x2;y3 

x3+3x2+x+3  " 

(x3— y3)(x3-fx2)>-fxy2-f,y3) 

35. 

x3— 3x;y2 

52. 

a3m— 4am+a3n— 4an 

69. 

x3+3x2— 4 

x4— 6x*y2+ 9yA 

a4— 4a8— 12a2 

x3~f  x2 — 8x — 12 

36. 

m3n+3m2n+9mn 

53. 

4a2— (x— 3)2 

70. 

x3 — x2 — 8x-f  12 

m3— 27 

(2a+x)2— 9 

x4— 2x3— 7x2+20x— 12  ’ 

37. 

x4— 8x2+15 

54- 

m— am+72— an 

71. 

x4— 7x2— 2x+8 

x4— 9 

1— 3a+3a2— a3  ’ 

x4— 2x8— 9x2+10x+24 

38. 

a4+6a2— 7 

55. 

6x2+3 

72. 

a5— a3— a2+l 

a4+8a2— 9 ' 

42x5— 9x3— 15x 

a5— 2a4— 6a3-f  8a2+5a— 6 
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SIMPLIFICACION  DE  FRACCIONES.  CASO  EN  QUE  HAY 
QUE  CAMBIAR  EL  SIGNO  A UNO  O MAS  FACTORES 


( 1)  Simplificar  . 

3b  - 3a 


2a -2b  2(a  — b)  2{a  — b)  2 

Descomponiendo:  = — = — — 

3b—  3a  3(b  — a)  3 (a-b) 

Al  descomponer  vemos  que  no  hay  simplificacion  porque  el  factor  (a  — b)  del 
numerador  es  distinto  del  factor  (b  — a)  del  denominador,  pero  combiando 
el  signo  a (b— a)  se  convierte  en  (a  — b)  y este  factor  se  cancela  con  el 
( a — b ) del  numerador,  pero  como  le  hemos  cambiado  el  signo  a un  factor 
( numero  impar  ) hay  que  cambiar  el  signo  de  lo  fraccion , para  que  esta  no 
vane  y por  eso  ponemos  — delante  de  la  fraccion. 


Ejemplos 


( 2)  Simplificar 


x2  — 9a 


3x  - 3y  - x2  + xy 
ox2  — 9 a a(x-t-3)(x  — 3) 

(x  — y)(3  — x) 


3x  — 3y  — x2  4-  xy 


o(x4-3)(x  — 3)_  a|x  + 3| 
(y  — x)(x  — 3) 


Le  cambiamos  el  signo  al  factor  (3  — x)  convirtiendolo  en  (x  — 3)  que  se  can- 
cela con  el  (x  — 3)  del  numerador,  y tambien  le  cambiamos  el  signo  al  factor 
(x  — y)  que  se  convierte  en  (y  — xj.  Como  le  hemos  cambiado  el  signo  a 
dos  factores  (numero  par)  el  signo  de  la  fraccion  no  se  combia. 

Si  le  cambiamos  el  signo  solamente  a (3  — x)  hay  que  cambiarle  el  signo  a 
la  fraccion,  y tendremos: 

ax2  — 9a  _a(x  + 3|(x-3|  _ a(x  4-  3)(x  — 3)_ 

3x  — 3y  — x24-xy  (x  — y)(3  — xj  (x  — y )(  x — 3) 


Ambas  soluciones  son  legitimas. 


(3) 


2a2  4-  a - 3 
Simplificar  — 


2a2  4“  a - 3 _ (2a  4-  3)(a  - 1 ) (2a  4-  31  (a  - 1 ) 

1 — a3  ( 1 — a)(1  4“  a 4*  a2)  (a  — 1)(1  4- a 4- a2) 


2o  4-  3 
1 4-  a 4*  a2 


. . x2  — 4x  4-  4 

(4)  Simplificar  — . 

4x2  — x4 

x2  — 4x4-4  (x  — 2p (x  — 2)2  _ ( x — 2 )2 

4x2  — x4  ~ x2(4  — x2)  ~ x2(2  4- x)(2  — x)  x2(2  4-  x)(x  - 2)  “ 

Aqui  le  cambiamos  el  signo  al  factor  (2  — x)  y a la  fraccion. 

Tambien,  como  la  descomposicion  del  trinomio  cuadrado  perfecto  x2  — 4x  4-  4 

puede  escribirse  (x  — 2)2  o (2  — x)2,  usando  esta  ultima  forma,  tendremos: 

x2  — 4x  4-  4 (2  — x)2  2 — x 
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Simplificar  o rcducir  a su  mas  simple  expresi6n: 


1. 

4— 4x 
6x— 6 

u. 

9— 6x+x2 
x2— 7x+12 

21. 

(x— y) 2-22 

(y+z)2— x2 

2. 

a2-b2 

12. 

a2—b2 

22 

3a2— 3a6 

b2-a2  ' 

b3—a3 ' 

bd— ad—  bc+ac 

3 

m2—n2 

13. 

3ax— 3bx— 6a466 

23. 

(x-5)3 

(n—m)2 

2b— 2a— bx+ax 

125— x3  * 

4. 

xj2— x— 12 

14. 

a2— x2 

24. 

13x-6-6x2 

16— x2 

x2— ax—  3x43a 

6x2— 13x+6 

s. 

3y— 6x 

15. 

3bx— 6x 

25. 

2x3— 2xy2+x2— y2 

2mx—my—2nx+ny 

8—b3 

2xy2+yI—2x3—x2 ' 

6 

2x8— 9x— 5 

16. 

(1— a)3 

26. 

30x2y— 45xy2— 20x8 

104-3x— x2  ' 

a— 1 

8x3+27y3 

7. 

8— a3 

17. 

2x3— 2x2y— 2xy2 

27. 

n+1— n3— n2 

a*+2a-8 ' 

3ys+3xy2-3x2)i ' 

n3— n— 2n2+2* 

8. 

a2+a— 2 

18. 

(a- b)3 

28. 

(x— 2)2(x2+x— 12) 

n—an—m+am 

(6— a)2 

(2— x)(3— x )2 

9. 

4x2—4xy+y2 
5y— lOx 

19. 

2x2-22x+60 
75— 3x2 

29. 

5x3— 15x2y 
90X3)!2— 10x° 

10. 

3mx—nx—3my+ny 

20 

6a«2— 352n2 

30. 

(x2— l)(x2— 8x+ 16) 

ny2—nx2—3my2+3mx2 

64— 4afr244fl2 

(x2— 4x)(l— x2) 

188  SIMPLIFICACION  DE  FRACCIONES  CUYOS  TERMINOS 
NO  PUEDEN  FACTORARSE  FACILMENTE 


REGLA 

Hallese  el  m.  c.  d.  del  numerador  y denominador  por  divisiones  suce- 
sivas  y dividanse  numerador  y denominador  por  su  m.  c.  d. 


Ejemplo 


Simplificar 


x°  - 2xc  4 5x4  - x8  4 2x2  - 5x 
x®  - 2x4  4 6x3  - 2x2  4 5x 


Hallando  el  m.  c.  d.  del  numerador  y denominador  por  divisiones  sucesivas 
se  halla  que  el  m.  c.  d.  es  x(x2  — 2x  4 5)  = x3  — 2x2  4 5x. 


Ahora  dividimos  los  dos  terminos  de  la  fraccion  por  su  m.  c.  d.  x3  — 2x2  4 5x 
y tendremos: 

xe  — 2x5  4 5x4  — x3  4-  2x2  — 5x 
xs  — 2x4  4-  6x3  — 2x2  4-  5x 


._  ( x®  - 2x°  4 5x4  - x3  4 2x2  - 5x  ) -M  x3  - 2x2  4 5x  ) _ 
(x5-2x*4  6x3  - 2x2  4 5x  ) 4-  ( x3  - 2x2  4 5x  ) 
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EJERCICIO  121 


Simplificar  las  fracciones  siguientes  hallando  el  ra.  c.  d.  de  los  dos 
terminos: 


1. 


2. 


3. 


6. 


a4— a3x+a2x2— ax3 
a4—a3x—2a2x2+2ax3 
x4+3x8+4x2-3x-5 
x4+3x3+6x2+3x+5  ’ 
2ax4—  ax3— ax2— 2ax+2tf 
3ax4— 4ax3+ax2+3ax— 3a 
6x8— 13x2+18x— 8 
10x3— 9x2+llx-fl2 
x4— 2x3y+2x2y2— xy3 
2x4— 5x8y+4x2y2— xy8 

2a5— a4+2a3+2a2+3 
3a5— a4  4-  3a3+4a2+5 


7. 


8. 


9. 


10. 


11. 


12. 


1— x— x8-}-x4 
1— 2x— x2— 2x3+x4 
2m3+2m2n— mn2— n3 
3m8+3m2n+mn  +n 2 
6a5+3a4-4a8-2a2+10a+5 
3a«+7a4-a2+15 

5x6— 10x4+21x8— 2x-f4 
3x6—  6x4-f  llx8+2x— 4 
ne— 3n5— n4-f3n8-f-7n2— 21n 
nfl+2n5— n4— 2w3+7n2-f  14n 
a7+2a*-5a*+8a*+a*+2a2-5a+8 
a64-2a5— 5a44-10a3+4a2— 10a+16 


II.  REDUCIR  UNA  FRACCION  A TERMINOS  MAYORES 

(l89)Se  trata  de  convertir  una  fraccidn  en  otra  fraccidn  equivalente  de  nu- 
merador  o denominador  dado,  siendo  el  nuevo  numerador  o denomi- 
nador  multiplo  del  numerador  o denominador  de  la  fraccidn  dada. 


Ejemplos 


2a 

( 1 ) Reducir  — a fracci6n  equivalente  de  numerador  6a2. 
3b 

2 a _ 6a2 
3 fa" 


Para  que  2a  se  convierta  en  6a2  hay  que  multiplicarlo  por  6a2  -s-  2a  = 3a, 
luego  para  que  la  fraccion  no  vane  hay  que  multiplicar  el  denominador  por 
3a:  3b  X 3a  = 9 ab,  luego 

*«— . R. 

3b  9ab 

La  fraccion  obtenida  es  equivalente  a la  fraccion  dada  porque  una  fraccion 
no  varia  si  sus  dos  terminos  se  multiplican  por  una  misma  cantidad. 

(2)  Convertir  — — en  fraccion  equivalente  de  denominador  20a2y4. 

4y3 

5 

4y3  “20 aJy4  ' 

Para  que  Ay3  se  convierta  en  20 a2y4  hay  que  multiplicarlo  por  20 a2y4  -r  Ay3  = Scfiy, 
luego  para  que  la  fraccion  no  vane  hay  que  multiplicar  el  numerador  por  5a2y 
5 X 5a2y  = 25a2y#  luego 
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( 3)  Reducir 


x — 2 
x — 3 


a fraccion  equivalente  de  denominador  x2  — x — 6. 


x — 2 


x — 3 


x-6 


Para  que  x — 3 se  convierta  en  x2  — x — 6 hay  que  multiplicarlo  por 
(x2-x-6)-r(x-3|  = x + 2;  luego  el  numerador  hay  que  multiplicarlo  por 
x + 2,  y tendremos: 


x — 2 (x-2)(x  + 2) 


x — 3 


x2  — x — 6 


*»  A 

xz  — 4 
x2  — x — 6 


R. 
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Completar: 
3^ 

2 a 4 a2 

5_  20a 

9x2 
m 


1.  — = . 


2.  — = 


3.  — = 


ab 2 2a26a 

3x  9x2y2 
4.  — = 

im 


5.  — = 


6. 


7. 


5n 2 5n3 

2x+7  _ 

5 _ 15 


2x 

x~l 


e2 — x 


aJ 


2a3 


9. 


a+2 

3a 


10. 


aH~5  a3-|"2a5“i-/?2 
x— 4 _ 

x+3  x2+5x+6 

2a  _2a3 

x+a 

x~y 
6 

5x 


12 


12 


13. 


14. 


a— 5 a2— 62 
x— 5 3x2— 15x 


a 


15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 
21. 


III.  REDUCIR  UNA  FRACCION  A EXPRESION 
ENTERA  O MIXTA 


5x  _ 

2x+y  4x2-f4xy+y2 
x+3  _ x2— 9 
x+1 
2 


a+1  a3+l 
x—2y 


3x  9x2y 
x — 1 _ x2 — 1 

^+T“_ 

a—b 


Id 2 63a86 

x+1 


x+5  x2+3x— 10 


190^  Como  una  fraccion  representa  la  division  indicada  del  numerador  en- 
tre  el  denominador,  para  reducir  una  fraccidn  a expresion  entera  o 
mixta  aplicamos  la  siguiente: 


REGLA 

Se  divide  el  numerador  entre  el  denominador. 

Si  la  division  es  exacta,  la  fraccion  equivale  a una  expresion  entera. 
Si  la  division  no  es  exacta,  se  continua  hasta  que  el  primer  termino 
del  residuo  no  sea  divisible  por  el  primer  termino  del  divisor  y se  anade 
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al  cociente  una  fracci6n  cuyo  numerador  es  el  residuo  y cuyo  denoininador 
es  el  divisor. 


Ejemplos 


(1  ) Reducir  a expresion  entera 


4x3  - 2x2 
2x 


Dividiendo  cada  termino  del  numerador  por  el  denominador,  se  tiene: 

4x8  — 2x2  4x3  2x2 

= = 2x2-x.  R. 

2x  2x  2x 


(2 ) Reducir  a expresion  mixta 


3a3-12o2-4 

3a 


Dividiendo  el  numerador  por  el  denominador: 
3a3 -12a2 -4  1 3a 
— 3a3  a2  — 4a 


-12a2 -4 
12  a2 

-4 


-4 

3a3  - 12a2  - 4 = a2  - 4a  + . 

3a 


Cambiando  el  signo  al  numerador  - 4 y cambiando  el  signo  a la  fraccion, 
tendremos: 

4 

3a3 -12a2  — 4 = a2  — 4a  — — . R. 

3a 


(3;  Reducir  a expresion  mixta 


6x3  — 3x2  — 5x  -b  3 


3x2  — 2 

6x3  — 3x2  — 5x  -f  3 | 3x2  — 2 
— 6x3  + 4x  2x  - 1 


— 3x2  — x + 3 
3x2  -2 

- x+1 

6x3  — 3x2  — .5x  -f  3 _ , , “ x + 1 

Tendremos:  2x-1+l^J 

Cambiando  el  signo  al  numerador  (a  cada  uno  de  sus  terminos)  y a la  frac- 
cion, tendremos: 


6x3  — 3x2  — 5x  + 3 „ , x - 1 

- = 2x  - 1 — • 


3x2  — 2 

EJERCICIO  123 

Reducir  a expresion  entera  o mixta: 
6<j9-10«2 

2a 


3x2  — 2 


R. 


9x3y— 6x2)i2-l-3x)'3 
3xy 


3. 


x2+3 


4. 


I0a2+15a— 2 


5fl 
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9x3— 6x243x— 5 

9. 

x3— x2— 6x+l 

13. 

x4— 4x2— 3x 

3x 

x2— 3 

x2— 2 

x2— 5x— 16 

10. 

3x844x2y42xy2— 6y3 

14. 

10n3-18n2-5n+3 

x+2 

3x— 2y 

2h2— 3n4l 

12x2— 6x— 2 

11. 

2x3— 7x2+6x— 8 

IB. 

8x4 

4x— 1 

2x2— x+1 

4x245x46  ' 

a3 436s 

12. 

2a4— 3a3+a2 

16. 

6m543m4n 

«42^ 

a2— a+1 

3 m3— mn24n3 

IV.  REDUCIR  UNA  EXPRESION  MIXTA 
A FRACCIONARIA 

(0)  REGLA 

Se  multiplica  la  parte  entera  por  el  denominador;  a este  producto  se 
le  suma  o testa  el  numerador,  segiin  que  el  signo  que  haya  delante  de  la 
fraction  sea  4-  o — , y se  parte  todo  por  el  denominador. 

La  fraccion  que  resulta  se  simplifica,  si  es  posible. 


Ejem  plos 


3 

x-24 = 

x-  1 


(2)  Redudr  o + b- 

a2  4-  b2 

o + b 

a — b 


( 1 ) Reducir  x — 2 4 a fraccion. 

x — 1 

(x-2)(x-l)43_x2-3x4243_x2-3x45 
x- 1 x-  1 x-  1 

a2  4 b2 

a fraccion. 

a — b 

(o4b)(o  — b)-(a24b2)  _ a2-b2-o2-b2 
a — b o — b 


R. 


2b2 

. R. 

a — b 


IMPORTANTE 

Observese  que  como  la  fraccion  tiene  signo  — delante,  para  restar  el  nu- 
merador a2  4-  b2  hay  que  cambiarle  el  signo  a cad o uno  de  sus  terminos  y 
esto  se  indica  incluyendo  a2  4-  b2  en  un  parentesis  precedido  del  signo  — . 


(3)  Reducir  x 4-  1 a fraccion 

x2  4-  5x  4-  6 

x3  4-  5x2  — 1 8 ( x 4-  1 ) ( x2  4-  5x  4-  6 ) — ( x3  4-  5x2  — 18) 

X ^ x2  4-  5x  4-  6 x2  4-  5x  4-  6 

x3  4 6x2  4 llx  4 6 - x3  - 5x2  4 18  _ x2  4 1 lx  4 24  _ [x48)(x43)  _ x48  p 

~~  ~~  x2  4-  5x  4 6 ( x 4 3 ) ( x 4 2 ) x 4 2 


x2  4-  5x  4 6 


1.  a+ 
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Reducir  a fraction: 
4 a 


a- h‘2 


2.  m— 7i 

3*  x+5" 


71- 

772 

3 


x— 2 


4.  *4- 


ab 

a+b 


r 

5. ha— 3. 


6.  1- 


a+x 

a—x 


7. 

fl-hx 


REDUCCION  A FRACCION 


8.  x+2- 


3 


9.  x2-3x- 


x — 1 
X2— Gx 


10.  x+)>+ 


11. 


3/7172 


x+2 
<x2—y'2 
x-y  ’ 

4*772— 272. 


7/1—72 


12.  2a— 3x— 


5 ax— lix- 
a4-2x 


13.  7/2-— 2//i“h4 — 
14*  x2— 5x— 


7/14-2 
3x(x+2) 
x— 2 
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7 ab-—bz 
2a— b 


15.  ^"+30^“^“+” 

16. 


x2— x+1 

x3— 2x2+l 

17.  x+3- 


18.  3a+ 


19.  x— 3— 


x2— 4x+3 
3a26+3a52 
a3— b3 
x3— 27 


20.  a2— 3a+5+ 


x2 — 6x+9 

2fl3-lla+9 


n'-+u— 2 


V.  REDUCCION  DE  FRACCIONES  AL  MINIMO 
COM  UN  DENOMINADOR 


(i92.: 


192  REDUCIR  FRACCIONES  AL  MINIMO  COMUN  DENOMINADOR 


t*S 


convertirlas  en  fracciones  equivalentes  <jne  tengan  el  mismo  denomi- 
nador  y que  este  sea  el  menor  posible. 

Para  reducir  fracciones  al  minimo  com  tin  denominador  se  sigtie  la  si- 
guiente  regia,  identica  a la  que  empleamos  en  Aritmetica: 


REG  LA 

1)  Se  simplifican  las  fracciones  dadas,  si  es  posible. 

2)  Se  halla  el  minimo  coniun  mulriplo  de  los  denominadores,  que 
sera  el  denominador  comun. 

3)  Para  hallar  los  numeradores,  se  divide  el  m.  c.  m.  de  los  denomi- 
nadores entre  cada  denominador,  y el  cocieine  se  multiplica  por  el  mime- 
rador  respectivo 


(1  ) Reducir  — , — — - al  minimo  comun  denominador. 
a 2a2  4x2 

Hallamos  el  m.  c m.  de  a , 2a-  y 4x2  que  e$  4a-x2.  Este  es  el  denominador 
comun.  Ahora  dividimos  4o2xJ  entre  los  denominadores  a,  2 a2  y 4x2  y cada 
cociente  lo  multiplicamos  par  su  numerador  respectivo,  y tendremos: 


Ejemplos 
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4crx2 

-r  2o2  = 2x2 

3 

2a2  ~ 

3 X 2x2 
4crx2 

6x2 

4o2x2 

4a2x2 

— Ay-  — n2 

5 

5 X a2 

5a2 

• Ha  — a 

4X2  _ 

4a2x2 

""  4a2x2 ' 

Las  fracciones,  reducidas  al  mmirno  comun  denominador,  quedan: 

Sax2  6x2  5a2 

4a2x2  7 4a2x2  # 4a2x2 

Estas  fracciones  son  equivalentes  a las  fracciones  dadas  porque  no  Hemos  he- 
cho  mas  que  multiplicar  los  dos  terminos  de  cada  fraccion  por  el  cociente  de 
dividir  el  m.  c.  m.  entre  su  denominador  respective,  con  lo  cual  las  fracciones 
no  se  alteran  (176) . 


( 2)  Reducir  — , — al  mmirno  comun  denominador. 

3x2  6x  9x3 

El  m c.  m.  de  3x2,  6x  y 9x3  es  18x3.  Este  es  el  denominador  comun. 

1 1 X 6x  6x 

Tendremos:  18x3  -f-  3x2  = 6x  = = 

3x2  18x3  18x3 


1 8x3  -r*  6x  = 3x2 
1 8x3  -s-  9x3  = 2 


x - 1 _ 3x2  ( x - ) _ 3x3  - 3x2 
6x  18x8  “ 18x3 

2x  — 3 2 ( 2x  — 3 ) _4x  — 6 

9x3  18x3  ” 18x3 


6x  3x8  — 3x2  Ax  — 6 
Teu8'  18x3  ' 18x3 


a — b 2a  3b 

(^)  Reducir  . — al  minimo  comun  denominador. 

ab  ab  + b2  a2 -fab 


Hallemos  el  m.  c.  m.  de  los  denominadores,  factorando  los  binomios: 
ab  = ab 

ab  -f  b2  = b ( a + b ) m.  c.  m.  = ab  ( a + b ). 

a2  + ab  = a (a  + b ) 

Ahora  dividimos  el  m.  c.  m.  ab  ( a + b ) entre  cada  denominador  o lo  que  es 
lo  mismo,  entre  la  descomposicion  de  cada  denominador : 


ab  (a  *f  b) 

a — b 

— i u — 

( a — b ) (a  + fa ) 

c 

,2-b2 

ab 

— a ~r  D — 

ab 

ofa  ( a + fa ) 

ab  i 

[a  + bj 

ab  (a  + b) 

2a 

2a  X a 

2o2 

b(a  -h  b) 

ab  4-  b2 

ab  [a  4-  b J 

ab  | 

[o  + fa) 

ab  (a  4*  b) 

-fa  .v3b  — 

3b  X b 

3b2 

a (a  + b) 

a2  4 ab 

ab  ( a 4-  b ) 

ab  ( 

;o  + b) 

(4)  Rcducir 


x + 3 
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2x  x + 4 


al  minimo  comun  denominador. 


x2-l'  x2  + 3x  + 2'  x2  + x — 2 
Hallemos  el  m.  c.  m.  foctorondo  los  denominadores: 

x-  _ 1 = ( X + 1 ) (x  - 1 ) 

x2  + 3x  + 2 = (x  + 2)(x  + 1 ) m.c.  m.  = (x  + l ) ( x — 1 )(x  + 2). 

x2  + x — 2 = (x  + 2(x  — 1 ) 

Dividiendo  el  m.  c.  m.  ( x + 1 ) ( x — 1 ) ( x + 2 J entre  la  descomposicion  de  coda 

denominador,  tendremos: 


(x-H)lx  — 1)(x  + 2) 
{x  + 1)|x-lj 
I x -h  1 ) ( x — 1 )(x-t-2) 
(x  + 2)(x  + 1) 

(*  + 1 )|x  — 1 )|x  + 2) 
(x  + 2)(x—  1 ) 


= x + 2 
=V(-1 
= x + l 


x + 3 


( x + 3)  ( x + 2) 


x2  + 5x  + 6 


x2-1  (x  + l)(x-l)(x  + 2)  (x  + 1 ) ( x — 1 ) ( x + 2 )" 
2 x 2x  ( x — 1 J 2x2  — 2x 


x2  +3x+  2 (x  + l)(x-l)(x  + 2)  (x+l)(x-l)(x  + 2) 

x + 4 ( x + 4 ) ( x + 1 ) x2  + 5x  + 4 


R. 


x2  + x — 2 (x  + l)(x-1)(x  + 2)  (x+  1)  ( X — 1 )(x  + 2)' 
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Rcducir  ul  tninimo  comun  denominador: 


1.  * A, 

b ab 


13. 


x2-l  x2-x-2 


25.  -. 


x— l 


2 5x+15  10x+3U 


2. 

X 

4 

14. 

a— 3 

3a 

26. 

2x  l 

3x+l 

4x-f  3 

2a’ 

3a2x' 

4(a+0)’ 

T 

x i r 

3x+12* 

fix  + L’  1 

3. 

1 

3_  _5_ 

15. 

X2 

X 

27. 

3 

2 

5 

2x2’ 

4x'  8x3’ 

3(a-y)’ 

6* 

a+4  ’ 

9a2— 25  ’ 

3a—  5 

4. 

3x 

x 3 

16. 

3 2 

x+3 

28. 

x+1 

x+2 

3x 

a fc2’ 

d-b'  d{‘ 

x-  X 

X2 — X * 

x2 — l’ 

x*+x — 6 ’ 

x2+r>x+6 

5.  Il- 


ly 1 5x 
fix2’  9xy‘ ' 12y3 


6. 

(l—l 

5 a+2 

3 a ’ 

6a 

a 2 ' 

7. 

x~y 

X+)» 

5- 

x^y  ’ 

3^’ 

8. 

m+n 

m—n 

1 

2m 

5 m*n 

* 10«2‘ 

9. 

a+b 

a—b 

a2+6* 

6 ’ 

2a  ’ 

3b2~ 

10. 

2a— b 

53 

1 

-o 

00 

a— 3b 

3 a2  ’ 

4b2 

’ 2 

11. 

12. 


5 x+1 

a 


a+/>’  a2—b 2 


17. 

18. 

19. 

20. 
21. 
22. 

23. 

24. 


1 


2a+2b  ’ 4a— 4b  ’ 8 
x y 3 
xy'  x2+xy  ’ xy+y2 
2 1 c 


ar—b 2 ’ as+ab  ' a2—ab 
3x  x2  x3 


x+1  x 1 


-1 


m 


m-—n 2 m2+mn  m2—mn 
M+l  »— 1 n2+l 
n— 1*  n+1  * n2— 1 
a2—b 2 a2+62  a4+b * 


29. 

30. 

31. 

32. 


a+ 3 


oa 


a2+a- 20  a2— 7a+12 
a+1 

a2+2a— 15* 
a+1  2a  1 


a3— 1 ’ a2+a+l  ’ a-1 
1 1 2 
x-l*  x*— 1 * 3' 

3 b 


2a2+2ab'  a'-x+abx’ 
1 


a2+b2  a2-b 2 a*-b* 

3x  x-l  1 


x— 1 x+2  x2+x — 2 


33. 

34 


4ax2-4/>x2 
1 a+1  3(a+l) 


a-1  (a-1)2  (a-1)3 

2x— 3 3 2x— 1 


6x2+7x+2  2x+l  fix +4 


PROPAGADORES  EUROPEOS  DE  LA  MATEMATICA 
HISPANO-ARABE  < Siglo  XIII)  La  maternities  hit- 
pano-arabe  se  introdujo  en  Europa  a travel  de  las 
traducciones  que  hicieron  numerosos  eruditot  que  se 
traaladaron  a las  univertidadat  irabes  da  Cbrdoba, 


Sevilla,  Toledo,  ate.  Se  destacaron  como  traductores: 
Juan  de  Espana,  que  puso  an  latin  lat  obrat  de  Al 
Juaritmi;  Juan  de  Sacroboaco  o Hollywood,  que  tradujo 
divertot  tratadoi;  y Adelardo  de  Bath,  el  mis  distin- 
guido  de  dstos,  qua  dio  una  version  latina  de  Euclidet. 


(APITULO  XIV 


OPERACIONES  CON  FRACCIONES 

I.  SUMA 

(l93)REGLA  GENERAL  PARA  SUMAR  FRACCIONES 

1)  Se  simplifican  las  fracciones  dadas  si  es  posible. 

2)  Se  reducen  las  fracciones  dadas  al  minimo  comun  denominador, 
si  son  de  distinto  denominador. 

3)  Se  efectuan  las  muhiplicaciones  indicadas. 

4)  Se  suman  los  numeradores  de  las  fracciones  que  resulten  y se  par- 
le  esia  suma  por  el  denominador  comun. 

5)  Se  reducen  lerminos  semejantes  en  el  numerador. 

6)  Se  simplifica  la  fraccidn  que  resulte,  si  es  jx)sible. 
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Ejemplos 


3 0-2 

( I ) Sumar  — y 

2a  6a2 


Hay  que  reducir  las  fracciones  al  mmimo  comun  denominador. 
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El  m.  c.  m.  de  los  denominadores  es  6a2.  Dividiendo  6a2  entre  los  denomina- 
dores, tenemos:  6a2  -r*  2a  = 3a  y 6a2  4-  6a2  = 1.  Estos  cocientes  los  multipli- 
camos  por  los  numeradores  respectivos  y tendremos: 

3 a — 2_  3 ( 3a ) a-2  9a  aj-2 

2a  6a2  6a2  6a2  6a2  6a2 


(sumando  los  numeradores) 


(simplificando) 


9a  4-  a — 2 10a  — 2 

6a2  6a2 

2 ( 5a  — 1 ) 5a-  1 

6a2  3a2 


( 2 ) Simplificar h - - 4-  — - 

2ax  5x2  lOx 

El  m.  c.  m.  de  los  denominadores  es  10ax2.  Dividiendo  10ax2  entre  cada  de- 
nominador  y multiplicando  los  cocientes  por  el  numerador  respectivo,  tenemos: 

x — 4a  x — 2 1 5x  ( x — 4a  ) + 2a  ( x — 2 ) 4-  ax 

2ax  5x2  1 Ox  1 0 ax2 


(multiplicando)  = 
(reduciendo  terminos  semejantes)  = 


5x2  — 20ax  4-  2ax  — 4a  4-  ax 
10ax2 

5x2  — 1 7ax  — 4a 

o • R- 

10axfc 
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Simplificar: 

- x— 2 3x4-2 

6 

2.  A+_L. 

5a2  3a  b 

a— 2b  b—a 

3.  h ■ 


15a 


a+3b  a2b—4:ab2 

4.  + . 


3a  b 


5a2b 2 


a— 1 2a  3a4-4 

o. 1 . 

3 6 12 


„ n 3 2 

6.  — 4 1 . 

mz  mn  m 

7.  l=l  + i±i  + . 1 


2x 


3ax2 


2a— 3 3x4-2  x-a 

8.  — — 4- -f- 


3a 


10x  5 ax 


ft  3 ( x+2  , x2-|-2 

9»  — *+• h - — • 

5 2x  6x2 

x — y 2 x+y  y— 4x 

10.  -4-  — -4-- 


12 


15 


30 


^ m— n + n—a  ^ 2a— m 


na 


am 


1 9 + x2— 2 2— x3 


3x 


5x* 


9x3 


1 62— a2  ab-\-b2 

13.  -i-4-— r=-  + - 


ab  ab 3 


a2b2 


fl-f3^  2a — 3m  3 

14.  — — 4- 4- 

ab  am  a 


195)  SUMA  DE  FRACCIONES  CON  DENOMINADORES  COMPUESTOS 


Ejemplos 


( 1 ) Simplificar 


1 


1 


1 


3x  4-  3 2x  — 2 x2  - 1 
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Hallemos  el  m.  c.  m.  de  los  denominadores,  factorando  los  binomios: 

m.  c.  m.:  6(x  + 1 )(x  — 1 ). 


3x  + 3 = 3(x+  1 ) 

2x  — 2 = 2 ( x — 1 ) 

X2-l=  ( X + 1 ) ( X - 1 ) 


Dividiendo  el  denominador  comun  6(x  + 1 ) ( x — 1 ) entre  cada  denominador, 
o lo  que  es  lo  mismo,  entre  la  descomposicion  de  cada  denominador,  y multi- 
plicand© cada  cociente  por  el  numerador  respectivo,  tendremos: 


1 


1 


1 


3x  + 3 2x  - 2 x2  - 1 

( multiplicando ) = 

( reduciendo  terminos  semejantes ) = 


2(x-1)  + 3(x  + 1)  + 6 
6(x  + l)(x-l) 

2x  — 2 + 3* + 3 + 6 
6(x  + 1 )(x—  1 ) 

5x  + 7 


6(x  + 1 J(x  — 1) 


R. 


,.r.  a — 1 a — 2 

(*)  Simplificar  — 1 — 

o2  — 4 a2  — a — 6 


a + 6 


a2  — 5a  + 6 
Hallemos  el  m.  c.  m.  de  los  denominadores: 


a2  4 = (o  + 2)(o  2) 

a2  — a — 6 = (a  — 3)(a  + 2) 
a2-5a  + 6 = (a-3)(a-2) 


m.  c.  m.:  (a  + 2)(a  — 2)(o  — 3). 


Dividiendo  el  denominador  comun  (a  + 2)(a  — 2)(a  — 3)  entre  la  descom- 
posicion de  cada  denominador,  y multiplicando  los  cocientes  por  los  nume* 
radores  respectivos,  tendremos: 


a — 1 


a — 2 


a + 6 


a2  — 4 a2  — a — 6 a2  — 5a  + 6 

( multiplicando ) = 


( a - 1 ) ( a — 3 ) + ( a- 2 J2  + ( a + 2 ) ( a + 6 ) 
(a  + 2)(a  2)(a  3) 

a2  — 4a  + 3 + a-  — 4a  + 4 + a2  + 8a  + 12 
(a  + 2)Ta"r2)(a-3) 

3a2 + 19 


( reduciendo  terminos  semejantes ) = — ; — • R- 

1 ( a2  — 4 ) | a — 3 ) 

EJERCICIO  127 

Simplificar: 


1. 


2. 


1 


+ - 


a—1 

1 


a+1 

2 t 

x+4  x— 3 
3 . 6 


■ + ■ 


1— x 2x+5 
x x 


6. 


7. 


x— y x+y 


m—  3 

H m- 2 

x+y 

x-y 

x-y 

I 

x+y 

X 

+ *+1 

x2-l 

(*-l)2 

2 

+ * 

x— 5 x2— 25 


9. 


10. 


11. 


12. 


x-y 


3x—2y  9x2— 4y2 

x+a  ^ x2 


x+3fl 

a 

1— a2 

2 


+ 


x2— 9a2 
a 


1+a2 

2 


a2—ab  ab+b2 
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13. 

14- 

15. 

16. 

17. 

18. 


ab 


9a2— b2  3 a+b 

1 1 


a2-b 2 ( a-b )2 

3 . 2 

x2+y2 

X 


?2_, 


■ + « 


ax 


( *+y)2 

a+x 
ax 


ax—x2 
3 x — 1 x+8 

2x-b4  2x— 4 x2— 4 

x+3 


x-fx2  x— X2 


i9.  x~y  , x+y  | 


x+y  x—y 


1-x2 
4xy 
<•2—1)2  ' 


20. 

21. 


a+5 


a— 5 a2— 4a— 5 a2+2a+l 


■+• 


1— 85a 


22. 

23- 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 


x+1  x— 3 x — 2 

IT”  + 5x-10  + ~2~' 
x+5  x+4 


x2+x— 12 


+' 


x— 3 


1 ! 1-2x2  | 


x2+2x— 15 
x 


x2+9x+20 


x— 2 
2 


Xs— 8 x2+2x+4 

a a+1 


a+1  (a+1)2 

2x 


(a+1)8 


3x2+llx+6 
x2— 4 1 


1 


x2— 9 3x+2 

3 


x8+l 

1 


x+1  x2— x+1 

1 


+ ■ 


x+1 


x-1  (x— l)(x+2)  (x— l)(x+2)(x+3) 


x— 2 


x— 3 


2x— 1 


a 5a— 3 25a2— 9 

II.  RESTA 

196  REGLA  GENERAL  PARA  RESTAR  FRACCIONES 


2x2— 5x— 3 2x2— 3x— 2 x2-5x+6 

a— 2 a+3  + a+1 


a— 1 a+2  a— 3 


1)  Se  simplifican  las  fracciones  dadas  si  es  posible. 

2)  Se  reducen  las  fracciones  dadas  al  minimo  comun  denominador, 
si  tienen  distinto  denominador. 

3)  Se  efectuan  las  multiplicaciones  indicadas. 

4)  Se  restan  los  numeradores  y la  diferencia  se  parte  por  el  denomi- 
nador comun. 

5)  Se  reducen  tcrminos  semejantes  en  el  numerador. 

6)  Se  simplifica  el  resultado  si  es  posible. 

197)  RESTA  DE  FRACCIONES  CON  DENOMINADORES  MONOMIOS 


Ejemplos 


„ 4 a + 2fa  4ob2-3 

(i  ) De  restar 

3a 


6o2b 

El  m.  c.  m.  de  los  denominadores  es  6a2b.  Dividiendo  6a2b  entre  cada  deno* 
minador  y multiplicando  cada  cociente  por  el  numerador  respectivo,  tenemos: 

a + 2b  4ab2  — 3 2ab(a  + 2b)  4ab2  - 3 


6a2b 


6a2b 


6a2b 


3a 
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ALGEBRA 


( multiplicand© ) = 
( restando  los  numeradores ) = 
( quitando  el  parenresis ) = 


2 a2b  -f  4ab2  4 ab2  — 3 

6a2b  6o2b 

2a2b  + 4ab2  - ( 4ab2  - 3 ) 
6a2b 

2 a2b  -f  4a b2  — 4ab2  -f  3 


6a2b 


( reduciendo ) = 


2 a2b  4-  3 


6a2b 


R. 


IMPORTANTE 

Observese  que  para  restar  4ab2  — 3 del  primer  numerador  hay  que  cambiar 
el  signa  a coda  uno  de  sus  terminos  y esta  operacion  la  indicamos  incluyendo 
4 ab2  — 3enun  parentesis  precedld o del  sign o — . 

x + 2 x — 1 

(2)  Restar  de  . 

x2  3x 

El  m.  c.  m.  de  los  denominadores  es  3x2#  que  sera  el  denominador  comun. 
x 1 x 4-  2 _ x ( xj-J  ) 3 ( x 4*  2 ) 

3x2  3x2 

2 — x 3x4-6 

3x2  3x2 

x2  x -(3x4-6) 


Tendremos: 


3x  x2 
( multiplicando ) = 


(3)  Simplificar 


( restando  los  numeradores  ) = 

( quitando  el  parentesis  ) = 

( reduciendo ) = 
x2  4-  3x  - 2 2x  + 5 


3x2 

x - 3x  - 6 


3x2 

x2  — 4x  — 6 


R. 


2x2 


4x 


En  la  practica  suelen  abreviarse 
continuacion. 

El  m.  c.  m.  es  4x2. 

x2  + 3x  - 2 2x  4-  5 
2x2  4x 

( multiplicando ) = 


algo  los  pasos  anteriores,  como  indicamos  a 


2 ( x2  4-  3x  - 2 ) - x ( 2x  4-  5 ) 
4x2 

2x2  4-  6x  - 4 - 2x2  - 5x 
4x2 


x — 4 

( reduciendo  ) = R. 

4x~ 


Observese  que  al  efectuar  el  producto  — x ( 2x  4*  5 ) hay  que  fijarse  en  el 
sign o — de  la  x y decimos:  ( — x ) 2x  = — 2x2;  ( — x ) 5 = — 5x. 
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Simplificar: 
x— 3 x+2 
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1. 


2. 


4 

8 

a-f-5b 

CO 

1 

a2 

ab 

2 

1 

3 mn2 

2m2n 

4. 


5. 


a— 3 

4—3  ab2 

7. 

x — 1 

x— 2 

x+3 

5ab 

3 a2b3 

3 

4 

6 

2a+3 

a-2 

8. 

3 _ 

2a+l 

4a2+l 

4a 

8 a ' 

5 

10a 

20a2  ' 

y— 2* 

x— 3y 

9. 

3 

x — 1 

x2+2x+3 

20x 

24y 

5x 

3x2 

15x8 

10. 

1 

2 +b 

5 

2a  ~ 

3 ab 

6a2fes 

198  RESTA  DE  FRACCIONES  CON  DENOMIN ADORES  COMPUESTOS 


Ejemplos 


( 1 ) Simplificar 


ab  — b2 


b‘ 


Hallemos  el  m.  c.  m.  de  los  denominadores: 


ab  — b2  = b { a — b ) 

b = b m.  c.  m.;  b ( a — b ). 

Dividiendo  b ( a — b ) entre  la  descompdsicion  de  cada  denominador  y multi- 
plicand© cada  cociente  por  el  numerador  respectivo,  tenemos: 

a 1 __a-(a-b)_  a-o  + b_  b 
ab  — b2  b b ( a — b ) b ( a — b ) b ( a — b ) a — b 


(2)  Simplificar  — — r 7. 

x + x*  x — xz  x — Xs 

Hallemos  el  denominador  comun: 

x -f  x2  = x (1  4-  x ) m.  c.  m.:  x ( 1 + x ) ( 1 — x ) 

x — x2  — x n — x ) 

x-x3  = x(l  — X2 ) = X ( 1 + X ) ( 1 -x) 

Dividiendo  x ( 1 + x ) (1  — x ) entre  la  descomposicion  de  cada  denominador, 
tenemos: 

2 _ 1 1 — 3x 2(1  — x)  — (1  H-x)  — (1  — 3x ) 

X + X2  X — X2  x — X3  x ( 1 -f  X ) ( 1 — x ) 

2-2x-1-x-1+3x_  0 _q  R 

x(1+x)(l  — x)  x ( 1 4*  x ) ( 1 — x ) 

Al  reducir  los  terminos  semejantes  en  el  numerador,  se  anulan  todos  los  ter- 
minos,  luego  queda  cero  en  el  numerador  y cero  partido  por  cualquier  can- 
tidad  equivale  a cero. 
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(3) 


Simplificar 


4x2  — 1 
2x2  — 8 


(x+1)2  x + 3 
x2  + 4x  + 4 x - 2 ' 


Hallemos  el  denominador  comun: 


2x2  — 8 = 2(x2  — 4)  = 2(x  + 2)(x  — 2) 
x2  + 4x  +4=  (x  + 2)2  2|x  + 212(x-21. 

x -2=  (x  -2) 

Dividiendo  2 (x  + 2 )2  ( x — 2 ) entre  la  descomposicion  de  coda  denominador, 
tenemos: 

4x2  — 1 (x  + 1)2  x + 3 _ (x  + 2)(4x2— 1 ) — 2(x  — 2)(x+1  )2  — 2(x  + 2)3(x  + 3) 
2x2-8~  x2  + 4x  + 4~  x-2~  2(x  + 2)2(x-2) 

(x  + 2) (4x2  — 1 ) — 2 (x  — 2)(x2  + 2x+1 ) — 2 (x2+4x  + 4)(x  + 3) 

2(x  + 2)2(x  — 2) 

_ 4x3  + 8x2  - xz  2 - 2 ( x3  - 3x  -2)^2  ( x3  + 7x2  + 16x  + 12) 

2(x  + 2)2(x  — 2) 

_ 4x3  + 8x2  — x — 2 - 2x3  + 6x  + 4 - 2x3  -14x2-  32x  - 24 
2(x  + 2)2(x  — 2) 

- 6x2  - 27 x - 22  6x-  + 27x  + 22 

|,ed>,cie»do|  = 2(x  + 2|!li<_2-=  t(,+jp,2_x|- 


1.  De 

2.  De 

3.  De 

4.  De 

5.  De 
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1 1 


x— 4 

in— n 
m+n 
1 — x 
1+x 
a+b 
a2+ab 
m+n 
m—n 


restar 


restar 


restar 


x— 3 
m+n 
m—n 
1+x 


restar 


restar 


1 — x 
b—a 
ab+b2 
m2+n2 
m2—n2 


6. 


7. 


8. 


9. 


10. 


Restar 

Restar 

Restar 

Restar 

Restar 


x— X2 

X 

de 

a2—x2 

1 

de 

12a+6 

a+ 3 

a2+a- 

-12 

b 

de 

a+3b 


1 

x+x2* 

a+x 

(a-xf 

a+1 

6a+3 


a2— 6n+9 
a2+4ab—3b2 
a2— 9b2 


Simplificar: 


11. 

X 

X+1 

14. 

x 1 

x+2 

17. 

£ 

1 

OC 

1 

l 

x2-l 

(x  l)2  * 

4x+4 

8x— 8 

6a+9  4a2+12a+9 

12. 

1 

1 

15. 

X 

_ 1 

18. 

x+1  x— 1 

a3—b3 

(a-b)3' 

xy—y2 

y 

x2+x  + l Xs— x + 1 ' 

13. 

x+3 

1 

16. 

b 

b 

19. 

a— 1 1 1 

6x2+x- 

-2  4x2— 4x+] 

a2—b2 

a2+ab 

a2+a  2a— 2 2a+2 
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20. 

1 

1 1 

25. 

3 

x+2  1— 9x 

4a+4 

8a— 8 I2a2+12 

x2+x+l 

(x— !)*  (*3-l)(*-l) 

21. 

y 

1 1 

26. 

a2-f  52 

a+b  1 

x2—xy 

1 

X 1 

1 

X 

1 

Vi  t 

a3- b* 

2a2+2a</+252  2a— 2b 

22. 

a 

1 1 

27. 

3a 

a- 1 10a— 1 

a2+ab 

a o4-b 

2a2— 2a- 

-4  4a2+8a— 32  8a2+40a+32' 

23. 

1 

i 

i-* 

i 

28. 

1 

a2+9x2  a 

x2— xy 

x2+xy  Xs— xy2 

4a— 12x 

a3— 27x3  2(a2+3cx+9x2) 

24. 

X 

3 x 

29. 

2a2— 3 

a+1  9a2— 14 

x2-f  x- 

-2  x2+2x— 3 x2+5x+6 

10a+10 

50  50a+50 

Ilf.  SUMA  Y RESTA  COMBINADAS  DE  FRACCIONES 


Ejemplos 


/i  \ 1 1 a24-b2 

(I  ) Simplificar h . 

n2  — nh  nh  n:ih  — nM 


a*  — ob  ab  a^b  — ob 3 

Hallemos  el  comun  denominador: 
a2  — ob  = o ( a — b ) 

ab  = ab  m.  c.  m.:  ab  ( a + b ) ( a — b ). 

a3b  — ab3  = ab  ( a2  — b2 ) = ab  ( a 4-  b ) ( a — b ). 


Tendremos 
1 


1 a2  + b2 

+ 


b (o  + b )*f(a-fb)|a-“bl  — (a2H-b2) 
a2  — ab  ab  a3b  — ab3  ab  ( a 4-  b ) ( a — b ) 

ab  4-  b2  4-  a2  — b2  — a2  — b2 


(2)  Simplificar 


( multiplicand© ) = 
( reduciendo  J = 
( simplificando ) = 
x-2 


ab  ( a + b ) ( a - b ) 
ab  — b2 


ab  ( a + b ) ( a - b ) 

b (o  — b) 

ab  ( a 4*  b ) ( o — b ) o(a-fb) 


1 


R. 


*2-  , 


x -f  3 ^ x2  4- 12x4*  16 


x2  4-  3x  — 4 x4  4-  3x3  — 4x2 
Hallemos  el  denominador  comun: 

x2  — x = x ( x — 1 ) 
x2  4-  3x  - 4 = ( x 4-  4 ) ( x — 1 ) 
x4  4-  3x3  - 4x2  = x2  ( x2  4-  3x  - 4 ) = x2  ( x 4*  4 ) ( x - 1 ) 

m.  c.  m.:  x2  ( x — 1 ) ( x 4-  4 ). 
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Tendremos: 
x — 2 x + 3 
x: 


x2  + 12x  + 16  x(x  + 4)(x  — 2)  — x2(x  + 3)  + x2  + 12x  + 16 


- ■ 


+ 3x  - 4 x4  + 3x3  - 4x2 
( multiplicando ) = 

( reduciendo ) : 

( simplificando ) = 


x2  ( X — 1 ) ( X + 4 ) 

x3  + 2x2  — 8x  — xs  — 3x2  + x2  + 12x  + 16 
x2  ( x - 1 ) ( x + 4 ) 

4x  + 16 


x2  ( x — 1 ) ( x + 4 ) 
4 ! x + 4 ) 


x2  ( x — 1 ) ( x + 4 ) x2 1 x 1 ) 


EJERCICIO  130 

Simplificar: 


1 

2 1 3 

4x— 7 

x— 3 x+2 

X 

ts 

1 

X 

1 

2. 

a 1 

a+12 

3a+6  6a+12 

+ 12a+24 

3. 

x._+1_1 

x2+l  3x  x 

2* 

4. 

a+3  a— 1 

+ fl_4  . 

a2- 1 ' 2a+2 

4a— 4 

6. 

a— b ^ a+b 

a 

a2+ab  ' ab 

ab+b2 

6. 

x—y  x+y 

4x2 

x+y  x—y 

X 

tc 

1 

se 

tc 

7. 

X + 1+1 

q 

a — ax  a x 

8. 

x+1 

x+4  x+5 

x2— x— 20  x2- 

-4x— 5 x2+5x+4 

9. 

2x-f-l  xJ 

! 2x 

12x+8  6x2+x— 2 16x— 8 ' 

10. 

1 1 

1 

ax  a2+ax  a+x 

11. 

1 1 

1 

2y 

x+y  x—y 

x2+y2 

12. 

a— 1 a— 2 

( a2+2a— 6 

3a+3  6a— 6 

9a2— 9 

13. 

1 

t 

2 3 

a2+2a— 24  ' a2 

!— 2a— 8 a2+8a+12 

14. 

16. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 
21. 
22. 

23. 

24. 

25. 

26. 


x i y 

x+2y 

y 

xy 

xy+y2 

x2+xy 

a3 

a+3 

a- 1 

a3+l 

a2— a+1 

a4-l 

1 

+ 2*  - 

3x2 

x — 1 x2-l 

a+b 


x3 — 1 
1 . 3a2 


a2— ab+b'1  a+b  a3+b3 
2 + 2x+3  6x+12 


x — 2 x2+2x+4  x3— 8 

3x+2  5x+l  4x— 1 


x2+3x— 10  x2+4x-5  x2— 3x+2 

1 111 

(n— l)2  n— 1 (n— l)3  n 

1 a2— 5 a2+5 


a2+5  (a2+5)2  a4-25 

1-x2  x2  6x 


9— x2 
x 


9-f6x+x2  9— 6x+x2 

5 


x+i  + x-1 


2x+2  3x— 3 6x+6  18x— 18 

a+2  7 a a — 3 


2a+2  8a2— 8 4a— 4 

a— 3 2a+5  4a— 1 


+ 


20a+10  40a +20  60a+30 

2 1,3 


2x2+5x+3  2x2— x— 6 x2-x-2 
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27. 

a— 1 

a-2  + 

a— 2 

a4-3 

28. 

24-3a 

2— 3a 

2— 3a 

24- 3a 

1 

a— 1 

a 

" (2— 3a)2 ' 


29. 


30. 


5+5  a + 5— 5a  10+10a2‘ 

1 1 | x x 

3— 3x  ~ 3+3x  + 6+6x2  ~ 2-2x2‘ 


(199) 


199  CAMBIOS  DE  SIGNOS  EN  LA  SUMA  Y RESTA 


DE  FRACCIONES 


Los  cambios  de  signos  en  las  fracciones  se  usan  en  la  suma  y resta  de 
fracciones  cuando  los  denominadores  no  cst^n  ordenados  en  el  mismo 
orden. 


( 1 ) Simplificar 1 . 

x 4- 1 x — 1 1 — x2 

Cambiando  el  signo  al  denominador  de  la  ultima  fraccion  1 — x2  queda  x2  — 1, 
pero  para  que  ese  cambio  no  altere  el  valor  de  la  fraccion  hay  que  cambiar 
el  signo  de  la  fraccion,  y tendremos: 

2 3 x + 5 

1 1 — . 

X + 1 X - 1 x2  - 1 

El  m.  c.  m.  es  x2  — 1 = ( x 4- 1 ) (x  — 1 ).  Tendremos: 

2 3 x 4-  5 2 ( x — 1 ) 4*  3 ( x 4-  1 ) 4-  x 4-  5 

1 1 = 

x 4- 1 x-1  x2  1 ( x 4- 1 ) ( x — 1 ) 

_ 2x  — 24-3x4-34-x4-5 

( * 4- 1 ) (x-1) 

6x4-6  _ 6 ( x 4-  1 ) 

_ (x4-l)(x  — 1)— (x4-l)(x  — 1)_ x 1 


Ejemplos 


( 2)  Simplificar 


x 1 

x2  — 5x  4*  6 2 — x 


2x 

( 3 — x ) ( 1 — x ) 


Descomponiendo  x2  — 5x  4-  6 = ( x — 3 ) ( x — 2).  Entonces  le  cambiamos  el 
signo  a 2 — x quedando  x — 2,  cambiamos  el  signo  de  la  fraccion  y cambia- 
mos el  signo  de  los  dos  factores  del  tercer  denominador  ( 3 — x ) ( 1 — x ) que- 
dando ( x — 3 ) ( x — 1 ) y como  son  dos  factores  ( numero  par  de  factores ) 
no  hay  que  cambiar  el  signo  de  la  ultima  fraccion  y tendremos: 


1 


2x 


( x — 3 } ( x — 2 ) x — 2 (x  — 3)(x—  1 ) 


x(x  — 1)4-(x  — 1)(x  — 3|  — 2x(x  — 2) 
(x  — l)(x  — 2){x  — 3) 
x2  — x 4-  x2  — 4x  4-  3 — 2x2  4-  Ax 
(x  — 1 )(x  — 2)(x  — 3) 


— x 4-  3 

(x  — 1 )(x  — 2)(x  — 3) 
x — 3 


1 


-.R. 


(1  _x)(x  — 2)(x—  3) 
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EJERCICIO  131 

Simpliiicar: 

1. 


1 m 


2. 

3. 

4. 

5. 


tn—n  n2—m2 

X2 

2x 

x2—xy 

y— * 

1 + 

X 

2x— x2 

x~-  \ ' 

a+fc 

a 

a2— ab 

b2—a2 

x— 4 

X 

x2— 2x— 3 6— 2x 


6.  + - 1 


x2+2x— 8 (2— x)(x+3) 

12  7 

7.  r— - + - + ■ 


8.  + + . * 


a+3  a— 3 9— a2 

^ x+3y  + 3y2  x 


10. 

11. 


y+x  x2— y2  y— x 
x 


x-3  1 


x2+2x— 3 (1— x)(x+2)  x+2 

3 1 4 

2a +2  4a— 4 8-8a2' 


12.  1 + •«  +.  2 


a— 3 (3— a)(a— 2)  (2-a)(l-a) 

2x  2x3+2x2  1 

13.  — r + — — + • 


2x+2  1 — x 4x— 4 


X — 1 1— X*  x2+x+l 

x+2  x+1  4x2j-6x+3 

14.  + 


3x— 1 3— 2x  6x2— llx+3 


IV.  MULTI PLICACION  DE  FRACCIONES 


200)  REGLA  GENERAL  PARA  MULTIPLICAR  FRACCIONES 

1)  Se  descomponen  en  fac tores,  todo  lo  posible,  los  t^rminos  de  las 
fracciones  que  se  van  a multiplicar. 

2)  Se  simplifica,  suprimiendo  los  factores  coinunes  en  los  numerado- 
res  y denominadores. 

3)  Se  multiplican  entre  si  las  expresiones  que  queden  en  los  nume- 
radores  despu^s  de  simplificar,  y este  producto  se  parte  por  el  producto  de 
las  expresiones  que  queden  en  los  denominadores. 


Ejemplos 


2a  3b2  x2 

(1)  Multiplicar—,—  ,—. 


^ 3b2  jc2 

3b3  X 4x  2a2 


(2)  Multiplicar 


3x 


2x  + 4 


2x3XaXb2Xx2 

3 X 4 X 2 X a2  X b3  X x 

3 x2  + 4x  + 4 
Por  . 


( simplificando ) 


x 

4a  b 


R. 


Factorando,  tendremos: 

3x^3  x2  + 4x  + 4 3 ( x — 1 ) (x  + 2)2  3(x  + 2)  3x  + 6 

x — x — R 

2x  + 4 x2  — x 2 (x  + 2)  x(x  — 1 ) 2x 

Hemos  simplificado  ( x — 1 ) del  primer  numerador  con  ( x — I ) del  segundo 
denominador  y (x  + 2)2  del  segundo  numerador  con  (x  + 2)  del  primer  de- 
nominador. 
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(3  ) 


Multiplier 


a2  - 1 a2  — a — 6 
a2  4-  2a 7 3a2  4-  7a  4-  4 


Factorando,  tendremos:  — - X 

a2  +2a 


3a  4-  4 
a2  — 4a  4-  3 
a2  — a — 6 
3a2  + 7a  + 4 


3a  + 4 
a2  — 4a  4-  3 


(oH^I ) C a — 1 ) 
a ( a 4-  2 ) 


(a  — 3)(a  + 2) 
(a+1  ) ( 3a  + 4 ) 


3a + 4 

( a — 1 ) ( a — 3) 


1 

R. 

a 
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Simplificar: 

2a2  662 

— — X . 

3 b 4 a 

x2y  10a3  9 m 

X X . 

5 3m?  x8 

5x2  4y2  14m 

x X 

7y3  7m3  5x4  ’ 

5 2a  36 

— X — — X — . 
a b2  10 


2x3 

3a2 

5x2 

X 

X 

15a3 

y 

7xy2' 

7a 

3m 

5n4 

X 

X 

Gm2 

10n2 

14ax 

2x2+x 

8 

6 4x4-2* 


5x4-25  7x4-7 

g x 

14  10x4-50* 

m+n  ti2 

9.  rX— 

mn—n - m2—n~ 

xy — 2y2  x24-2xy4-y2 

10.  — — — X -L-. 

x24-xy  x2— 2xy 

x2— 4xy4-4y2  x2 

•»  i x . 

x24-2xy  x2— 4y2 

2x24-2x  x2— 3x 

i o x 

2x2  x2— 2x— 3 

a2—ab+a—b  3 

IQ  X 

a24-2a4-l  6a2-6a6* 

(x— y)3  x24-x4-l 

14. 

x3— 1 (x— y)2 


, r 2a— 2 a2— 4a— 5 

2a2— 50  3a+3 

...  2x2— 3x— 2 3x+6 

10.  y , 

6x+3  x2— 4 

y2+9y-t-18  5y— 25 

y—5  5y+15 

x3+2x2— 3x  2x2+3x 

18.  X — ;; 

4.v-  i-s.v  I 3 x2 — x 


19. 


20. 


21. 


x3— 27  a2+a+l 

a3— 1 x2+3x+9 

a2+4afr+462  2a+45 

3 X (a+26)8' 

1— x a24-a  x2 

X X — . 

a4-l  x— x"  a 


x24-2x  x2— 2x— 8 x24-4x 

X X . 

x2— 16  x34-x2  x24-4x4-4 

(m4-n)2- x2  (m—n)2—x2 

(m+x)2—n2  m2+mn—mx 

2a34-2a62  x3— x x 

X X . 

2ax2— 2ax  a2x4-62x  x4-l 


_ a2— 5a4-6  6a  a2— 25 

x X 

3a— 15  a2— a— 30  2a-4' 

x2— 3xy— 10y2  x2-16)>2  x2-6xy 

x2— 2xy— 8y2  x2+4xy  x-j-2y 

x2+4ax+4a2  2ax— 4a2  6a+6x 

27.  x X • 

3ax— 6a2  ax+a  x2+3ax+2a2 


a2— 81  a+11  2a— 12  a3+5a2 

oq  x X X 

' 2a2+10a  a2— 36  2a+18  2a+22' 

a2+7a+10  a2— 3a— 4 a8— 2a2— 3a 

OQ  - X X . 

a2— 6a— 7 a24-2a— 15  a2— 2a— 8 

x44-27x  x44-x  1 x2 

30.  X X X . 

x3— x24-x  x4— 3x34-9x2  x(x4-3)2  x— 3 
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201)  MULTI PLICACION  DE  EXPRESIONES  MIXTAS 


REGLA 

Se  reducen  las  expresiones  mixtas  a fracciones  y se  multiplican  estas 
fracciones. 


Ejemplo 


5 5 

Multiplicar  a -f  3 — por  a — 2 + - 


a — 1 a + 4 

Reduciendo  las  expresiones  mixtas  a fracciones,  tendremos: 

5 (a  + 3)(a  — 1 ) — 5 a2  + 2a-3-5  a2  + 2a  - 8 


a + 3 — 


a — 2 + 


a — 1 a — 1 a — 1 a — 1 

5 _ (a-2)(a  + 4)  + 5_a2  + 2cr-8  + 5_a2  + 2a-3 

a -f-  4 


a 4-  4 a -h  4 a -h  4 

Ahora  multiplicamos  las  fracciones  que  hemos  obtenido: 

, 5 w 5 x a2  + 2a  - 8 o2  + 2a  - 3 

(°  + 3-a— )(°-2+o—4)= — ' 


a — 1 


a *f-  4 


_(a  + 4)(a-2)  (o  + 3)(o-l) 
a — 1 a + 4 

= (o-2)(o  + 3):=a2  + a-6.  R. 


EJERCICIO  133 

Simplificar: 

*• 

2-  (x~£i)  (x+^) 

* (‘-^r)K)- 

‘ (*-?)• 


7. 


ax+x 2 ■ 
a+ 

x3— 6x\  / , 8 


, ax+x2  v / x \ 

( a+x J ( 1H ) . 

\ a+2x  / V a+x  / 


8.  —)• 

\ x2— 25  / V x+3  / 

9.  (m — — )(l+-^Y 
V m+n  ) \ m3  ) 

a2+5x2 


10.  ( 


a+2x— 


14x2 


)(~ 


5.  (x+2 — (x— 2+— ■ 

V x+l/V  x+5  / 


2a+x  / \ a-f 4x 
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V.  DIVISION  DE  FRACCIONES 
202)  REGLA 

Se  imiltiplica  el  dividendo  por  el  divisor  invertido. 


Ejemplos 


.,  . ...  4o2  2ox 

l I ) Dividir  — - entre  . 

3b-  9b3 


4a-  2 ax  4o*  9fa:: 

3b7-  9b3~3b-  2ax~~ 


(2) 


....  x2  + 4x  x*  — 16 

Dividir  erUre  . 

8 4 


xa  + 4x  x2  — 1 6 
_ 8 4 


X-  I 4x  4 _x|x  + 4)  4 

8 ^ x*  — 16  ” 8 |x  + 4)(x  — 4) 


x 

2x  - 8’ 
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1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 
9. 


10. 


Simplificar: 


x2  2x 
3y2  y3 

u. 

3 a2b  . .,,, 

-r  a2bs. 

5x2 

12. 

5 m2  10m4 
7w:<  14  an* 

13- 

6a~x3  . 

5 

14. 

15m2  20y2 

]!)ax3  3Sa3x4 

15. 

llxV 

+ 22y4. 

7m* 

16. 

x — 1 2x— 2 

3 ^ 6 

17. 

3a2 

5a8 

18. 

a2b+3ab2 

x3—x  5x2- 

-5x 

19. 

2x2+6x  2x4-6 

1 

2 

20. 

a2— a— 30  a2+a— 42 


20x2— 30x  4x— 6 

15x3+15x2  x+1 

a2— 6a+5  a2+2a— 35 

a-— 15/1+56  a2— 5a— 24 

8x2+26x+15  . 6x2+13x— 5 


16x2— 

9 ' 9x2— 1 

x3— 121x 

x2 — llx 

**-49 

x+7 

ax2+5  . 

a3x2+5  a2 

4a2- 1 

2a— 1 

a4— 1 

a4+4a2+3 

a3+a2 

3a3+9a 

x*+125 

x3— 5x2+25x 

x2— 64 

x2+x— 56 

16x2— 24xy+9y2  64x3-27y3 

lGx— 12y  ^ 32x2+24xy+18y2' 

<i2 — 6a  a2+3a — 54 

a3+3a2  a2+9a 

15x2+7x— 2 6x2+13x+6 

25x3— x 25x2+10x+l 
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21. 


x3— 1 


2x2— 2x+2 


7x2+7x+7 

7x3+7 


2mx—2my+nx—ny 
22.  - -r-  8m  + 4 n. 


23. 

24. 


x2— 6x+9  x2+5x— 24 


4x2— 1 2x2+17x+8 

2a2+7ab— 15fe2  a2— Sab— 4062 


«3+4a2fc 


3x— 3y 

(203)  DIVISION  DE  EXPRESIONES  MIXTAS 
REGLA 

Se  reducen  a fracciones  y se  dividen  como  tales. 


a2— 4a/>— 32t*2 


Ejemplo 


2 xy  x 

Dividir  1 H — entre  1 H — . 

x2  + y2  y 

Reduciendo  estas  expresiones  a fracciones,  tenemos: 

2xy  x2  -f  y2  4-  2xy  x2  4*  2xy  4-  y2 


1 +- 


x2  + y2 
x 

1 +-  = 

y 


x2  -f  y2 
y + x 


x24-y2 
x 4*  y 


Tendremos: 


O+^H-7)- 


x2  4-  y 


x \ x2  4-  2xy  4*  y2  x 4-  y 
y / x2  4-  y2  y 
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Simplificar: 


(1+^i)  + (1+y)- 

2-  (*-£)*(«-£)• 

3.  (1_„+_£L')  + 

V 1+0/  \ a2— 1 / 

4.  ( xH — ) h-  ( x4 — . 

V *4-3 ' ' x4-4  / 


( X + y )2  y _xy  + y-  r 

x2  I-  y2  x 4-  y x®  4 y2 


5- 

7- 


8.  (,-*=! 

V n2+2  / \ n ) 


71—1  7 


VI.  MULTIPLICACION  Y DIVISION  COMBINADAS 

204  Cuando  haya  que  efectuar  operaciones  en  las  que  se  combinen  mul- 
tiplicaciones  y divisiones  sc  procederd  a convertir  los  divisores  en 
factores,  invirtiendolos,  y procediendo  segtin  la  regia  de  la  multiplication. 


I 


Ejemplo 
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a — 3 a2  + 9a  4-  20  a2  -16 
Simplificar  - — - — - X * 


4a  - 4 a2  - 6a -r  9 2a2  - 2a 

Convertimos  la  division  en  multiplicacion  invirtiendo  el  divisor  y tendremos: 

a2  -16 


a - 3 a2  + 9a  + 20 

X 


a - 3 a2  + 9a  + 20  2a2  - 2a 

X — X 


4a  — 4 a2  — 6a  4-  9 2a2  — 2a  4a  — 4 a2  — 6a  -1-9  a2  — 16 


= 4(o  — l ) 


EJERCICIO  136 

Simpliticar: 

3x  8y  z 2 
L — X — - 4- — . 

4y  9x  3x2 

5a  /2a  5x  v 

2' 


a — 3 ( a 4-  5 ) ( a 4-  4 ) 2a  ( a — 1 ) 

X X 


a ( a 4*  5 ) 


- — 3)2 


(o  + 4)(a-4)  2 (o  — 3)  (a  — 4 ) 

a2  4*  5a 


2a2  - 14a  4-  24 


R. 


6. 


a2— 8a  4- 7 a2-36  a2-a-42 

X 


a2— lla4-30  a2— 1 a2-4a-5 

x4— 27x  x2 4- 20x4-100  x2-100 

X 


a 4-1  3a — 3 
X 


a24-a 


a— 1 2a4-2  a24-a— 2 

64a2— 81 6 2 (x-9)2  8a24-9a/> 

4 X - __  - 

x2— 81  8a— 9^  ' (x4-9)2  ’ 

x2— x— 12  x2— x— 56  x2— 5x— 24 

5. X 


x2— 49  x24-x— 20 


x4-5 


8. 


9. 


10. 


x24-7x— 30  x34-3x24-9x 

a24-l  / a34-a  4x4-8  \ 

--6  ~ V 6a— 12  X x— 3 / 


x— 3 


3a 

8x2— lOx— 3 4x2— 9 

X 


8x24-14x-i-3 


6x24-13x4-6  3x24-2x  9x24-12x4-4 

(a4-&)2— c2  (a4-c)2— b2  a+b+c 

(a— b)2— c2  a24-a6— ac  a2 


11. 


12. 


2— 5a  /a24-6a— 55  ^ ax-f*3a 
’ \ b2- 1 X ab2+\\b 

4m2— n 2 


o- 


b + 1,2  \ b2- 1 

m3+6m'-n+9mn2 

x ~i ( 

2m2n4-7mn24-3ri8  8m2— 2nyi— n2  16m24-8mr?4-n2 


m34-27n3 


(a2— ax)2 

13.  — f-X 
a**  4-x- 

(a2— 3a)2 

14.  — r”  X 


a34-a2x 
27— a3 


*( 


a3— a2x 


X 


a2— x2  v 
a24-2ax4-x2  a34-ax2  / 

a4— 9a2 


9— a2  (a4-3)2— 3a  (a24-3a)2 

VI I.  FRACCIONES  COMPLEJ AS 


205  FRACCION  COMPLEJA  es  una  fraccion  en  la  cual  el  nu- 
^ merador  o el  denominador,  o ambos,  son  fracciones  alge- 
braicas  o expresiones  mixtas,  como  - 


a x 
x a 

14-  - 

x 


LOKSRA  G A LOOM  a 
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Una  fraccion  compleja  no  es  mds  que  una  division  indicada;  la  raya 
de  la  fraccion  equivale  al  signo  de  dividir  y clla  indica  que  hay  que  divi 
dir  lo  que  esta  encima  de  la  raya  por  lo  que  esta  debajo  de  ella. 


a x 

x a 


Asf,  la  fraccion  anterior  * — ?-  equivale  a ( — — — ^ + 

a ' x a ' >*  x / 


1 + — 

x 

(206)  SIMPLIFICACION  DE  FRACCIONES  COMPLEJAS 

REGLA 

1)  Se  efectuan  las  opcraciones  indicadas  en  el  numerador  y denomi- 
nador  de  la  fraccion  compleja. 

2)  Se  divide  el  resultado  que  se  obienga  en  el  numerador  entre  el 
resultado  que  se  obtenga  en  el  denominador. 


Ejemplos 


( 1 ) Simplificar 


a x 

x a 

1 +- 
x 


Efectuando  el  numerador: = - 

x a ax 

a a + x 

Efectuando  el  denominador:  1 H — = 

x x 


Tendremos: 


x a 


ax 


a a -f  x 
1 +- 

x x 

(dividiendo  el  numerador  _ °2  *2  x 

entre  el  denominador)  ax  a + x~ 


(a  -f  x)(a  — x)  x _ a 

1 X — 

ax  a + x a 


. R. 


x 1 — ■ 


12)  Simplificar 


12 

x~2 


x-h6  + - 


16 


x — 2 

Numerador: 

12  ( x — 1 ) (x  — 2 ) — 12  x2  — 3x  + 2 — 1 2 x2-3x-10 


x-1  -- 


x — 2 


x — 2 


x — 2 


x — 2 
Denominador: 

16  (x-f  6 ) ( x — 2 ) -h  16  x2-f  4x-12  + 16  x2  + 4x  + 4 


x + 6 + - 


x — 2 


x — 2 


x — 2 


x — 2 


Tendremos: 
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12  x2  — 3x  — 1 0 

x — 2 _ x — 2 _ xa-3x-10_  (x-5)(x  + 2)  _ x - 5 

16  x2  + 4x+  4 x2  + 4x+  4 (x  + 2)2  x + 2 

x + 6H 

x — 2 x — 2 

Obsetvese  que  como  la  fraccion  del  numerador  y la  fraccion  del  denominador 
tertian  el  mismo  denominador  x — 2 lo  hemos  suprimido  porque  al  dividir  o 
sea  al  multiplicar  el  numerador  por  el  denominador  invertido,  tendriamos: 

x2  — 3x  — TO  x — 2 x2  — 3x  — 1 0 

X = 

x — 2 x2  + 4x  + 4 x2  + 4x+  4 

donde  vemos  que  se  cancela  el  factor  x — 2. 
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Simplificar: 

i. 

a 

a~~b 

7. 

x+4+i 

X 

‘4 

a 5* 
x— 4 

X 

2. 

X2-- 

X 

8. 

4 

a— 4+  — 
a 

1-4 

X 

i-4 

a 

a b 

2a2— b2 

3. 

b a 

9- 

0 

a 

i+4 

a 

4 a2+b2  i ^ 

4. 

4+i 

771  71 

10. 

2+4 

5b 

l l ‘ 
m n 

10b 

a+_3~ 

13. 


20 

a a2  a3 


16 


— a 


20x2+7x-6 


14. 


4-25 


15. 


16. 


1+  x-1 

1+ 

i 

x2— 1 

ab 

fl 

a+b 

a+ 

ab 

5. 


6. 


x 

X+2 


x 

4 

*_y 
y * 

i+l 

X 


11. 


12. 


a— x + 


a+5- 


x2 
a+x 
a2 
a- \-x 

14 


8 7 

1+-+4- 


17. 


18. 


x-1- 


5 

x+3 


x-f-5— 
a+2  — 


a— 4+ 


35 
x+3 
Ta+9_ 
fl+3 
5a— 11  ' 


a+1 
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(207)  Ahora  trabajaremos  fracciones  complejas  mas  complicadas. 


3)  Simplificar 

Numcrador: 

1 1 


x — 1 x + 1 


x — 1 x + 1 


x + 1 — (x  — 1)  x 4-1  — x + 1 


x — 1 x + 1 (x  + l)(x-l)  (x  + l)(x  1)  (x  + l)(x  — 1) 
Denominador: 

X 1 x(x  + 1)  — (x  — 1)  x2  + x — X + 1 x2  + 1 

x — 1 x + 1 (x  + 1)  (x  — 1)  (x  + l)(x  — 1)  (x  + l)(x  — 1) 

Tendremos: 


x — 1 x + 1 (x  + 1)  (x  1) 


X2  + 1 


X2  + 1 


R. 


x — 1 x + 1 (x  + l)(x  — 1) 
a + 26  a+fa 


4)  Simplificar 


a — fa 


b 2a  — b 
— + ■ 


a — b 4a  — b 

Numerador: 

a + 2b  a + fc  a(a  + 2b)  — (a  + b)(a  — b)  a2  + 2ab  — (a2  - b2) 


a — b 


a{a  — b)  a(a  — b) 

a 2 + 2 ab  —a2  + b2  _ 2afe  + b2 
a(a  — b)  a(a  — fe) 


Denominador: 

b 2a- b b(4a  - b)  + (a  - 6) (2a  - b)  4ab  - b2  + 2a2  - 3ab  + b 2 
a — 6 + 4a  — b (a  — b)  (4a  — fa)  (a  — b)(4a  — b) 

_ 2 a2  + ab 

(a  — fa)  (4a  — fa) 
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Tendremos: 

a + 2b  a+b 


a — b 

b 


a 

2a  — b 


2ab  + b2 
a(a  — b) 


+ 


2a2  + ab 


2 ab  + b2  (a  — b)  (4a  - b) 

a(a  — b) 


2 a2  4-  ab 


a — b 4a  — b (a  — 6)  (4a  — b) 
b(2a  + b)  (a  — b)  (4a  — 6) 


6(4a—  b)  4 ab  — b2 


a(a  — 6) 
5)  Simplificar 


a(2a+  fc) 
x — 2 


R. 


a * 


x — 


1 — 


x + 2 


Las  fracciones  dc  esta  forma  se  llaman  condnuas  y se  simpliiican  efec- 
tuando  las  operaciones  indicadas  empezando  de  abajo  hacia  arriba.  A si, 
en  este  caso,  tendremos: 


x — 2 


x — 2 


x — 2 


x — 2 


x — 


1 

1 

x + 2 

2 

X — 

X 

X 

X 

1 x + 2 

* + 2 

x2  — x — 2 


x — 2 


x — 2 


(x-2)(x  + l)  x + 1 


R. 


3. 


• 

EJERCICIO 

Simplificar: 

138 

1+ 

x+1 

x — 1 

4. 

x+3 

x+4 

x+1 

x+2 

1 

1 

x — 1 

x— 3 

x— 1 

x4-l 

x+2 

x+4 

1 

2 

_j 

m2 

3 

to 

1 

to 

x — 1 

x+1 

6. 

n 

m+n 

1+ 


7. 


2x 

14-x2 


2x4- 


2x5+2 


1— x4 
x+y  x—  y 
x — y x+y 


x-2+2x+6 

m—n  n 

_i 

x+y 

x+2y 

x x+1 

n m 

X 

x+y 

a b 

fl,  I 

a+x 

b+x 

a—b  a+b 

6 63  ° 

a a~x 

V. 

1 

r 

a+b  a 

+ 

a b— a 

*7-  

2 

2 

a-b  b 

b a—b 

a—x 

1 

1 

X 

10. 


11. 


12. 


a4-x  2a4“2x 


a— x a4-x 
a+2b  b 
a—b  a 
a+b  + 3 b 


a—b 


i-i+s 

x x2 


X 


16 


230  • algebra 


13. 


14. 


15. 


b a 


b a 
x—2y— 


a - 

4y2 

x+y 


or 

x4  y 

2 

1— a 1+a 
_ 2 2~ 


x— 3y— 
2 


16. 


1+fl 

1 

x+y+z 


1— a 


1 

x—y+z 


1 


x—  y+z 
25. 


x+y+z 

1 


a+2- 


fl+1 

1 

a 

a 


17. 


18. 


1+ 


1- 


2b+c 

a—b—c 

c—2b 

a—b+c 

1—a 


1 —a 


1—a 


x+1- 


1 —a 
6x+12 
x-h2 


19. 


20. 


X — D 


x — 4+- 


llx-22 
x— 2 


x+7 


i+i 

X 


26. 


21. 


23. 


1+- 


1-1 
X 


22.  1— 


24-- 


--1 

3 


1+* 


2 


i+l 

x 


24. 


x 1 


x — - 


x— - 


x-fl 


x-f2— 


x2+2 


x— 2 
x+1 


x — 


s 


VIII.  EVALUACION  DE  FRACCIONES 

(208;  INTERPRETACION  DE  LA  FORMA  1 

o 1 

La  forma  — , que  reprcscnta  una  fraccidn 

cuyo  numerador  es  cero  y cuyo  denominador  a 

es  una  caniidad  finita  cualquiera,  se  interpreta  asf : 

En  efecto:  Sabemos  que  toda  fraccion  representa  el  cociente  de  la  di- 
vision de  su  numerador  entre  su  denominador;  luego,  — representa  el  co 

ciente  de  la  division  de  0 (dividendo)  entre  a (divisor)  y el  cociente  de  esta 
division  tiene  que  ser  una  cantidad  tal  que  multiplicada  por  el  divisor  a 
reproduzca  el  dividendo  0;  luego,  el  cociente  o sea  el  valor  de  la  fraccion 
sera  0 porquc  0 x a = 0. 

— 9 

Hollar  el  valor  de  — ; : — para  x = 3. 


-1=0. 


Ejemplo 


x2  + 2x  — 1 4 
Sustituyendo  x por  3,  tendremos: 
x2  - 9 32  - 9 


! + 2x  — 14  3a  + 2(3)  — 14 


: 9"?  =1=0. 

9-H6-14  1 
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(209)  INTERPRETACION  DE  LA  FORMA  - 

Sea  la  fracci6n  — , en  que  a es  una  cantidad  constante  y x es  una  va- 
riable. Cuanto  menor  sea  x , mayor  es  el  valor  de  la  fraccidn.  En  efecto: 

Para  x=  1 , 


a 

x 


Para  x = — 
10 


a a 

— = — --  10* 

* 1 

10 


Para  x = 

100 


a a 

-= = 100a 

X J_ 

100 


^ 1 a a 

Para  x=  — — , — — = 1000a,  etc. 

1000  x * 

1000 


Vernos,  pues,  que  haciendo  al  denominador  x suficientemente  peque- 

a 

no,  el  valor  de  la  fraccion  — serd  tan  grande  como  queramos,  o sea,  que 
siendo  a constante,  a medida  que  el  denominador  x se  aproxima  al  limite  0 
el  valor  de  la  fraccion  aumenta  indefinidamente.  a 

Este  principio  se  expresa  de  este  modo:  /*  0 


El  simbolo  «>  se  llama  infinite  y no  tiene  un  valor  determinado;  «>  no 
es  una  cantidad,  sino  el  simbolo  que  usamos  para  expresar,  abreviadamentt 
el  principio  anterior. 


Entidndase  que  la  expresion  — = » no  puede  tomarse  en  un  sentido 

aritmetico  literal,  porque  siendo  0 la  ausencia  de  cantidad,  la  divisidn  de 
a entre  0 es  inconcebible,  sino  como  la  expresion  del  principio  de  que  si  el 
numerador  de  una  fraccion  es  una  cantidad  constante,  a medida  que  el  de- 
nominador disminuye  indefinadamente,  acercandnse  al  limite  Opero  sin  llegar 
a valer  0,  el  valor  de  la  fraccion  aumenta  sin  limite. 


Ejemplo 


Hollar  el  valor  de  — para  x = 2. 

x2  — 3x  + 2 

Sustituyendo  x por  2,  tendremos: 

x + 4 2 + 4 _ 6 _ 6 

x2  - 3x  + 2 “ 22  — 3 (2)  + 2~4-6  '•  2 _ 6 
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(2 10)  INTERPRETACION  DE  LA  FORMA 

00 
a 

Consideremos  la  fraction  , en  que  a es  constante  y x variable. 

x 

Cuanto  mayor  sea  x,  nicnor  sera  cl  valor  de  la  f race  ion. 


En  efecto: 


Para  x = 1, 

Para  x = 10, 
Para  x = 100, 


a 

x 


a 

10 


10 


a a 1 

x-pxT  ma'  elt* 


\ cmos,  pucs,  que  hacicndo  al  denoniinador  x suficientemente  grande, 
a 

el  valor  dc  la  fraccidn  --  serd  tan  pequeno  como  querainos,  o sea  que  a 

medida  que  el  denominador  aumenta  indefinidamente,  el  valor  dc  la  Irac 
cion  disminuve  indefinidamente,  acerc^ndose  al  limite  0,  pero  sin  llegar 
a valor  0. 


Lste  piincipio  sc  expresa: 


a 

— = 0. 
00 


Este  rcsultado  no  debe  toinarse  tampoco  en  un  sentido  literal,  sino 
como  la  explosion  del  piincipio  anterior. 


Ejemplo 


x — 1 

Hollar  el  valor  de para  x = 3. 


Sustituyendo  x por  3,  tenemos: 


x — 3 

x-1  3-1 


2 2 


-3  3-3 


211)  INTERPRETACION  DE  LA 


FORMA  - 

0 

Considerando  esta  forma  como  el  cociente  de  la  division  de  0 (divi- 
dendo)  entre  0 (divisor),  tendremos  que  el  cociente  de  esta  division  tiene 
que  ser  una  cantidad  tal  que  multiplicada  por  el  divisor  0 reproduzca  el 
dividendo  0,  pero  cualquier  cantidad  multiplicada  por  cero  da  cero;  lue- 

go,  ^ puede  ser  igual  a cualquier  cantidad.  Asi,  pues,  el  simbolo 


— = valor  indeterminado. 

0 
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(21 2j  VERDADERO  VALOR  OE  LAS  FORMAS  INDETERMINADAS 

x2  - 4 


Ejemplos 


( 1 ) Hollar  el  verdadero  valor  de 


xHx-6 


para  x — 2. 


Sustituyendo  x por  2,  se  tiene: 
x2  4 2 2 - 4 

x2  + x - 6 ~ 22  + 2 - 6 


4-4  0 

— = valor  indeterminado. 

4+2-6  0 


La  indeterminacion  del  valor  de  esta  fraccion  es  oporente  y es  debida  a la  pre* 
sencia  de  un  factor  comun  al  numerador  y denominador  que  los  anula.  Para 
suprimir  este  factor,  se  simplified  la  fraccion  dada  y tendremos: 

x2  — 4 ( x + 2 ) ( x - 2 ) x + 2 


Entonces: 


x2  + x - 6 ( x + 3 ) ( x — 2 ) 

x2  — 4 x + 2 


x + 3 


x2  + x — 6 x + 3 
Haciendo  x = 2 en  el  segundo  miembro  de  esta  igualdad,  se  tendra: 

x2  — 4 2 + 2 4 

“ 5 


Luego  el  verdadero  valor  de 


( 2)  Hallar  el  verdadero  valor  de 


x2  + x — 6 2 + 3 

x2  — 4 


para  x = 2 es  -- 
x2  + x - 6 5 


3x2  — 2x  — 1 


x;i  + x2  - 5x  + 3 
Susfituyendo  x por  1,  se  tiene: 

3x2  — 2x  — 1 3 ( l2 ) — 2 ( 1 ) — 1 3-2-1 


para  x ="  1. 


0 


x2  + x2  — 5x  + 3 


= = V.  indeterminado. 

1 +1 -5+3  0 


1 3 + 1 - — 5 ( 1 ) + 3 

Esta  indeterminacion  es  aparente.  Ella  desaparece  suprimiendo  el  factor  co- 
mun al  numerador  y denominador  que  los  anula. 

Simplificando  la  fraccion  ( el  denominador  se  factora  por  evaluacion  ) se  tiene: 
3x2  — r2x  — 1 ( x — 1 )( 3x  + 1 ) 3x  + 1 


x2  + x2  — 5x  + 3 (x  — 7 ) ( x — 1 ) ( x + 3 ) ( x — 1 ) f x + 3 ) 

Entonces,  haciendo  x = 1 en  la  ultima  fraccion,  se  tendra: 

3x  + 1 3(1  ) + 1 3+  1 _ 4 _ 

( x — 1 ) ( x +3  ) _ (1  — 1 ) ( 1 + 3)~”0x4_  0~ 

Luego  el  verdadero  valor  de  la  fraccion  dada  para  x — 1 es  R. 


m*  EJERCICIO  139 

Hallar  d verdadero  valor  de: 

^ 2 x — 2 x2 — u~ 

1.  para  x = 2.  2.  para  x = 3.  3.  — — - para  x-u. 

x+l  1 x— 3 1 x2+n2 
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4. 

5- 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 


x2+y2 


-2 y2 


X 
X — 1 


para  x —y. 


para  x = 2. 


x— 2 
x2— 9 
x2-fx— 12 
a2-a-6 
a2  4- 2a— 15 
x2-7x+10 
x3— 2x2— x+2 
x2— 2x4-1 
x3— 2x2— x-i-2 
a3— 8 


para  x = 3. 
para  a = 3. 
para  x = 2. 
para  x = 1. 


a24-lla— 26 
x2-7x+6 


— para  a — 2. 

Oft  r 


x2— 2x4-1 
x3— 3x— 2 
x3— 7x4-6 
x2-16 


x3— 4x2— x-f4 
4x2— 4x4-1 


para  x = 1. 
para  x = 2. 
para  x = 4. 


para  x = — . 
4x24-8x— 5 1 2 

8x2— 6x4-1  1 

para  x = — . 

4x34-12x2— 15x4*4  r 2 


x3— 9x4-10 


1. 

2. 

3. 


x4— x3— llx24  9x4-18 
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Simplificar: 
12x24-31x4-20 
18x24-21x— 4 
12  1 


para  x = 2. 


17. 

18. 

19. 

20. 
21. 
22. 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 


x3— a3 
x — (l 
a2-2ab+b2 


a2— ab 


para  x = a. 

para  b = a. 


para  y — x. 


x2— y2 
xy—y2 
x3— a3 

— para  x = a. 

a-x— a3 


x3— 3x4-2 
2x3-6x24-6x-2 
x4— x3— 7x24-x4-6 
x4— 3x3— 3x24- 1 1 x— 6 
3x8.—5x2— 4x4*4 
x44-2x3— 3x2— 8x— 4 
x2— 5x4-4 

x4— 2x3— 9x24-2x4-8 
xr>— 4x34-8x2— 32 


para  x = 1. 

para  x = 3. 
para  x = 2. 
para  x — 1. 
para  x = 2. 


x5— 3x34-  10x2—4x— 40 

8x24-6x— 9 3 

— — para  x = — . 

12x2— 13x4-3  1 4 


x34-6x24-12x4-8 
x4— 8x24-16 
9x34-3x24-3x4-1 
27x34-1 

1 3 


para  x = — 2. 


para  x — . 

3 


para  x = 1. 

1 j 

x— 2 - 


x 1 x3 — 1 

(x24-3x— 10)  ^14 para  x = 2. 


MISCELANEA  SOBRE  FRACCIONES 

(x4-y)2  x(x-y)2 


(i  + ^2_wfl+2_^±Iy 

V a a2  a3/  \ a ) 

x34-3x24-9x 


4. 

5. 


y xy 

a4-2b*+a2b(b-2) 


a4—n2b—2b2 


14-5  a 


x5— 27x2 


6.  Multiplicar  a 4 — por  a — 


x3”- *29 

7.  Dividir  x2  4-  5x  — 4 entre  x 4-  34  4- 

x— 5 

( ) Efectuc  las  operaciones  indicadas  primera. 


a2- 5 
170— x2 


a4-5 

a4-l 


x—o 
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Descomponer  las  expresioncs  siguientes  cn  la  suma  o resta  dc  trcs  frac.. 
ciones  simples  irreducibles: 


8. 


4x2— 5xy+y2 
3x 


9. 


m—n—x 


mnx 


x3 — xy2 

10.  Probar  que  — = x2  + xy. 


x-y 

11.  Probar  que  x2  — 2x  + 1 — 


9x— 3x2  x3— 1 


x— 3 x— 1 

io  du  a4— 5a2+4  2+4a 

12.  Probar  que  = a — 3 H . 

a3+a2— 4a— 4 2a-fl 


Simplificar: 
13. 


1 +-L.+- 


2a 


a—b  a+b  a2—ab+b 2 

14.  (- -). 

VI— a2  1—n4/  \ a-  / 

/ x2— 9 x— 3 a2x2— 16a2  / 2 1 \ 

V x2— x— 12  x2+3x  / 2x2+7x+3  V a2x  a2x2  / 

16— Six2 


16. 

18. 


3x3—x2— 12x+4 
6x4-fx8—25x2— 4x4-4 
1 2.3 


17. 


72x2— ox— 12 


(- — — +— W(- 

\x  x4-2  x4-3  / V x4-2  x4-3  x24-5x4-6 


x x 
+ -4-- 


)• 


19. 


20. 


21. 


b 

a 


14- 


a — b 


b*  a— Zb 

2~  a—b 

1 / x2— 36  . x \ 
3 V x x2— 4 / 


1 


36  4 

x x 

X X 


3a 


5 1 

+ - 


(a— 2b)2  a— 5b  a— 2b 
3a2-14ab+1062 
a2-4a&+4&2 


22. 


23. 


24. 


x+1  x — 1 

x — 1 x+1  x2+l  , 2x 

x— 1 x+1  2a2— 2b  a2—b 

x+1  x — 1 

1 1 1 


3x— 9 6x+12  2(x— 3)2  9 

x-6+- 

x 

f a2+62  . b2 

a— b+, — 6+ — 

a+6  a 1 

X r-X 


a+/>- 


a2— 2b2  a—b 


a — b 


1+ 


2a— b 
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CAPITU10  XV 


ECUACIONES  NUMERICAS  FRACCION ARIAS  DE 
PRIMER  GRADO  CON  UNA  INCOGNITA 


(21^)  Una  ecuacidn  es  fraccionaria  cuando  algunos  de  sus  t£rminos  o todos 


x 3 

tienen  denominadores,  como  — = 3x  — 

2 4 


214)  SUPRESION  DE  DENOMINADORES 

Esta  es  una  operation  importantisima  que  consiste  en  convertir  una 
ecuacion  fraccionaria  en  una  ecuacion  equivalence  entera,  es  decir,  sin  de- 
nominadores. 

I .a  supresion  de  denominadores  se  funda  en  la  propiedad,  ya  conoci- 
da,  de  las  igualdades:  Una  igualdad  no  varia  si  sus  dos  miembros  se  mul- 
tiplican  jx>r  una  inisrna  canlidad. 

REGLA 

Para  suprimir  denominadores  en  una  ecuacion  se  multiplican  lodos 
los  terininos  de.la  ecuacion  por  el  minimo  comun  muhiplo  de  los  de- 
nominadores. 
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( 1)  Suprimir  denominadores  en  la  ecuacion  — = . 

2 6 4 

El  m.  c.  m.  de  los  denominadores  2,  6 y 4 es  12.  Multi-  12x  __  12x  12 

plicamos  todos  los  terminos  por  12  y tendremos:  2 6 4 

y simplificando  estas  fracciones,  queda 

6x  = 2x  — 3 ( 1 ) 

ecuacion  equivalente  a la  ecuacion  dada  y entera  que  es  lo  que  buscabamos, 
porque  la  resolucion  de  ecuaciones  enteras  ya  la  hemos  estudiado. 

Ahora  bien,  la  operacion  que  hemos  efectuado,  de  multiplicar  todos  los  termi- 
nos de  lo  ecuacion  por  el  m.  c.  m.  de  los  denominadores  equivale  a dividir  el 
m.  c.  m.  de  los  denominadores  entre  cada  denominador  y multiplicar  coda  co- 
ciente  por  el  numerador  respectivo. 

x x 1 

En  efecto:  En  la  ecuacion  anterior  — = 

2 6 4 

el  m.  c.  m.  de  los  denominadores  es  12.  Dividiendo  12  entre  2,  6 y 4 y mul- 
tiplicando  cad  a cociente  por  su  numerador  respectivo,  tenemos: 

6x  = 2x  - 3 

identica  a la  que  obtuvimos  antes  en  ( 1 ) . 

Podemos  decir  entonces  que 

Para  suprimir  denominadores  en  una  ecuacion: 

1)  Se  hall  a el  m.  c.  m.  de  los  denominadores. 

2)  Se  divide  este  m.  c.  m.  entre  cada  denominador  y cada  cociente  se  multi- 

plica por  el  numerador  respectivo. 

x-1  2x-l  4x-5 

( 2)  Suprimir  denominadores  en  2 = . 

40  4 8 

El  m.  c.  m.  de  4,  8 y 40  es  40.  El  primer  termino  2 equivale  a Entonces, 

divido  40  4-  1 =40  y este  cociente  40  lo  multiplico  por  2;  40  40  = 1 y este 

cociente  1 lo  multiplico  por  x — 1;  40  + 4 = 10  y este  cociente  10  lo  multiplico 
por  2x  — 1 ; 40  -i-  8 = 5 y este  cociente  5 lo  multiplico  por  4x  — 5 y tendremos: 
2(40)  — (x  — 1 ) = 10(2x  — 1 ) — 5(4x  — 5) 

Efectuando  las  multiplicaciones  indicadas  y quitando  parentesis,  queda: 
80-x  + l =20x- 10 - 20x  + 25 
ecuacion  que  ya  es  entera. 

MUY  IMPORTANTE 

Cuando  una  fraccion  cuyo  numerador  es  un  polinomio  esta  precedida  del  sign o 
x — 1 4x  — 5 

— como y en  la  ecuacion  anterior,  hay  que  tener  cuidado 

40  8 

de  cambiar  el  signo  a cada  un o de  los  terminos  de  su  numerador  al  quitar  el 
denominador.  Por  eso  hemos  puesto  x — 1 entre  un  parentesis  precedido  del 
signo  — o sea  — (x  — 1)  y al  quitar  este  parentesis  queda  — x 4- 1 y en 
cuanto  a la  ultima  fraccion,  al  efectuar  el  producto  — 5 ( 4x  — 5 ) decimos: 

( — 5 ) ( 4x  ) = — 20x  y ( — 5)X(  — 5)  = 4*  25,  quedando  -20x  4-  25. 


Ejemplos 


238  • algebra 


(215)  RESOLUCION  DE  ECUACIONES  FRACCION  ARIAS 
CON  DENOM  IN  ADORES  MONOMIOS 


Ejemplos 


( 1 ) Resolver  la  ecuacion  3x 


2x  _ j(__  7 
5 10  7 

El  m.  c.  m.  de  5,  10  y 4 es  20.  Dividimos  20  entre  1 ( denominador  de  3x), 
5/  10  y 4 y multiplicamos  cada  cociente  por  el  numerador  respectivo.  Ten- 
dremos: 


Trasponiendo: 


VERIFICACION 


60x  — • 8x  = 2x  — 35. 
60x  — 8x  — 2x  = — 35 
50x  = -35 

35 


R. 

10 


Sustituyase  x por  — — en  la  ecuacion  dada  y dara  identidad. 


(2)  Resolver  la  ecuacion 


2x  — 1 x -f  13  5(x+l) 

— 3x  H . 

3 24  8 

8 ( 2x  - 1 ) - ( x + 
1 6x  — 8 — x - 
16x  — x — 72x  — 


El  m.  c.  m.  de  3,  24  y 8 es  24.  Di- 
vidiendo  24  entre  3,  24,  1 y 8 y mul- 
tiplicand© los  cocientes  por  el  nume- 
rador respectivo,  tendremos:  


13)  = 24(3x)  + 15(x  + l 
- 13  = 72x3-  15x3-  15 
15x  = 83- 13  + 15 
72x  = 36 

_ 36  - _ 1 
* ~ ~ 72  ~ _ *2* 

1 


1 2 

(3)  Resolver  la  ecuacion  — ( x — 2 ) — ( 2x  — 3 ) = — ( 4x  -h  1 ) (2xd-7). 

5 3 6 


Efectuando  las  multiplicaciones 
mdicadas,  tenemos: 


x — 2 


: — ( 2x  — 3 ) = 


8x  + 2 2x  + 7 


El  m.  c.  m.  de  5,  3 y 6 es  30. 
Quitando  denominadores: 


6 ( x — 2 ) — 30  ( 2x  — 3 ) = 
6x  - 12-60x3-90  = 
6x  — 60x  — 80x  3-  1 Ox  = 
/ - 124x  = 


10 ( 8x  3-2)-5(2x3-7) 
80x  3-  20  — 1 Ox  — 35 
12-90  3-20-35 
-93 
124x  = 93 

93  3 

x = = — . R. 

124  4 


EJERCICIO  141 

Resolver  las  siguientes  ecuaciones: 


x 1 

h 5 = X. 

6 3 

3x  2x  1 

T-3~+ 5 ~ 


3.  = i 

2x  4 10*  5 


X. 

4.  -3-2- 
2 


x 

12 


x 

6 


5 

4* 


5. 

6. 


3x  1 ^ ^ 5 3x 

~ 4*  ~ 20 


2 

3x 


o 

x 


10  2x 


3-1. 
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15. 


x— 4 


7. 

8.  x - 

9.  x — ■ 


11. 

12. 


-5  = 0. 


x+2  _5x 

ir_T 

5x— 1 


= 4x . 

5 


16.  |(x-l)-(x-3)  = i(x  + 3)  + g-. 

I?.  ^_il^=?-_I(5x_2)  = ^(6x  + l). 

3 9 4 6 

4x+l  1 ,v  13+2x  1 

18'  — = ?<4,‘-1) i 2 * _ 8 


8x-3 

lOx — 

4 

II 

to 

1 

09 

19. 

— (5x- 
5 v 

-l)  + ^(10x-3)  = -|-(x- 

x-2  x— 3 

_ x— 4 

20. 

3x— 1 

5x+4  x+2  _2x— 3 1 

3 4 

5 

2 

3 8 5 10' 

x— 1 x— 2 

x— 3 x— 5 

21. 

7x— 1 

5— 2x  _ 4x— 3 t l+4x2 

2 3 

4 5 

3 

2x  4 3x 

x (5x  — 1) 

?■ 

1! 

X 

iO 

1 

1 

22. 

2x+7 

2(x2— 4)  4x2— 6 _ 7x2+6 

10 

3 

5x  15x  3x2 

5x-6  1 

14.  2x 1-  — (x  — 5)  = — 5x. 


2 / x+1  \ _ 3 / x— 6\ 

3 V 5 / 4 V 3 / 

3 /2x— 1 \ 4 /3x+2\  1 / x— 2\  1 

24‘  s(— )“3  (—)"?(— )+5" 


10x+l  , 16x+3 

4 = 4x . 


25.  10  - 


3x+5 


x 

= 3———. 
12  4 


1+?- 


«•  9'-2-7x(^-|)=“51+2r 

3x  7 12x— 5 2x— 3 4x+9  7 „ 

27. + + — =0. 

8 10  16  20  4 80 


5x 


x+24 


28‘  J-^*-20)-*2*"1^  34 


29. 


„ x 1/X\2  1 /„  5x\ 

5 H — = — ( 2 ) + - ( 10  - — )■ 

4 3V  2/3  4 V 3/ 


30. 

5(x+2)  4 

22— x 

— Qy 

8-? 

20 

12  + 9 

/ X \ / 

— OA 

36 

X \ 

All/ 

12 

/ * \ 

31. 

-(*-*)• 

32. 

(x  + 3)(x-3)-x2-|  = 

_ /_  3x— 1\  2 , 

r x+2 \ 1 

33. 

2X  (2X-  8 ) = 3< 

1 

4-| 

18 


3 

4 • 
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216  RESOLUCION  DE  ECUACIONES  DE  PRIMER  GRADO 
— ^ CON  DENOMINADORES  COMPUESTOS 


Ejemplos 


( 1 ) Resolver 


x4-3 


■ = 0. 


El  m.  c.  m.  de  los  denominadores 
es  4x2  — 1 porque  4x2  — 1 
= ( 2x  -h  1 ) ( 2x  — 1 ) y aqui  vemos 
que  contiene  a los  otros  dos  de- 
nominadores. Dividiendo  ( 2x  4-  1 ) 

( 2x  — 1 ) entre  coda  denominador 
y multiplicand©  cada  cociente  por 
el  numerador  respective,  tendre- 
mos-  _ y* 


2x4-1  2x  - 1 4x2  — 1 


3(2x-l)-2(2x  + l)-(x  + 3)  = 0 
6x  — 3 — 4x  — 2 — x — 3 = 0 

6x  — 4x  — x = 34-24-3 

x = 8.  R. 


( 2 ) Resolver 


6x  4-  5 5x  4*  2 2x  4*  3 


— 1. 


15  3x4-4  5 

Como  5 esta  contenido  en  15,  el  m.  c.  m.  de  los  denominadores  es  15  (3x  4-  4.). 
Dividiendo: 

15(3x4-4) 


15 

15(3x4-4) 
3x4  4 
15(3x4-4) 
5 

15(3x4-4) 

1 

Tendremos: 

Efectuando: 


= 3x  4-  4;  este  cociente  lo  multiplico  por  6x  4-  5. 

= 15;  este  cociente  lo  multiplico  por  5x  4-2. 

= 3 ( 3x  4-  4 );  este  cociente  lo  multiplico  por  2x  4-  3. 


= 15(3x4-4);  este  cociente  lo  multiplico  por  1. 

ix 

(3x4-  4)(6x  + 5)—  15(5x4-  2)  = 3(3x4-  4)  (2x4-3)  - 15 (3x  4-4). 
18x2  4-  39x  4-  20 r 75x  - 30  = 18x2  4-  51  x 4-  36  -45x  - 60. 


Suprimiendo  18x2  en  ambos  * 
miembros  y transponipndo: 


39x  - 75x  - 51x  4-  45x  = - 20  4-  30  4*  36  -60 
-42x  = - 14 


H=I.  R. 

42  3 


2x  — 5 2 ( x — 1 ) 3 3 ( 2x  — 15) 

(3)  Resolver  4 = — I 

2x  — 6 x — 3 8 4x  — 12 


Hallemos  el  m.  c. 
denominadores:  — 


m.  de  los 


s 


2x  — 6 = 2 ( x — 3 ) 
x — 3 = | x — 3) 

8 = 8 m.  c.  m.:  8 ( x — 3). 

4x  — 12  = 4 ( x — 3 ) 

Dividiendo  8 ( x — 3 ) entre  la  4 ( 2x  — 5)4-  16(x  — 1 ) = 3 ( x — 3)-f6(2x  — 15) 
descomposicion  de  coda  de-  8x  — 20  4-  16x  — 16  = 3x  — 9 4-  12x  — 90 

nominator  y multiplicando  8x  4- 16x  — 3x  — 12x  =20  4-  16  — 9 — 90 
los  cocientes  por  los  numera-  9x  = — 63 

dores,  tendremos:  x = — 7.  R. 
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(4)  Resolver 


x — 2 


x + 1 


x2  + 2x  — 3 x2  — 9 x2  — 4x  + 3 
x2  4-  2x  — 3 


Hallemos  el  m.c.m. 
de  los  denomina- 
dores: 


x2  — 9 : 
x2  — 4x  4"  3 : 


Dividlendo  (x  — 1 )(x  4- 3)(x  — 3) 
entre  la  descomposicion  de  cada 
denominador  y multiplicand©  ca 
da  cociente  por  el  numerador  . 
respectivo,  tendremos: 


Suprimiendo  las  x2  y trasponiendo: 

EJERCICIO  142 

Resolver  las  siguientes  ecuaciones: 
3 


1. 


2. 


3 + 

5 2x— 1 


= 0. 
3 


5. 


6. 


7. 


4x— 1 
5 

x2-l 

3 

x+1  " 
5x+8 


4x+l 

1 

x — 1* 
1 


X2—  1 

_5x+2 
3x+4  3x— 4 

10x2— 5x+8 


= 0. 


5x2+9x— 19 
1 . 1 


= 2. 


■ + • 


8.  1- 


3x— 3 4x+4 

x x2— 8x  _ 7 
4 4x— H" 


12x-12 


4 

Iv  , 


9. 


10. 


11. 


2x— 9 2x— 3 


10  2x— 1 5 

(3x— l)2  _ 18x— 1 

x — 1 “ 2 

2x+7  2x— 1 _ Q 


5x+2  5x— 4 

12.  (5x-2)(7x+3)  i = p 


(x  + 3)  (x  — 1 ) 

(x  + 3)(x  — 3)  m.  c.  m.:  ( x — 1 ) ( x + 
(x  — 3)(x  — 1 ) 

(x  — 2)(x  — 3)  — (x— l)(x  + l)  = 
x2  - 5x  + 6 - ( x2  - 1 ) = 
x2  - 5x  + 6 - x2  + 1 = 


— 5x  — 4x  = — 6 — 1 +12 
-9x  =5 

, — * R- 


13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 
21. 
22. 

23. 

24. 


x— 4 

x— 3 x2— 7.V+12 

<T> 

X 

1 

1 

3(x+2)  _l+3x 

18 

5x— 6 9 

5 

3 - 6 -o 

1+x 

1— x 1— X2 

l+2x 

1— 2x  3x— 14 

l+3x 

1— 3x  “ 1— 9x2 

CO 

X 

1 

»— ‘ 

1 7 

— j. 

x2+7x+12  2x+6  6x+24 

1 

3 3 

(x-1)2 

2x— 2 _ 2x+2 

5x+13 

4x+5  _ x 

15 

5x— 15  ~ 3' 

2x— 1 

x— 4 _ 2 

2x+l 

3x— 2 " 3 ' 

4x+3 
2x— 5 

3x+8  _ 
3x— 7 “ 

1— ‘ 
O 
X 

1 

<1 

_3x+8  5x2— 4 

15x+3 

12  20x+4 

4x— 1 

X 

1 

to 

1 

oo 

X 

1 

CO 

1 

fco 

5 + 

2x— 7 10  10' 

1 

2 3 2J 

x— 1 x— 2 2x— 2 2x-i4 


3 ) ( x — 3 ). 


4 I x + 3 ) 
4x  + 12 
4x  + 12 


7x(5x— 1) 
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25. 

1 2 1* 

2 

x+3  5x— 20  3x— 12 

x+3 

26. 

1 4 _ 10 

3 

6— 2x  5— 5x  ~ 12— 4x 

10-lOx 

27. 

2 6x2  _ 2 

3 9x2— 1 3x— 1 

28. 


29. 


30. 


5x2-27x  1 

= x — 6. 

5x+3  x 

4x+l  6 4x— 1 

4x— 1 16x2— 1_  4x+l 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


2 xH78  . 

\ x— 2 / \ 2x+3  / 2x2— x— 6 

1 1 _ 3 

x2+3x— 28  x2+12x+35  x-+x— 20 

x— 2 _ 2x— 5 x— 2 

x2+8x+7  “ x2— 49  ~ x2— 6x— 7 

4x+5  2x+3  2x— 5 

15x2+7x— 2 12x2— 7x— 10  20x2-29x+5 

7 3 _ 2 3(x+l) 

2x+l  x+4  ~ x+1  ~ 2x2+9x+4 ' 

(x+3)2  _ x 1 i 2(7x+l) 

(x-3)2  x+’l  + x2— 2x— 3 

x— 4 x+1  _ 12(x+3) 

x+5  x— 2 ~ _ (x+5)2  ‘ 

x— 3 x— 2 x+2  x+3 

x— 4 x— 3 x+1  x+2 ' 

x+6  x+1  _ x— 5 x 

x+2  x— 3 x— 1 x+4 


5x(x— 1) 
x2— 3x— 4 


39. 


(R£SC  LA 


AKS  MA< 


DE  NAT VRA 


C ra  hoio  Ac  H umer< 


nie&i&as 


NICOLAS  DE  TARTAGLIA  (1499-1557)  Nacido 
en  Brescia,  fue  uno  de  los  mas  destacados  mate- 
mificos  del  siglo  XVI.  Sostuvo  una  polemica  con 
Cardano  sobre  quien  fue  el  primero  en  descubrir 
la  solucion  de  las  ecuaciones  cubical  y cuirticas. 


JERONIMO  CARDANO  (1501-1576)  Natural  de 
Pavia,  era  fildsofo,  medico  y matematico.  Los  Histo- 
riadores  le  atribuyen  el  haberle  arrebatado  a Tarta- 
glia  la  formula  para  resolver  las  ecuaciones  cubicas 
y cuarticas,  pero  esto  no  le  resta  merito  alguno. 


CAPITULO  XVI 


ECUACIONES  LITERALES  DE  PRIMER  GRADO 
CON  UNA  INCOGNITA 

217  ECUACIONES  LITERALES,  son  ecuaciones  en  las  que  algunos  o todos 
los  coeficientes  de  las  incognitas  o las  cantidades  conocidas  que  figu- 

ran  en  la  ecuacion  estan  representados  por  letras. 

Estas  letras  suelen  ser  a , b,c,d,m  y n segun  costumbre,  representan- 
do  x la  inedgnita. 

Las  ecuaciones  literales  de  primer  grado  con  una  inedgnita  se  resuel- 
ven  aplicando  las  mismas  reglas  que  hemos  empleado  en  las  ecuaciones  nu- 
ineritas. 

21 8 RESOLUCION  DE  ECUACIONES  LITERALES  ENTERAS 


Ejemplos 


( 1 ) Resolver  la  ecuacion  a(x  + a)-x  = a(a  + 1 ) + 1 . 

Efectuando  las  operaciones  indicadas:  ax  + a2  — x = a2  -b  a -f  1. 

Transponiendo:  ax  — x = a2  + a -f  1 — a2. 

Reduciendo  terminos  semejantes:  ax  — x = a + 1. 

Factorando:  x ( a — 1 ) = a -f  1 . a-F1 

x — — . 

Despejando  x,  para  lo  cual  dividimos  a — 1 

ambos  miembros  por  ( a — 1 ),  queda: 


R. 
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1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 


10. 


( 2)  Resolver  la  ecuacion  x ( 3 — 2b ) — 1 = x ( 2 — 3b ) — b* 2. 

Efectuando  las  operociones  indicadas:  3x  — 2bx  — 1 = 2x  — 3bx  — b2. 
Transponiendo:  3x  — 2 bx  — 2x  + 3bx  = 1 — b3. 

Reduciendo  terminos  semejontes:  x + bx  = 1 — b2. 

Factorando  ambos  miembros-  x(l  + b ) = ( 1 + b j ( 1 — b ). 
Dividiendo  ambos  miembros  por  (1  + b ),  queda:  x = 1 ~ b.  R. 
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Resolver  las  siguientes 

a(x+l)=l. 
ax—A—bx—2. 
ax+b2=a2—bx. 
3(2a-x)+ax=a2+9. 
a(x+b)+x(b—a)=2b(2a—x). 
(x—a)2—(x+a)2=a(a— 7x). 
ax—a(a+b)——x—(\+ab). 
a2(a—x)—b2(x—b)=b2(x—b). 
(x+a)(x—b)—(x+b)(x—2a) 
=b(a—2)+3a. 
x2+a2=(a+x)2—a(a— 1). 


ecuaciones: 

11.  m(n—x)—m(n—l)=m(mx—a). 

12.  x— a+2=2ox— 3(a+x)— 2(a— 5). 

13.  a{x—a)—2bx—b\b—2a—x). 

14.  ax+bx=(x+a— b)2— (x— 2b)(x+2a). 

18.  x(a+b)— 3— a(a— 2)=2(x— 1)— x(a— b). 

16.  (m+4x)(3m+x)=(2ac— m)*+m(15x— m). 

17.  a2(a—x)—a2(a+l)—b2(b—x)—b(l—b2)+a(1+a)=0. 

18.  (ax-b)2=(bx-a)(a+x)-x2(b-a2)+a2+b(l-2b). 

19.  (x+b)2-(x-a)2-(a+b)2= 0. 

20.  (x+m)3— 12m“=  — (x— m)3+2x8. 


(219)  RESOLUCION  DE  ECUACIONES  LITERALES  FRACC  ION  ARIAS 


Ejemplos 


. x 3 — 3 mx  2x 

{ ■)  Resolver  la  ecuacion 

2m  m2  m 


0. 


Hay  que  suprimir  denominadores.  El  m.  c.  m.  de  los  denominadores  es  2m2. 
Dividiendo  2m2  entre  coda  denominador  y multiplicando  coda  cociente  por 
el  numerador  respectivo,  tendremos:  mx  — 2 ( 3 — 3mx  ) — 2m  ( 2x ) = 0. 
Efectuando  las  operociones  indicadas:  mx  — 6 *f  6 mx  — 4mx  = 0. 

Transponiendo:  mx  A- 6mx  — Amx  = 6 

3 mx  = 6 


Dividiendo  por  3: 


( 2)  Resolver 


a-  1 2a  ( a — 1 ) 


x — a 


*2_n2 


2a 

x 4-  a* 


mx  = 2 


m 


El  m.  c.  m.  de  los  denominadores  es  x2  — a2  = ( x 4*  a ) ( x — a ).  Dividiendo 
x2  — a2  entre  cada  denominador  y multiplicando  cada  cociente  por  el  nume- 
rador respectivo,  tendremos:  (a  — 1 ) ( x 4-  a ) — 2a  (a  — 1.)  = — 2a  ( x — a). 
Efectuando  las  operociones  indicadas:  ox  - x + a2  - a -*•  2a2  4*  2a  = — 2ax  4-  2a2 

Transponiendo:  ax  — x 4*  2ax  = - a2  + a + 2a2  — 2a  4-  2a2. 

Reduciendo:  3ax  — x = 3a2  — a. 


Factorando  ambos  miembros:  x(3a— l)  = o(3o  — 1). 

Dividiendo  ambos  miembros  por  (3a  — 1 ) queda,  finalmente: 

x = a R. 
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m-  EJERCICIO  144 


Resolver  las  siguientes  ecuaciones: 


1 — - — 
x m m 

2.  = 

x 2 x 

3.  JL-lZl 


2a 


2 a 


. m n n 
4- 1 = — + 1. 


6. 

6. 

7. 

8. 


X 

m x 

a— 1 

1 3a* 

-L.  

-2 

a 

2 x 

a— x 

b-x 

2(a—b) 

a 

b 

ab 

x— 3a 

1 

to 

» 

1 

X 

_1 

a2 

ab 

a 

x+ra 

x+n 

m2+n2 

m 

n 

mn 

-2. 


9.  ^±  = 2-~. 


10.  — 3 = --. 

2 a+6  2 

^ 2a+3x  __  2(6x— a) 

x+a  4x+a 

12  2(x-c)  _ 2 x+c 

4 x—b  4 (x— 6) 


13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 
21. 
22. 

23. 

24. 


1 m _ 1 1 

n x mn  x 
(x— 2/;)(2x+a) 

(x— n)(a— 25+x) 
x+m  _ n+x 
x—n  m+x 
x(2x+3fr)(x+fr) 

X+3& 

3/x  x\  1 / x x\  5a+13fr 

4 \!/  a / 3 a / 12a 

x+a  (x-fc)2  3a6-3fr2 

3 3x— a 9x— 3a 

5x-fa  _ 5 x—b 

3 x+6  3x— a 

x-fa'  x— a a(2x+a6) 

x— a x+a  x2— a2 

2x— 3a  11a 

2 = . 

x-f4a  x2— 16a2 

1 x2  _ x+a 

x+a  a2+ax  a 

2(a+x)  _3(&+x)  _ 6(a2— 262) 

b a ab 

m(n-x)-(m-n)(m-|-x)=n2--(2mn2-3m2n). 


FRANCOIS  VIETE  (1540-1603)  Este  politico  y roi- 
litar  francos  tenia  como  pasatiempo  favorito  las  ma- 
tematicas.  Puede  considerable  como  el  fundador  del 
Algebra  Moderna.  Logro  la  total  liberacion  de  esta 
disciplina  de  las  limitaciones  aritm^ticas,  al  introducir 


la  notacidn  algebraica.  Dio  las  fdrmulas  para  la  so- 
lucion  de  las  ecuaciones  de  sexto  grado.  Fue  Conse- 
jero  Privado  de  Enrique  IV  de  Francia.  Hixo  del 
Algebra  una  ciencia  puramente  simbolica,  y comple- 
to  el  desarrollo  de  la  Trigonometria  de  Ptolomeo. 


CAPITULO  XVII 


PROBLEMAS  SOBRE  ECUACIONES  FRACCIONARIAS 
DE  PRIMER  GRADO 

220)  La  suma  de  la  tercera  y la  cuarta  parte  de  un  numero  equivale  al  du- 
plo  del  numero  disminuido  en  17.  Hallar  el  numero. 

Sea  x = el  numero. 

x 

Tendremos:  — =la  tercera  parte  del  numero. 


— =la  cuarta  parte  del  numero. 

4 

2x  = duplo  del  numero. 

De  acuerdo  con  las  condiciones  del  problema, 
tendremos  la  ecuacion:  / 

Resolviendo:  4x  *f  3x  = 24x  - 204 

4x  -f  3x  — 24x  = - 204 
-17x  = - 204 
204 


x x 

— --f  — = 2x  — 17, 
3 4 


x = =12,  el  numero  buscado.  R. 

17 
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Wb  EJERCICIO  145 

1.  Hallar  el  numero  que  disminuido  en  sus  equivale  a su  duplo  dis- 
minuido  en  11. 

2.  Hallar  el  numero  que  aumentado  en  sus  equivale  a su  triplo  dismi- 
nuido en  14. 

3.  <jQu£  numero  hay  que  restar  de  22  para  que  la  diferencia  equivalga  a 
la  mitad  de  22  aumentada  en  los  del  numero  que  se  resta? 

4.  ^Cudl  es  el  numero  que  tiene  30  de  diferencia  entre  sus  ^ y sus  ^-? 

5.  El  exceso  de  un  numero  sobre  17  equivale  a la  diferencia  entre  los  — y — 
del  numero.  Hallar  el  numero. 

6.  La  suma  de  la  quinta  parte  de  un  numero  con  los  — del  numero  excede 

* • ii  ® 

en  49  al  doble  de  la  diferencia  entre  — y — del  numero.  Hallar  el  numero. 

e 7 12 

7.  La  edad  de  B es  los  — de  la  de  A,  y si  ambas  edades  se  suman,  la  suma 
excede  en  4 anos  al  doble  de  la  edad  de  B.  Hallar  ambas  edades. 

8.  B tiene  los  ^ 1°  que  tiene  A.  Si  A recibe  $90,  entonces  tiene  el  doble 

de  lo  que  tiene  B ahora.  ^Cuanto  tiene  cada  uno? 

9 Despues  de  vender  los  una  piezA  de  tela  quedan  40  m.  ^Cudl 

era  la  longitud  de  la  pieza? 

10.  Despu^s  de  gastar  y y y de  lo  que  tenia  me  quedan  39  bolivares.  ^Cudnto 
tenia? 

11-  El  triplo  de  un  numero  excede  en  48  al  tercio  del  mismo  numero. 
Hallar  el  numero. 

12.  El  cuadruplo  de  un  numero  excede  en  19  a la  mitad  del  numero  aumen- 
tada en  30.  Hallar  el  numero. 

13.  El  exceso  de  80  sobre  la  mitad  de  un  numero  equivale  al  exceso  del 
numero  sobre  10.  Hallar  el  numero. 

14.  Hallar  el  nrimero  cuyos  — excedan  a sus  — en  2. 

8 5 

15.  El  largo  de  un  buque  que  es  800  pies  excede  en  744  pies  a los  y del 
ancho.  Hallar  el  ancho. 

,221)  Hallar  tres  numeros  enteros  consecutivos  tales  que  la  suma  de  los  ^ 

del  mayor  con  los  y del  numero  intermedio  equivalga  al  numero 
menor  disminuido  en  8. 

Sea  x = numero  menor. 

Entonces  x + l = numero  intermedio. 

x -f  2 = numero  mayor. 
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Los  pf  del  numero  mayor  seran  ^(x  + 2). 

Los  ^ del  numero  intermedio  strin  j(x  + 1). 

El  menor  disminuido  en  8 sera  x — 8. 

De  acuerdo  con  las  condiciones  del  2 2 

problema,  tendremos  la  ecuacion:  > + 2) + — (x  + 1)  — x — 8. 

Resolviendo:  2(x  + 2)  2(x  + 1) 

1 = x — 8 

13  3 

6(x  + 2)  + 26(x  + 1)  = 39(x  - 8) 

6x  + 12  + 26x  + 26  = 39x  - 312 

6x  + 26x  - 39x  = - 12  - 26  - 312 
-7x  =-350 
x = 50 

Si  x = 50,  x + 1.=  51  y x + 2 = 52;  luego,  los  numeros  buscados  son  50, 
51  y 52.  R. 

m-  EJERCICIO  146 

1.  Hallar  dos  numeros  consecutivos  tales  que  los  —■  del  mayor  equivalgan 
al  menor  disminuido  en  4. 

2.  Hallar  dos  numeros  consecutivos  talcs  que  los  del  menor  excedan  en 
17  a los  4 del  mayor. 

3.  Hallar  dos  numeros  consecutivos  tales  que  el  menor  exceda  en  81  a 

3 2 

la  diferencia  entre  los  — del  menor  y los  — del  mayor. 

4.  Se  tienen  dos  numeros  consecutivos  tales  que  la  suma  de  del  mayor 
con  — del  menor  excede  en  8 a los  ^ del  mayor.  Hallar  los  numeros. 

6.  La  diferencia  de  los  cuadrados  de  dos  numeros  pares  consecutivos  es  324. 
Hallar  los  numeros. 

6.  A tiene  $1  mds  que  B.  Si  B gastara  58,  tendria  54  menos  que  los  4 tie 
lo  que  tiene  A.  ^Cuanto  tiene  cada  uno? 

7 Hoy  gan£  $1  mds  que  ayer,  y lo  que  he  ganado  en  los  dos  dias  es  S2f> 
mds  que  los  ~ de  lo  que  gan£  ayer.  ;Cudnto  gan^  hoy  y cudnto  ayer? 

8 Hallar  tres  numeros  consecutivos  tales  que  si  el  menor  se  divide  entre 
20,  el  mediano  entre  27  y el  mayor  entre  41  la  suma  de  los  cocicntcs  es  9. 

9.  Hallar  tres  numeros  consecutivos  tales  que  la  suma  de  los  4 del  menor 
con  los  ^ del  mayor  exceda  en  31  al  del  medio. 
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jj 

10.  Se  tienen  tres  numeros  consecutivos  talcs  que  la  difcrencia  entrc  los  — 

3 1 

del  mediano  y los  — del  menor  excede  en  1 a - del  mayor.  Hallar  los 
numeros. 

H # A tiene  2 anos  mas  que  B y £ste  2 anos  mas  que  C.  Si  las  edades  de 
B y C se  suman,  esta  suma  excede  en  12  anos  a los  de  la  edad  de  A. 
Hallar  las  edades  respectivas. 

12  A tiene  1 ano  menos  que  B y B 1 aiio  menos  que  C.  Si  del  cuadrado 
de  la  edad  de  C se  resta  el  cuadrado  de  la  edad  de  B la  diferencia  es 
4 anos  menos  que  los  ~ de  la  edad  de  A.  Hallar  las  edades  respectivas. 


222  La  suma  de  dos  numeros  es  77,  y si  el  mayor  se  divide  por  el  menor, 
el  cociente  es  2 y el  residuo  8.  Hallar  los  numeros. 


Sea 

Kntonces 


x = el  numero  mayor. 
77  — x = el  numero  menor. 


De  acuerdo  con  las  condiciones  del  problema,  al  dividir  el 
mayor  x entre  el  menor  77  — x el  cociente  es  2 y el  residuo  8,  pero 
si  al  dividendo  x le  restamos  el  residuo  8,  entonces  la  division  de 
x— 8 entre  77  — x es  exacta  y da  de  cociente  2;  luego,  tendremos 
la  ecuacidn:  / 


Resolviendo: 


x -8  = 2(77 -x) 
x - 8 = 154  - 2x 
8x  = 162 

162 

x = -^-  = 54,  numero  mayor 


Si  el  numero  mayor  es  54,  el  menor  seri  77  — x = 77  — 54  = 23. 
Luego,  los  numeros  buscados  son  54  y 23.  R. 


EJERCICIO  147 

1.  La  suma  de  dos  numeros  es  59,  y si  el  mayor  se  divide  por  el  menor,  el 
cociente  es  2 y el  residuo  5.  Hallar  los  numeros. 

2.  La  suma  de  dos  numeros  es  436,  y si  el  mayor  se  divide  por  el  menor, 
el  cociente  es  2 y el  residuo  73.  Hallar  los  numeros. 

3.  La  diferencia  de  dos  numeros  es  44,  y si  el  mayor  se  divide  por  el  menor, 
el  cociente  es  3 y el  residuo  2.  Hallar  los  numeros. 

4.  LJn  numero  excede  a otro  en  56.  Si  el  mayor  se  divide  por  el  menor,  el 
cociente  es  3 y el  residuo  8.  Hallar  los  numeros. 

5.  Dividir  260  en  dos  partes  tales  que  el  duplo  de  la  mayor  dividido  entre 
el  triplo  de  la  menor  de  2 de  cociente  y 40  de  residuo. 

6.  Reparur  19G  soles  entre  A v B de  modo  que  si  los  — de  la  parte  de  A 

se  dividen  entre  el  quinto  de  la  de  B se  obtiene  1 de  cociente  y 16  de 
residuo. 
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\22i)  En  tres  dias  un  hombre  gano  185  sucres.  Si  cada  dia  gand  los  ~ de 
lo  que  gano  el  dia  anterior,  <?cuanto  gano  en  cada  uno  de  los  tres  dias? 

Sea  x = lo  que  gand  el  lcr*  dia. 


^ ' i 


El  29  dia  gand  los  \ de  lo  que  *L  = lo  que  gan6  e,  2o  dla. 
gand  cl  ler-  dla,  o sea  los  de  x;  luego 


El  3cr- dla  gand  los  7 de  lo  que  gand  9x  , , „ 

3x  , ¥ = loq»tp»6d^dB. 

el  29  dia,  o sea  los  - de  luego 

4 4 16 

3x  9x 

Como  entre  los  3 dias  gand  185  sucres,  * + -t- *^r -- 1°5. 

tendremos  la  ecuacidn: / 


Resol  viendo:  16x  + 12x  + 9x  = 2960 

37x  = 2960 


2960  __ 

X = 

80  sucres,  lo  que  gand 

37 

el  primer  dia.  R. 

3x 

3X80 

El  29  dia  gand:  = 

4 

4 

=:  60  sucres.  R. 

_ 9x 

9x80 

El  3cr-  dia  gand:  = 

16 

16 

= 45  sucres.  R. 

m-  EJERCICIO  148 

1*  En  tres  dias  un  hombre  gand  $175.  Si  cada  dia  gand  la  mitad  de  lo  que 
gand  el  dia  anterior,  <fcuanto  gand  cada  dia? 

2.  El  jueves  perdi  los  4 de  lo  que  perdi  el  mitfrcoles  y el  viernes  los  --  de  lo 
que  perdi  el  jueves.  Si  en  los  tres  dias  perdi  S252,  <-cuanto  perdi  cada  dia? 

3-  B tiene  de  lo  que  tiene  A y C ~ de  lo  que  tiene  tiene  B.  Si  entre  los 
tres  tienen  248  sucres,  ;cuanto  tiene  cada  uno? 

4.  La  edad  de  B es  los  — de  la  de  A y la  de  C los  — de  la  de  B.  Si  las  tres 

5 ' 8 

edades  suman  73  anos,  hallar  las  edades  respectivas. 

5.  En  4 dias  un  hombre  recorrid  120  Km.  Si  cada  dia  recorrid  de  lo  que 
recorrid  el  dia  anterior,  <{cudntos  Km  recorrid  en  cada  dia? 

6.  En  cuatro  semanas  un  avidn  recorrid  4641  Km.  Si  cada  semana  recorrid 
los  — de  lo  que  recorrid  la  semana  anterior,  ^cuantos  Km  recorrid  en 
cada  semana? 
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7.  Una  herencia  de  330500  colones  se  ha  repartido  entre  cinco  personas. 

La  scgunda  recibe  la  mitad  de  lo  que  recibe  la  primera;  la  tercera  ~ de  lo 
que  recibe  la  segunda;  la  cuarta  — de  lo  que  recibe  la  tercera  y la  quinta  ^ 
de  lo  que  recibe  la  cuarta.  ^Cu^nto  recibid  cada  persona? 

8.  Un  hombre  viaj6  9362  Km  por  barco,  tren  y avidn.  Por  tren  recorrid 
los  ~ de  lo  que  recorrid  en  barco  y en  avidn  los  ~ de  lo  que  recorrid 
en  tren.  ,;Cu4ntos  Km  recorrid  de  cada  modo? 

224)  A tenia  cierta  suma  de  dinero.  Gasto  $30  en  libros  y los  --  de  lo  que 
le  quedaba  despuds  del  gasto  anterior  en  ropa.  Si  le  quedan  $30, 
icuanto  tenia  al  principio? 

Sea  x — lo  que  tenia  al  principio. 

Despues  de  gastar  $30  en  libros,  le  quedaron  $(x  — 30). 

En  ropa  gastd  y de  lo  que  le  quedaba,  o sea  y(x  — 30). 

Como  aun  le  quedan  $30,  la  diferencia  entre  lo 

que  le  quedaba  despuds  del  primer  gasto,  x — 30,  y lo 

s x-30-y(x-30)  = 30. 

que  gasto  en  ropa,  — (x  — 30),  ser,i  igual  a $30;  luego, 

tenemos  la  ecuaci6n:  

3(x  — 30) 

Resolviendo:  x — 30 = 30 

4x  - 120  - 3(x  - 30)  = 120 
4x  - 120  - 3x  + 90  = 120 

4x-3x  = 120+ 120-90 

| x = 150. 

Luego,  A tenia  al  principio  $150.  R. 

m-  EJERCICIO  149 

1.  Tenia  cierta  suma  de  dinero.  Gastd  $20  y prestd  los  — de  lo  que  me 
quedaba.  Si  ahora  tengo  $10,  <jcuanto  tenia  al  principio? 

2.  Despuds  de  gastar  la  mitad  de  lo  que  tenia  y de  prestar  la  mitad  de  lo 
que  me  quedd,  tengo  21  quetzales.  ^Cudnto  tenia  al  principio? 

3.  Tengo  cierta  suma  de  dinero.  Si  me  pagan  $7  que  me  deben,  puedo 
gastar  los  ^ de  mi  nuevo  capital  y me  quedaran  $20.  ^Cuanto  tengo  ahora? 

4.  Gastd  los  y de  lo  que  tenia  y prestd  los  -jj-  de  lo  que  me  quedd.  Si  aun 
tengo  500  bolivares,  ^cii^nto  tenia  al  principio? 

5.  Los  y de  las  aves  de  una  granja  son  palomas;  los  y del  resto  gallinas 
y las  4 aves  restantes  gallos.  ^Cuantas  aves  hay  en  la  granja? 
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6.  Gastd  los  ~ de  lo  que  tenia;  perdi  los  --  de  lo  que  me  quedd;  se  me 

perdieron  8 soles  y me  qued£  sin  nada.  <jCuanto  tenia  al  principio? 

7.  Tenia  cierta  suma.  Gaste  ^ de  lo  que  tenia;  cobre  $42  que  me  debian 
y ahora  tengo  $2  mds  que  al  principio.  ^Cudnto  tenia  al  principio? 

8.  Despu£s  de  gastar  la  mitad  de  lo  que  tenia  y $15  mas,  me  quedan  $30. 
£Cuanto  tenia  al  principio? 

9.  Gaste  los  de  lo  que  tenia  y despues  recibi  1300  sucres.  Si  ahora  tengo 
100  sucres  mds  que  al  principio,  <JCuanto  tenia  al  principio? 

10.  Tenia  cierta  suma.  Gaste  los  y en  trajes  y los  j de  lo  que  me  quedo 

en  libros.  Si  lo  que  tengo  ahora  es  $38  menos  que  los  ~ de  lo  que  tenia 

al  principio,  <?cuanto  tenia  al  principio? 

[225)  La  edad  actual  de  A es  la  mitad  de  la  de  B,  y hace  10  anos  la  edad 
de  A era  los  — de  la  edad  de  B.  Hallar  las  edades  actuates. 

7 

Sea  x = edad  actual  de  A. 

Si  la  edad  actual  de  A es  la  mitad  de  la  de  2x  = edad  actual  de  B. 

B,  la  edad  actual  de  B es  doble  de  la  de  A;  luego/ 

Hace  10  anos,  cada  uno  tenia  x- 10  = edad  de  A hace  10  anus. 

10  anos  menos  que  ahora;  luego, f 2x  - 10  = edad  de  B hace  10  anos. 


Segun  las  condiciones  del  problema,  la  edad  de  A hace 
10  anos,  x — 10,  era  los  ^ de  la  edad  de  B hace  10  anos,  o 

3 ' 

sea  - de  2x  — 10;  luego,  tendremos  la  ecuacion: 


x — 10  = *(2x  — 


Resolviendo:  7x  - 70  = 6x  — 30 

7x  — 6x  = 70  - 30 

x = 40  anos,  edad  actual  de  A.  R. 
2x  = 80  anos,  edad  actual  de  B.  R. 


(226) : 


(226)  Hace  10  anos  la  edad  de  A era  los  — de  la  edad  que  tendra  dentro 
de  20  anos.  Hallar  la  edad  actual  de  A. 


Sea  x = edad  actual  de  A. 

Hace  10  anos  la  edad  de  A era  x — 10. 
Dentro  de  20  anos  la  edad  de  A sera  x-f-20. 
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Segun  las  condiciones,  la  edad  de  A hace  10  anos, 
x — 10,  era  los  - de  la  edad  que  tendra  dentro  de  20  anos,  x - 10  = — (x  + 20). 

® D 

es  decir,  los  de  jc  + 20;  luego,  tenemos  la  ecuacidn 

Resolviendo:  5x  — 50  = 3x  + 60 

2x=  110 

x = ^^  = 55  anos,  edad  actual  de  A.  R. 

m-  EJERCICIO  150  ' 

1.  La  edad  de  A es  — de  la  de  B y hace  15  anos  la  edad  de  A era  ~ de  la 
de  B.  Hallar  las  edades  actuales. 

2.  La  edad  de  A es  el  triplo  de  la  de  B y dentro  de  20  anos  sera  el  doble. 

Hallar  las  edades  actuales. 

3.  La  edad  de  A hace  5 anos  era  los  de  la  edad  quc  tendra  dentro  de  5 
anos.  Hallar  la  edad  actual  de  A. 

4.  Hace  6 anos  la  edad  de  A era  la  mitad  de  la  edad  que  tendra  dentro  de 
24  anos.  Hallar  la  edad  actual  de  A. 

5.  La  edad  de  un  hijo  es  y de  la  edad  de  su  padre  y dentro  de  16  anos 
sera  la  mitad.  Hallar  las  edades  actuales. 

6.  La  edad  de  un  hijo  es  los  - de  la  de  su  padre  y hace  8 anos  la  edad  del 

hijo  era  los  ^ de  la  edad  del  padre.  Hallar  las  edades  actuales. 

7.  La  suma  de  las  edades  actuales  de  A y B es  65  anos  y dentro  de  10  anos 

la  edad  de  B serd  los  — de  la  de  A.  Hallar  las  edades  actuales. 

12 

8.  La  diferencia  de  las  edades  de  un  padre  y su  hijo  es  25  anos.  Hace  15 
anos  la  edad  del  hijo  era  los  — de  la  del  padre.  Hallar  las  edades  actuales. 

9.  Hace  10  anos  la  edad  de  un  padre  era  doble  que  la  de  su  hijo  y dentro 

de  10  anos  la  edad  del  padre  serd  los  ^ de  la  del  hijo.  Hallar  las  edades 

actuales. 

10.  A tiene  18  anos  mds  que  B.  Hace  18  anos  la  edad  de  A era  los  ~ de  la 
de  B.  Hallar  las  edades  actuales. 

11.  La  edad  de  A es  el  triplo  de  la  de  B y hace  4 anos  la  suma  de  ambas 
edades  era  igual  a la  que  tendrd  B dentro  de  16  anos.  Hallar  las  edades 
actuales. 


A tiene  doble  dinero  que  B.  Si  A le  da  a B 34  soles,  A tendra  los  ^ 
de  lo  que  tenga  B.  <jCu£nto  tiene  cada  uno? 

Sea  x = lo  que  tiene  B. 

Entonces  2x  = lo  que  tiene  A. 

Si  A le  da  a B 34  soles,  A se  queda  con  2x  — 34  soles  y B tendrd  en- 
tonces x + 34  soles. 
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Segun  las  condiciones  del  problema,  cuando  A le  da 
a B 34  soles,  lo  que  le  queda  a A,  2x  — 34  soles,  es  los  ^ 2x  — 34  = — 
de  lo  que  tiene  B,  o sea,  los  de  x + 34  soles;  luego,  U 

tenemos  la  ecuacidn 


Resol  viendo: 


22x  - 374  = 5x  + 170 
22x  — 5x  = 374  + 170 
17x  = 544 
544 

x = = 32  soles,  lo  que  tiene  B . R. 

17 

2x=  64  soles,  lo  que  tiene  A.  R. 


m-  EJERCICIO  151 

1.  A tiene  doble  dinero  que  B.  Si  A le  diera  a B 20  bolivares,  tendria 
los  -j  de  lo  que  tendria  B.  ^Cuanto  tiene  cada  uno? 

2.  A tiene  la  mitad  de  lo  que  tiene  B,  pero  si  B le  da  a A 24  colones, 
ambos  tendran  lo  mismo.  ^Cudnto  tiene  cada  uno? 

3.  B tiene  el  doble  de  lo  que  tiene  A,  pero  si  B le  da  a A $6  A tendra  los  — 
de  lo  que  le  quede  a B.  <{Cudnto  tiene  cada  uno? 

4.  B tiene  los  y de  lo  que  tiene  A . Si  B le  gana  a A $30,  B tendra  los  •?- 
de  lo  que  le  quede  a A.  ,{Cuanto  tiene  cada  uno? 

5.  A y B empiezan  a jugar  con  igual  suma  de  dinero.  Cuando  A ha  per- 
dido  30  sucres  tiene  la  mitad  de  lo  que  tiene  B.  <;Con  cudnto  empezd 
a jugar  cada  uno? 

6.  A y B empiezan  a jugar  teniendo  B los  — de  lo  que  tiene  A.  Cuando  B 
ha  ganado  $22  tiene  los  - de  lo  que  le  queda  a A.  <jCon  cudnto  empezd 
a jugar  cada  uno? 

7.  A tiene  los  ^ de  lo  que  tiene  B.  Si  A gana  $13  y B pierde  $5,  ambos 
tendrian  lo  mismo.  <[Cuanto  tiene  cada  uno? 

8.  B tiene  la  mitad  de  lo  que  tiene  A,  Si  B le  gana  a A una  suma  igual 
a j de  lo  que  tiene  A,  B tendrd  $5  mas  que  A.  <*Cudnto  tiene  cada  uno? 

9.  A y B empiezan  a jugar  con  igual  suma  de  dinero.  Cuando  B ha  perdido 
los  — del  dinero  con  que  empezd  a jugar,  A ha  gatiado  24  balboas. 
<:Con  cu£nto  empezaron  a jugar? 

10.  A y B empiezan  a jugar  con  igual  suma  de  dinero.  Cuando  B ha  perdido 
los  del  dinero  con  que  empezd  a jugar,  lo  que  ha  ganado  A es  24  soles 
mds  que  la  tercera  parte  de  lo  que  le  queda  a B.  <jCon  cudnto  empezaron 
a jugar? 


PROBLEMAS  SOBRE  ECUACIONES  FRACC  ION  ARIAS  0 255 


(228) 


228)  Un  padre  tiene  40  anos  y su  hi  jo  15. 
del  hijo  serd  los  — de  la  del  padre? 


<i  Dentro  de  cuantos  anos  la  edad 


Sea  x el  niimero  de  anos  que  tiene  que  pasar  para  que  la  edad  del 
hijo  sea  los  ~ de  la  del  padre. 

Dentro  de  x anos,  la  edad  del  padre  serd  40  + x anos,  y la  del  hijo, 
15  + x anos. 


Segun  las  condiciones  del  problema,  la  edad  del  hijo 
dentro  de  x anos,  15  -f  x , sera  los  de  la  edad  del  padre 
dentro  de  x anos,  o sea  los  j de  40  + x;  luego,  tenemos  la 

ecuacidn:  - 


15  -f  x = —(40  -b  x). 
y 


Resolviendo:  135  + 9x  = 160  + 4x 

5x  = 25 
x = 5. 

Dentro  de  5 anos.  R. 


m-  EJERCICIO  152 

1.  A tiene  38  anos  y B 28  anos.  ^Dentro  de  cuantos  anos  la  edad  de  B 
sera  los  — de  la  de  A? 

4 

2.  B tiene  25  anos  y A 30.  ^Dentro  de  cuantos  anos  la  edad  de  A serd 

los  — de  la  edad  de  B ? 

6 

3.  A tiene  52  aiios  y B 48.  ^Cuantos  anos  hace  que  la  edad  de  B era 

los  — de  la  de  A? 

10 

4.  Rosa  tiene  27  anos  y Maria  18.  ^Cuantos  anos  hace  que  la  edad  de  Maria 
era  — de  la  de  Rosa? 

4 

->  Enrique  tiene  $50  y Ernesto  $22.  Si  ambos  reciben  una  misma  suma  de 
dinero,  Ernesto  tiene  los  j de  lo  de  Enrique.  <jCudl  es  esa  suma? 

6.  Pedro  tenia  Q 90  y su  hermano  Q 50.  Ambos  gastaron  igual  suma  y 
ahora  el  hermano  de  Pedro  tiene  los  ^ de  lo  que  tiene  Pedro.  ^Cudnto 
gastd  cada  uno? 

IJna  persona  tiene  los  — de  la  edad  de  su  hermano.  Dentro  de  un  numero 

de  anos  igual  a la  edad  actual  del  mayor,  la  suma  de  ambas  edades  serd 
75  aiios.  Hallar  las  edades  actuates. 

8.  A tenia  $54  y B $32.  Ambos  ganaron  una  misma  cantidad  de  dinero 
y la  suma  de  lo  que  tienen  ambos  ahora  excede  en  $66  al  cuddruplo  de 
lo  que  gan6  cada  uno.  <jCudnto  gan6  cada  uno? 

A tenia  153  bolivares  y B 12.  A le  dio  a B cierta  suma  y ahora  A tiene  — 
de  lo  que  tiene  B.  <jCudnto  le  dio  A a B? 
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229  La  longitud  de  un  rectangulo  excede  al  ancho  en  8 m.  Si  cada  di- 
mension  se  aumenta  en  3 metros,  el  irea  se  aumentaria  en  57  m-. 
Hallar  las  dimensiones  del  rectangulo. 


Sea  x = ancho  del  rectangulo. 

Entonces  x + 8 = longitud  del  rectangulo. 


Como  el  circa  de  un  rectangulo  se 
obtiene  inultiplicando  su  longitud  por  su 
ancho,  tendremos:  /" 


x(x  + 8)  = irea  del  rectdngulo  dado. 


Si  cada  dimension  se  aumenta  en  3 metros,  el  ancho  sera  ahora  x + 3 
metros  y la  longitud  (x  + 8)  + 3 = x + ll  metros.  \ 

El  rirea  ser«4  ahora  (x  + 3)(x  + 11)  m2. 

Segtin  las  condiciones,  esta  nueva  superficie 
(x  + 3)(x  + ll)  m'J  tiene  57  m2  mas  que  la  su-  (x  + 3)(x  + 11)  — 57  = x(x  *f  8).  * 
perficie  del  rectangulo  dado  x(x  + 8);  luego,  se 
tiene  la  ecuacion: 


Resolviendo:  x2  + 14x  + 33  — 57  = x2  + 8x 

14x  - 8x  = 57  - 33 
6x  = 24 

x=4  m,  ancho  del  rectdngulo  dado  R. 
x 4-8  = 12  m,  longitud  del  rectangulo  dado.  R. 


W EJERCICIO  153 

1.  La  longitud  de  un  rectangulo  excede  al  ancho  en  3 m.  Si  cada  dimen- 
si6n  se  aumenta  en  1 m la  superficie  se  aumenta  en  22  m2.  Hallar  las 
dimensiones  del  rectangulo. 

2.  Una  de  las  dimensiones  de  una  sala  rectangular  es  el  doble  de  la  otra. 
Si  cada  dimensidn  se  aumenta  en  5 m el  drea  se  aumentaria  en  160  m2. 
Hallar  las  dimensiones  del  rectangulo. 

3.  Una  dimensidn  de  un  rectangulo  excede  a la  otra  en  2 m.  Si  ambas 
dimensiones  se  disminuyen  en  5 m el  <irea  se  disminuye  en  115  m2. 
Hallar  las  dimensiones  del  rectdngulo. 

4.  La  longitud  de  un  rectingulo  excede  en  24  m al  lado  del  cuadrado 
equivalente  al  rectangulo  y su  ancho  es  12  m metios  que  el  lado  de  dicho 
cuadrado.  Hallar  las  dimensiones  del  rectangulo. 

5.  La  longitud  de  un  rectangulo  es  7 m mayor  y su  ancho  6 m menor 
que  el  lado  del  cuadrado  equivalente  al  rectangulo.  Hallar  las  dimen- 
siones del  rectdngulo. 

6.  La  longitud  de  un  campo  rectangular  excede  a su  ancho  en  30  m Si 

la  longitud  se  disminuye  en  20  m y el  ancho  se  aumenta  en  15  m,  el 

<irea  se  disminuye  en  150  m2.  Hallar  las  dimensiones  del  rectangulo. 

7.  La  longitud  de  una  sala  excede  a su  ancho  en  10  m.  Si  la  longitud  se 

disminuye  en  2 m y el  ancho  se  aumenta  en  1 m el  drea  no  varia. 

Hallar  las  dimensiones  de  la  sala. 
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£30  El  denoniinador  de  una  fraccidn  excede  al  numerador  en  5. 

nominador  se  aumcnta  en  7,  el  valor  de  la  fraccion  es  —. 
fraccion. 


Si  el  de- 
Hallar  la 


Sea  x = numerador  dc  la  fraccion. 


Como  cl  denoniinador  excede  al  numerador  en  5:  x + 5 - denomina- 
dor  de  la  fraccion. 

x 

La  fraccion  sera,  por  lo  tanto,  . 

x -h  5 


Segun  las  condiciones,  si  el  denominador  de  esta  fraccion  se 
aumcnta  en  7,  la  fraccion  equivale  a — ; luego,  tendremos  la 

ecuacidn:  — — / 


Resol  viendo:  = — 

x+12  2 

2x  = x + 12 

x = 12,  numerador  de  la  fraccion. 
x4-5  = 17,  denominador  de  la  fraccion. 

12 

Luego,  la  fraction  buscada  es  — . R. 

17 

W EJERCICIO  154 

1-  El  numerador  de  una  fraccion  excede  al  denominador  cn  2.  Si  el  deno- 
minador se  aumenla  en  7 el  valor  de  la  fraccion  es  — . Hallar  la  Iraccion. 

2 

2.  El  denominador  de  una  fraccidn  excede  al  numerador  en  1.  Si  el  deno- 
minador se  aumenta  en  15,  el  valor  de  la  fraccidn  es  -p  Hallar  la  fraccion. 

3.  El  numerador  de  una  fraccidn  es  8 unidades  menor  que  el  denominador. 
Si  a los  dos  tdrminos  de  la  fraccion  se  suma  1 el  valor  de  la  Iraccion  es  — . 
Hallar  la  fraccion. 

4.  El  denominador  de  una  fraccion  excede  a!  duplo  del  numerador  en  1. 

Si  al  numerador  se  resta  4,  cl  valor  de  la  fraccion  es  — . Hallar  la  fraccion. 

a 

5.  El  denominador  de  una  fraccion  excede  al  duplo  del  numerador  en  6. 
Si  el  numerador  se  aumenta  en  15  y el  denoniinador  se  disminuye  en  1, 

el  valor  de  la  fraccidn  es  — . Hallar  la  fraccidn. 

3 

6.  El  denominador  de  una  fraction  excede  al  numerador  en  1.  Si  al  deno- 
minador se  ariade  4,  la  fraccidn  que  residta  es  2 unidades  menor  que 
el  triplo  de  la  fraccidn  primitiva.  Hallar  la  fraccion. 

7.  El  denominador  de  una  fraccidn  es  1 menos  que  cl  triplo  del  numerador. 
Si  el  numerador  se  aumenta  cn  8 y cl  denominador  en  4 el  valor  dc  la 

fraccidn  es  — . Hallar  la  fraccidn. 

12 

8.  El  numerador  de  una  fraccidn  excede  al  denominador  en  22.  Si  al  nume- 
rador se  resta  15,  la  diferencia  entre  la  fraccidn  primitiva  y la  nueva 
fraccidn  es  3.  Hallar  la  fraccidn  primitiva. 


258  • algebra 


23  \J  La  cifra  de  las  decenas  de  un  numero  de  dos  cifras  excede  en  3 a la 
cifra  de  las  unidades,  y si  el  numero  se  divide  |>or  la  suma  de  sus  cifras, 
el  cociente  es  7.  Hallar  el  numero. 

Sea  x = la  cifra  de  las  unidades. 

Entonces  x + 3 = la  cifra  de  las  deccnas. 

El  numero  se  obtiene  multiplicando  por  10  la  cifra  de  las  decenas  y 
sumandole  la  cifra  de  las  unidades;  luego: 

10(x  -f  3)  + x = lOx  + 30  4-  x = 1 lx  + 30  = el  numero. 

Segun  las  condiciones,  el  numero  1 1 x *f  30  dividido  por  la  llx  -f  30  _ 

suma  de  sus  cifras,  o sea  por  x + x + 3 = 2x  + 3,  da  de  cociente  7:  2x  + 3 

luego,  tenemos  la  ecuacion: 

Resolviendo:  llx  -I-  30  = 14x  + 21 

llx  - 14x  = - 30  + 21 
- 3x  = - 9 

x = 3,  la  cifra  de  las  unidades. 

x + 3 = 6,  la  cifra  de  las  decenas. 

Luego,  el  numero  buscado  es  63.  R. 

» EJERCICIO  155 

1.  La  cifra  de  las  decenas  de  un  numero  de  dos  cifras  excede  a la  cifra  de 
las  unidades  en  2.  Si  el  numero  se  divide  entre  la  suma  de  sus  cifras, 
el  cociente  es  7.  Hallar  el  numero. 

2.  Li  cifra  de  las  unidades  de  un  numero  de  dos  cifras  excede  en  4 a la 
cifra  de  las  decenas  y si  el  numero  se  divide  por  la  suma  de  sus  cifras  el 
cociente  es  4.  Hallar  el  numero. 

3.  La  cifra  de  las  decenas  de  un  numero  de  dos  cifras  es  el  duplo  de  la 
cifra  de  las  unidades  y si  el  numero,  disminuido  en  9,  se  divide  por  la 
suma  de  sus  cifras  el  cociente  es  6.  Hallar  el  numero. 

4.  La  cifra  de  las  decenas  de  un  numero  de  dos  cifras  excede  en  1 a la  cifra 
de  las  unidades.  Si  el  numero  se  multiplica  por  3 este  producto  equivale 
a 21  veces  la  suma  de  sus  cifras.  Hallar  el  numero. 

5.  La  suma  de  la  cifra  de  las  decenas  y la  cifra  de  las  unidades  de  un  numero 
de  dos  cifras  es  7.  Si  el  numero,  aumentado  en  8,  se  divide  por  el  duplo 
de  la  cifra  de  las  decenas  el  cociente  es  6.  Hallar  el  numero. 

6.  La  cifra  de  las  decenas  de  un  numero  de  dos  cifras  excede  en  2 a la  cifra 
de  las  unidades  y el  numero  excede  en  27  a 1()  veces  la  cifra  de  las  uni- 
dades. Hallar  cl  numero. 

7.  La  cifra  de  las  decenas  de  un  numero  de  dos  cifras  es  el  duplo  de  la  cifra 
de  las  unidades,  y si  el  numero  disminuido  en  4 se  divide  por  la  diferen- 
cia  entre  la  cifra  de  las  decenas  y la  cifra  de  las  unidades  el  cociente 
es  20.  Hallar  el  numero. 
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A puede  hacer  una  obra  en  3 dias  y B en  5 dias. 
pueden  hacer  la  obra  trabajando  los  dos  juntos? 


<:En  cuanto  tieinpo 


Sea  x el  numero  de  dias  que  tardarian  en  hacer  la  obra  trabajando 
los  dos  juntos. 

Si  en  x dias  los  dos  juntos  hacen  toda  la  obra,  en  1 dia  haran  — de 
la  obra. 


A,  trabajando  solo,  h ace  la  obra  en  3 dias;  luego,  en  un  dia  hace  t-  de 
la  obra. 

B,  trabajando  solo,  hace  la  obra  en  5 dias;  luego,  en  un  dia  hace  — de 
la  obra. 

Los  dos  juntos  haran  en  un  dia  (y-fy)  de  la  obra;  pero  — -f^-  = 
como  en  un  dia  los  dos  hacen  — de  la  obra,  tendremos: 


Resolviendo:  5x  -f  3x  = 15 

Sx  = 15 

x = ”■ = 1 — • dias.  R. 

8 8 

EJERCICIO  156 

**  A puede  hacer  una  obra  en  3 dias  y B en  6 dias.  <;En  cuanto  tiempo 
pueden  hacer  la  obra  los  dos  trabajando  juntos? 

~ Una  Have  puede  llenar  un  deposito  en  10  minutos  y otra  en  20  minutos. 

<;En  cuanto  tiempo  pueden  llenar  el  deposito  las  dos  Haves  juntas? 

3*  A puede  hacer  una  obra  en  4 dias,  B en  6 dias  y C en  12  dias.  <*En  cuanto 
tiempo  pueden  hacer  la  obra  los  ties  juntos? 

4 1 2 

A puede  hacer  una  obra  en  1—  dias,  B en  6 dias  y C en  2-j  dias.  <*En 
cuanto  tiempo  haran  la  obra  los  tres  juntos? 

5-  Una  Have  puede  llenar  un  depbsito  en  5 minutos,  otra  en  6 minutos  y 
otra  en  12  minutos.  <{En  cuanto  tiempo  llenaran  el  depbsito  las  tres 
Haves  abiertas  al  mismo  tiempo? 

6*  Una  Have  puede  llenar  un  deposito  en  4 minutos,  otra  Have  en  8 minutos 
y un  desagiie  puede  vaciarlo,  estando  llcno,  en  20  minutos.  <?En  cuanto 
tiempo  se  llenara  el  deposito,  si  estando  vacio  y abierto  el  desagiie  se 
abren  las  dos  Haves? 


£A  que  hora  entre  las  4 y las  5 estan  opuestas 
las  agujas  del  reloj? 

En  los  problemas  sobre  el  reloj,  cl  alumno  debe 
hacer  sicmpre  un  grafico  como  cl  ad  junto. 

En  el  grafico  esta  representada  la  posickSn  del 
horario  y el  minutero  a las  4.  Despu^s  representa- 
mos  la  posicion  de  ambas  agujas  cuando  estin  opues- 
tas, el  horario  en  C y el  minutero  en  D. 


FIGURA  20 


C 
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Mientras  el  minutero  da  una  vuelta  completa  al  reloj,  GO  divisiones 
dc  minuto,  cl  horario  avanza  de  una  hora  a la  siguiente,  5 divisiones  de 
minuto,  o sea  — de  lo  que  ha  recorrido  el  minutero;  luego,  el  horario 

avanza  siempre  ^ de  las  divisiones  que  avanza  el  minutero. 

Sea  x = el  numero  de  divisiones  de  1 minuto  del  arco  ABCD  que  ha 
recorrido  el  minutero  hasta  estar  opuesto  al  horario. 

Entonccs  ^ = numero  de  divisiones  de  1 minuto  del  arco  BC  que  ha 
recorrido  el  horario. 

En  la  figura20se  ve  que  el  arco  ABCD  = x equivale  al 
arco  AB  = 20  divisiones  de  1 minuto,  mas  el  arco  BC  = ~,  mas  x = 20  + — + 30 
el  arco  CD  = 30  divisiones  dc  1 minuto;  luego,  tendremos  la  12 

ecuacion: p 


Resolviendo: 


x 

x = 50  H 

12 

12x  = 600  + x 
1 lx  = 600 

600  6 . . 

x =-—  = 54—  divisiones  de  1 minuto. 


Luego,  entre  las  4 y las  5 las  manecillas  del  reloj  estan  opuestas  a las 
4 y 54—  minutos.  R. 


<?A  que  hora,  entre  las  5 
recto? 


y las  6,  las  agujas  del  reloj  forinan  dngulo 


Entre  las  5 y las  6 las  agujas  estan  cn  angulo  recto  en  2 posiciones: 
una,  antes  de  que  el  minutero  pase  sobre  el  horario,  y otra,  despues. 


A 


1)  Antes  de  que  el  minutero  pase  sobre  el  ho- 
rario. 

A las  5 el  horario  estd  en  C y el  minutero  en  A. 
Representcmos  la  posicion  en  que  forman  angulo 
recto  antes  de  pasar  el  minutero  sobre  el  horario:  el 
minutero  en  B y cl  horario  en  D (figura  21). 

Sea  x = el  arco  AB  que  ha  recorrido  el  minute- 
ro; entonces  “ — cl  arco  CD  que  ha  recorrido  el  ho- 
rario. 


FIGURA  21 
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En  la  figura  adjunta  sc  ve  que:  arco  ,4/i  + arco  BD  = 

arco  AC  + arco  CD,  pero  arco  AR  — x , arco  RD  = 15,  arco 

AT  oc  nr\  1 i / * + 15=25  + 

AC  = 25  y arco  CD=— ; luego: ' 

Resolviendo:  12x  + 180  = 300  + x 

llx  = 120 

120  10  a.  . . . , . 
x=  — = 10jj  divisiones  dc  1 minuto. 


Luego,  estardn  en  dngulo  recto  por  pritncra  vez  a las  5 y 10^  mi- 
nutos.  R. 

2)  Despues  que  el  minutero  ha  pasado  sobre 
el  horario.  A 


A las  5 el  horario  esta  cn  R y el  minutero  en  A. 
Despues  de  pasar  el  minutero  sobre  el  horario,  cuan- 
do  forman  dngulo  recto,  el  horario  esta  en  C y el 
minutero  en  D. 

Sea  x = el  arco  ARCD  que  ha  recorrido  el  minu- 
tero; ~ = eI  arco  RC  que  ha  recorrido  el  horario. 

Fn  la  figura  se  ve  que:  arco  ABCD  = arco  AR  + 
arco  BC  + arco  CD,  o sea, 


x = 25  + 


12 


+ 15. 


FIGURA  22 


Resolviendo:  12x  = 300  + x + 180 

llx  = 480 

ISO  7 „ . . 

x = = 43 — divisiones  de  1 minuto. 

11  11 

Luego,  formaran  dngulo  recto  por  segunda  vez  a las  5 y 43—  mi- 
ll utos.  R. 


m*  EJERCICIO  157 

1-  iA  que  hora,  entre  la  1 y las  2,  estdn  opuestas  las  agujas  del  reloj? 

2.  <?A  qu£  horas,  entre  las  10  y las  11,  las  agujas  del  reloj  forman  dngulo 

recto? 

3.  «;A  que  hora,  entre  las  8 y las  9,  estdn  opuestas  las  agujas  del  reloj? 

4.  ^A  que  hora,  entre  las  12  y la  1,  estdn  opuestas  las  agujas  del  reloj? 

5.  ;A  qu£  hora,  entre  las  2 y las  3,  forman  dngulo  recto  las  agujas  del 

reloj? 

6.  <:A  que  hora.  entre  las  4 y las  5,  coinciden  las  agujas  del  reloj? 
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7.  <iA  qu£  horas,  entre  las  6 y las  7,  las  agujas  del  reloj  forman  angulo  recto? 

8.  <*A  qu£  hora,  entre  las  10  y las  11,  coinciden  las  agujas  del  reloj? 

9.  iA  qu£  hora,  entre  las  7 y las  7 y 30,  estan  en  Angulo  recto  las  agujas 

del  reloj? 

10.  iA  que  hora,  entre  las  3 y las  4,  el  minutero  dista  exactamente  5 divi- 
siones  del  horario,  despues  de  haberlo  pasado? 

11.  iA  qu£  horas,  entre  las  8 y las  9,  el  minutero  dista  exactamente  del 
horario  10  divisiones? 

m-  EJERCICIO  158 

MISCELANEA 

SOBRE  PROBLEMAS  QUE  SE  RESUELVEN  POR  ECUACIONES  DE  1C»-  GRADO 

1.  La  diferencia  de  dos  numeros  es  6 y la  mitad  del  mayor  excede  en  10 
a los  — del  menor.  Hallar  los  numeros. 

2-  A tenia  $120  y B $90.  Despues  que  A le  dio  a B cierta  suma,  B tiene  los 
— de  lo  que  le  queda  a A.  <jCuanto  le  dio  A a B? 

3.  Un  numero  se  aumentd  en  6 unidades;  esta  suma  se  dividio  entre  8; 
al  cociente  se  le  sumo  5 y esta  nueva  suma  se  dividio  entre  2,  obteniendo 
4 de  cociente.  Hallar  el  numero. 

4.  Se  ha  repartido  una  herencia  de  48000  soles  entre  dos  personas  de  modo 
que  la  parte  de  la  que  recibid  menos  equivale  a los  y de  la  parte  de 
la  persona  favorecida.  Hallar  la  parte  de  cada  uno. 

5.  Dividir  84  en  dos  partes  tales  que  ~ de  la  parte  mayor  equivalga  a y 
de  la  menor. 

6.  Dividir  120  en  dos  partes  tales  que  la  menor  sea  a la  mayor  como  3 
es  a 5. 

7.  Un  hombre  gasta  la  mitad  de  su  sueldo  mensual  en  el  alquiler  de  la 
casa  y alimentacidn  de  su  familia  y y del  sueldo  en  otros  gastos.  Al 
cabo  de  15  meses  ha  ahorrado  $300.  <jCudl  es  su  sueldo  mensual? 

8.  Un  hombre  gastd  ~ de  lo  que  tenia  en  ropa;  y en  libros;  prestd  $102 

a un  amigo  y se  quedd  sin  nada.  .jCudnto  gastd  en  ropa  y cuanto  en 
libros? 

9.  La  edad  de  B es  \ de  la  de  A y la  de  C — de  la  de  B.  Si  entre  los  tres 

5 3 

tienen  25  afios,  <jcu31  es  la  edad  de  cada  uno? 

10.  Vendi  un  automdvil  por  8000  bolivares  mds  la  tercera  parte  de  lo  que 
me  habia  costado,  y en  esta  operacidn  gan£  2000  bolivares.  <jCudnto  me 
habia  costado  el  auto? 

11.  Compr^  cierto  numero  de  libros  a 2 por  $5  y los  vendi  a 2 por  $7, 
ganando  en  esta  operacidn  $8.  ^Cudntos  libros  compr£? 

12.  Comprc  cierto  numero  de  libros  a 4 por  $3  y un  numero  de  libros  igual 
a los  del  numero  de  libros  anterior  a 10  por  $7.  Vendicndolos  to  dos 
a 2 por  $3  gan£  $54.  ^Cudntos  libros  compr6? 
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13.  Dividir  150  en  cuatro  partes,  tales  que  la  scgunda  sea  los  ~ de  la  pri 

mera;  la  tcrcera  los  de  la  scgunda  y la  cuarta  ~ de  la  tercera. 

14.  que  hora,  entre  las  9 y las  10  coinciden  las  agujas  del  reloj? 

15.  A cs  10  anos  mayor  que  B y hace  15  anos  la  edad  de  B era  los  ~ de  la 
de  A.  Hallar  las  edades  actuales. 

16.  A y B trabajando  juntos  hacen  una  obra  en  6 dias.  B solo  puede  hacerla 
en  10  dias.  <jEn  cudntos  dias  puede  hacerla  A? 

17.  Dividir  650  en  dos  partes  tales  que  si  la  mayor  se  divide  entre  5 y la 
menor  se  disminuye  en  50,  los  rcsultados  son  iguales. 

18.  La  edad  actual  de  A es  — de  la  de  B;  hace  10  anos  era  Hallar  las 
edades  actiiales. 

19.  Hallar  dos  numeros  consecutivos  talcs  que  la  diierencia  de  sus  cuadrados 
exceda  en  43  a ~ del  numero  menor. 

20.  Un  capataz  contrata  un  obrcro  ofrccit^ndole  un  sueldo  anual  de  3000 
sucres  y una  sortija.  A1  cabo  de  7 meses  el  obrero  es  despedulo  y recibe 
1500  sucres  y la  sortija.  ^Cual  era  el  valor  de  la  sortija? 

21.  Una  suma  de  $120  se  reparte  por  partes  iguales  entre  cierto  numero  de- 

personas.  Si  el  numero  de  personas  hubiera  sido  ^ mas  de  las  que  habia, 

cada  persona  hubiera  recibido  $2  menos.  Entre  cuantas  personas  se 
repartid  el  dinero? 

22.  Un  hombre  eomprd  cicrto  numero  de  libros  por  $400.  Si  hubiera  com* 
prado  -j*  mas  del  numero  de  libros  que  comprd  por  el  mismo  dinero, 

cada  libro  le  habria  costado  $2  menos.  ^Cu^ntos  libros  comprd  y cuanto 
pago  por  cada  uno? 

23.  Se  ha  repartido  cierta  suma  entre  A,  B y C.  A recibio  >30  menos  que 

la  tnitad  de  la  suma;  B $20  mas  que  los  j de  la  suma  y C el  resto,  que 

eran  $30.  iCuAnto  recibieron  A y B? 

24.  Compre  cierto  numero  de  libros  a 5 libros  por  $6.  Me  qued£  con  ~ 

de  los  libros  y vendiendo  el  resto  a 4 libros  por  $9  gan£  S9.  iCuAntos 
libros  compr£? 

25.  Un  hombre  dejo  la  mitad  de  su  fortuna  a sus  hijos;  — a sus  henna* 
nos;  i a un  amigo  y el  resto,  que  eran  2500  colones,  a un  asilo.  <{Cudl 
era  su  fortuna? 

26.  Un  padre  de  familia  gasta  los  de  su  sueldo  anual  en  atenciones  de 

l i 

su  casa;  — en  ropa,  — en  paseos  y ahorra  810  balboas  al  ano.  <jCu;U  es 
su  sueldo  anual? 

27-  Un  hombre  gastd  el  ano  antepasado  los  ~ de  sus  ahorros;  el  ano  pasado 
— de  sus  ahorros  iniciales;  este  ano  ~ de  lo  que  le  quedaba  y atin  tiene 
$400.  «jA  cuanto  aseendian  sus  ahorros? 
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28.  Dividir  350  en  dos  partes,  tales  que  la  diferenua  entre  la  parte  inenor 
y los  de  la  mayor  equivalga  a la  difcrencia  entre  la  parte  mayor  y los  - 
dc  la  inenor. 

29.  Se  ha  repartido  cierta  suma  entre  A,  B y C.  A retibid  $15;  0 tanto 
como  A mas  los  - de  lo  que  recibid  C y C tanto  como  A y B juntos? 
<;Cual  lue  ia  suma  repartida? 

30.  Tengo  $9.60  en  pesos,  piezas  de  20  centavos  y 10  centavos  respectiva- 
mente.  El  numero  de  piezas  de  20  centavos  es  los  ~ del  numero  de  pesos 
y cl  numero  de  piezas  de  10  centavos  es  los  -j  del  numero  de  piezas  de 
20  centavos.  ^Cudntas  monedas  de  cada  clase  tengo? 

31.  Un  comerciante  perdid  el  primer  ano  7-  de  su  capital;  el  segundo  ano 
gano  una  cantidad  igual  a los  de  lo  que  le  quedaba;  el  tercel*  ano 
gand  los  --  de  lo  que  tenia  al  terminar  el  segundo  ano  y entonces  tiene 
13312  quetzales.  ^Cuiil  era  su  capital  primitivo? 

32.  A y R tienen  la  misma  edad.  Si  A tuviera  10  anos  menos  y R 5 anos 
m4s,  la  edad  de  A seria  los  — de  la  de  B.  Hallar  la  edad  de  A. 

33.  Un  comandante  dispone  sus  tropas  forma ndo  un  cuadrado  y ve  que 
le  quedan  fuera  36  hombres.  Entonces  pone  un  hombre  m is  en  cada 
lado  del  cuadrado  y vc  que  le  faltan  75  hombres  para  completai  d 
cuadrado.  ;Cuantos  hombres  habia  en  cl  lado  del  primer  cuadrado 
y cudntos  hombres  hay  en  la  tropa? 

34.  Gast£  los  y de  lo  que  tenia  y $20  mds  y me  qued£  con  la  cuarta  parte 
de  lo  que  tenia  y $16  mas.  <jCuanto  tenia? 

35.  A empieza  a jugar  con  cierta  suma.  Primero  gand  una  cantidad  igual 
a lo  que  tenia  al  empezar  a jugar;  despu^s  perdid  60  lempiras;  mds  tarde 
perdid  — de  lo  que  le  quedaba  y perdiendo  nuevamente  una  cantidad 
igual  a los  ~ del  dinero  con  que  empezd  a jugar,  se  quedd  sin  nada. 
<?Con  cudnto  empezd  a jugar? 

36.  Un  numero  de  dos  cilras  excede  en  18  a seis  veces  la  suma  de  sus 
cifras.  Si  la  cilra  de  las  decenas  excede  en  5 a la  cifra  de  las  unidades, 
^cual  es  cl  numero? 

37.  La  suma  de  las  cifras  de  un  numero  menor  que  100  es  9.  Si  al  numero 
se  le  resta  27  las  cifras  se  invierten.  Hallar  el  numero. 

38.  En  un  puesto  de  frutas  habia  cierto  numero  de  mangos.  Un  cliente  com- 
prb  j de  los  mangos  que  habia  mds  4 mangos;  otro  cliente  comprd  j 

de  los  que  quedaban  y 6 mds,  un  tercer  cliente  comprd  la  mitad  de  los 
(jue  quedaban  y 9 m£s,  y se  acabaron  los  mangos.  <;Cuantos  mangos 
habia  en  cl  puesto? 

39.  A tenia  $80  y R $50.  Ambos  ganaron  igual  suma  de  dinero  y ahora  R 
tiene  los  — de  lo  que  tiene  A.  ;Curinto  gand  cada  uno? 
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40.  Compre  una  plumafuente  y un  lapicero,  pagando  por  £ste  los  — de  lo 
que  pague  por  la  pluma.  Si  la  pluma  me  hubiera  costado  20  cts.  menos 
y el  lapicero  30  cts.  mds,  el  precio  del  lapicero  habria  sido  los  ^ del 
precio  de  la  pluma.  <jCurinto  cost6  la  pluma  y cudnto  el  lapicero? 

41.  El  lunes  gast£  la  mitad  de  lo  que  tenia  y $2  mas;  el  martes  la  mitad  de 

lo  que  me  quedaba  y $2  mds;  el  mi^rcoles  la  mitad  de  lo  que  me  que- 

daba  y $2  mas  y me  quede  sin  nada.  <jCudnto  tenia  el  lunes  antes  de 
gastar  nada? 

42.  Un  hombre  gand  el  primer  ano  de  sus  negocios  una  cantidad  igual  a 

la  mitad  del  capital  con  que  empezd  sus  negocios  y gasto  $6000;  el 

2?  ano  gano  una  cantidad  igual  a la  mitad  de  lo  que  tenia  y separd 
$6000  para  gastos;  el  3er-  ano  gand  una  cantidad  igual  a la  mitad  de  lo 
que  tenia  y separd  $6000  para  gastos.  Si  su  capital  es  entonces  de  $32250, 
<{cudl  era  su  capital  primitivo? 

43.  Un  hombre  compro  un  bastdn,  un  sombrero  y un  traje.  Por  el  bastdn 
pagd  $15.  El  sombrero  y el  bastdn  le  costaron  los  y del  precio  del  traje 

y el  traje  y el  bastdn  $5  mas  que  el  doble  del  sombrero.  ,/Cudnto  le 
costd  cada  cosa? 

44.  Un  conejo  es  perseguido  por  un  perro.  El  conejo  lleva  una  ventaja 

inicial  de  50  de  sus  saltos  al  perro.  El  conejo  da  5 saltos  mientras  el 
perro  (la  2,  pero  el  perro  en  3 saltos  avanza  tan  to  como  el  conejo  en 
8 saltos.  <jCudntos  saltos  debe  dar  el  perro  para  alcanzar  al  conejo? 

45  Una  liebre  lleva  una  ventaja  inicial  de  60  de  sus  saltos  a un  perro.  La 
liebre  da  4 saltos  mientras  el  perro  da  3,  pero  el  perro  en  5 saltos  avanza 
tanto  como  la  liebre  en  8.  <*Cudntos  saltos  debe  dar  el  perro  para  alcan- 
zar  a la  liebre? 

46.  que  hora,  entre  las  10  y las  11,  estd  el  minutero  exactam£nte  a 6 
minutos  del  horario? 

47.  A y B emprenden  un  negocio  aportando  B los  * del  capital  que  aporta  A. 
El  primer  ano  A pierde  j de  su  capital  y B gana  3000  bolivares;  el 
scgundo  ano  A gana  1600  bolivares  y B pierde  de  su  capital.  Si  al  Fin  al 
del  segundo  ano  ambos  socios  tienen  el  mismo  dinero,  ,;con  cuanto  eiu 
prendid  cada  u no  el  negocio? 

48.  U n padre  tiene  60  anos  y sus  dos  hijos  16  y 14  anos.  ^Dentro  de  cudntos 
afios  la  edad  del  padre  serd  igual  a la  suma  de  las  edades  de  los  hijos? 

49.  Un  hombre  que  estd  en  una  ciudad  dispone  de  12  horas  libres.  <>Qu6 
distancia  podra  recorrer  hacia  el  campo  en  un  auto  que  va  a 50  Km 
por  hora  si  el  viaje  de  vuelta  debe  hacerlo  en  un  caballo  que  anda 
10  Km  por  hora? 

50.  Compre  un  caballo,  un  perro  y un  buey.  El  buey  me  costd  $80.  El 
perro  y el  buey  me  costaron  el  doble  que  el  caballo  y el  caballo  y el 
buey  me  costaron  6J  veces  lo  que  el  perro.  <jCudnto  me  costd  el  caballo 
y cuanto  el  perro? 
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X" 


a 


FIGURA  23 


X 


Sean  los  moviles  rn  y w'  animados  de  movimiento  uniforme,  e$  dccir, 
que  la  vclocidad  de  cada  uno  es  consume,  los  cuales  se  mueven  en  la  mis- 
ma  direccidn  y en  el  mismo  sentido,  de  izquierda  a dereciia,  como  indican 
las  flechas. 

Suponemos  que  cl  mdvil  m pasa  por  el  punto  A en  el  mismo  instante 
en  que  el  mdvil  m'  pasa  por  el  punto  B.  Designemos  por  a la  distancia 
entre  el  punto  A y el  punto  B. 

Sea  v la  velocidad  del  movil  m y v'  la  velocidad  del  mdvil  m1  y su- 
pongamos  que  v>v‘. 

Se  trata  de  hallar  a que  distancia  del  punto  A el  mdvil  m aicanzara 
al  mdvil  m\ 

Sea  el  punto  E el  punto  de  encuentro  de  los  moviles.  Llamemos  x 
a la  distancia  del  punto  A al  punto  E (que  es  lo  que  se  busca);  entonces 
la  distancia  del  punto  B al  punto  E seni  x — a. 

El  mdvil  rn  pasa  por  A en  el  mismo  instante  en  que  m ' pasa  por  B 
y m alcanza  a ra'  en  E\  luego,  es  evidente  que  el  tiemj>o  que  emplea  el 
mdvil  m en  ir  desde  A hasta  E es  igual  al  tieinpo  que  emplea  el  mdvil  m * 
en  ir  desde  B hasta  £.  Como  el  movimiento  de  los  moviles  es  uniforme, 
el  tiempo  es  igual  al  espacio  partido  por  la  velocidad;  luego: 

El  tiempo  empleado  por  el  mdvil  m en  ir  desde  A hasta  E sera  igual 
al  espacio  que  tiene  que  recorrer  x partido  por  su  velocidad  v , o sea 

El  tiempo  empleado  por  el  mdvil  m‘  en  ir  desde  B has- 
ta E serd  igual  al  espacio  que  tiene  que  recorrer  x — a par-  * _ x - a 

tido  por  su  velocidad  v\  o sea  Pero,  segun  se  dijo  t;  v' 

antes,  estos  tiempos  son  igualcs;  luego,  tenemos  la  ecuacidn: 

v'x  — v(x  — a) 
v'x  = vx  — av 
v'x  — vx  = — av 


Rcsolviendo: 
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Cambiando  signos  a tcxlos  los  t£rminos:  vx  — v'x  — av 

x(v  — v9)  = av 
av 


formula  que  da  la  distancia  del  punto  A al  punto  de  encuentro  E en  fun- 
cion  de  a , la  distancia  entre  A y B%  cantidad  conocida  y de  las  velocidades  v 
y v9  de  los  moviles,  tambi£n  conocidas. 


DISCUSION 

La  discusion  de  esta  formula  x = -^-  consiste  en  saber  qu£  valores 

v-r’  * 

toma  x de  acuerdo  con  los  valores  de  a,  v y v9  en  cuya  funcion  viene  dada  x. 
Consideraremos  cinco  casos,  observando  la  figura: 

1)  I I . El  numerador  av  es  positivo  y el  denominador  v — v 9 es 
positivo  por  scr  cl  minuendo  v mayor  que  el  sustraendo  v'\  luego,  x es  po- 
sitiva,  lo  que  significa  que  el  m6vil  m alcanza  al  movil  m 9 cn  un  punto 
situado  a la  dereeba  de  B . 


2)  / V9  El  numerador  av  es  positivo  y el  denominador  v — v'  es 
negativo  por  ser  el  minuendo  v menor  que  el  sustraendo  v'\  luego.  x es  ne- 
gativa,  lo  que  significa  que  los  moviles.si  se  encontraroniueen  un  punto  si- 
tuado a la  izquierda  de  A,  y a partir  de  ese  momento,  como  la  velocidad  de 
m es  menor  que  la  de  ra\  £ste  se  apartb  cada  vez  mas  de  m,  balhindose 
ahora  a una  distancia  a de  £1,  distancia  que  continuard  aumentando. 

av  av 

3)  V - V9 . La  formula  x = se  convierte  en  x =— -=  lo  que 

v — v . 0 

significa  que  los  moviles  se  encuentran  en  el  infinito;  asf  se  expresa  el  he- 
cho  de  mantenerse  siempre  a la  misma  distancia  a.  ya  que  la  velocidad  de  m 
es  igual  a la  velocidad  de  m' . 


4)  V V 9 y a 0.  La  fdrmula  se  convierte  en 


Oxv  0 

x = * = — = valor 

v-v  0 


indeterminado.  lo  que  significa  que  la  distancia  del  punto  A al  punto  de 
encuentro  es  cualquiera.  En  efecto,  siendo  a=0,  los  puntos  A y B coinci- 
des luego,  los  moviles  estan  juntos  y como  sus  velocidades  son  iguales,  a 
cualquier  distancia  de  A estanin  juntos. 


5)  / ' es  negativa.  (El  mtivil  m*  va  de  dereeba  a izquierda).  La  for- 

av  av 

mula  se  convierte  en  x= — = El  numerador  es  positivo  y 

v - (-  v9)  v + v9  ^ 7 

el  denominador  tambien;  luego  x es  positiva,  pero  menor  que  a . 

En  efecto:  La  fraccion  ——r9  que  es  el  valor  de  x,  puede  escribirse 

v+v 

(V  \ V 

donde  el  factor  — es  una  fraccion  menor  que  1 por  te- 

V -f  v / v + v 

ner  el  numerador  menor  que  el  denominador  y al  multiplicar  a por  una 
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cantidad  menor  que  1,  el  producto  seri  menor  que  a . Que  x es  posiliva 
y menor  que  a significa  que  los  mdviles  se  encuentran  er.  un  puuto  situa- 
do a la  derecha  de  A y que  este  punto  dista  de  A una  distancia  menor 
que  af  o sea,  que  el  punto  de  encuentro  se  halla  entre  A y B. 


Si  en  la  hipotesis  de  que  v‘  es  nega- 
tiva  suponemos  que  v = v\  la  formula  se  con- 
vierte  en / 


av 

v-(-v) 


av 

v + v 


av 

2v 


a 

2 


o sea,  que  el  punto  de  encuentro  es  precisamente  el  punto  medio  de  la 
linea  AB. 
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Ejemplos 


( 1 ) Un  auto  que  va  a 60  Km  por  hora  pasa  por  el  punto  A en  el  mismo  instante 
en  que  otro  auto  que  va  a 40  Km  por  hora  pasa  por  el  punto  B,  situado 
a la  derecha  de  A y que  dista  de  A 80  Km.  Ambos  siguen  la  misma  direc- 
cion  y van  en  el  mismo  sentido.  $A  que  distancia  de  A se  encontraran? 


La  formula  es  x = — ^-7*.  . En  este  caso  80  X 60  4800 

a = 80  Km,  v = 60  Km  por  hora,  60  — 40  20 

v'  = 40  Km  por  hora,  luego: / 

Luego  se  encontraran  en  un  punto  situado  a 240  Km  a la  derecha  de  A.  R. 

Para  hallar  el  tiempo  que  tardan  en  encon 
trarse  no  hay  mas  que  dividir  el  espacio  por 
la  velocidad.  Si  el  punto  de  encuentro  esta 
a 240  Km  de  A y el  auto  que  consideramos 
en  A iba  a 60  Km  por  hora,  para  alcanzar 
al  otro  necesita: /* 


240  Km 
60  Km  por  hora 


• = 4 horas. 


(2t  Un  auto  pasa  por  la  ciudad  A hacia  la  ciudad  B a 40  Km  por  hora  y en  el 
mismo  instante  otro  auto  pasa  por  B hacia  A a 35  Km  por  hora.  La  dis- 
tancia entre  A y B es  300  Km.  jA  que  distancia  de  A y B se  encontraran  y 
cuanto  tiempo  despues  del  instante  de  pasar  por  ellas? 

En  este  caso  a = 300  Km,  v = 40  Km  por  hora,  v'  = 35  Km  por  hora  y 
como  van  uno  hacia  el  otro,  v'  es  negativa,  luego: 


av 


x = 


av  300  X 40  12000 


75 


v - ( - v' ) v + v'  40  + 35 


= 160  Km 


Se  encuentro  a 160  Km  de  la  ciudad  A.  R. 

La  distancia  del  punto  de  encuentro  a la  ciudad  B sera  300  Km  — 160  Km 
= 140  Km.  R. 

. . 160 

El  tiempo  empleado  en  encontrarse  ha  sido  = 4 horas.  R. 
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»-  EJERCICIO  159 

1.  Un  corredor  que  parte  de  A da  una  ventaja  de  30  m a otro  que  parte 

de  B.  El  1?  hace  8 m por  segundo  y el  2?  5 ni  por  seg.  {A  qu£  dis- 

tancia  de  A se  encontraran? 

2.  Dos  autos  parten  de  A y B distantes  entre  si  160  Km  y van  uno  hacia 

el  otro.  El  que  parte  de  A va  a 50  Km  por  hora  y el  que  parte  de  B 

a 30  Km  por  hora.  <jA  qu£  distancia  de  A se  encontraran? 

3-  Un  tren  que  va  a 90  Km  por  hora  pasa  por  A en  el  mismo  instante 
en  que  otro  que  va  a 40  Km  pasa  por  B,  viniendo  ambos  hacia  C.  Distan- 
cia entre  A y B:  200  Km.  <jA  qu£  distanciasde  A y B se  encontraran? 

4L  Un  auto  que  va  a 90  Km  pasa  por  A en  el  mismo  instante  en  que  otro 
auto  que  va  a 70  Km  pasa  por  B y ambos  van  en  el  mismo  sentido  <fQue 
tiempo  tardaran  en  encontrarse  si  B dista  de  A 80  Km? 

5.  Un  tren  que  va  a 100  Km  por  hora  pasa  por  A en  el  mismo  instante 

que  otro  tren  que  va  a 120  Km  por  hora  pasa  por  B y van  uno  hacia 

el  otro.  A dista  de  B 550  Km.  ±A  qu6  distancia  de  A se  encontraran 

y a que  hora  si  los  trenes  pasan  por  A y B a las  8 a.m.? 

6.  Dos  personas,  A y B,  distantes  entre  si  70  Km,  parten  en  el  mismo 

instante  y van  uno  hacia  el  otro.  A v a a 9 Km.  por  hora  y B a 5 Km 

por  hora.  <jQue  distancia  ha  andado  cada  uno  cuando  se  encuentran? 

7.  Dos  personas,  A y B,  distantes  entre  si  294  Km  parten,  B,  media  hora 
despu^s  que  A y van  uno  hacia  el  otro.  A .va  a 5 Km  por  hora  y B a 
4 Km  por  hora.  <jQu£  distancia  ha  recorrido  cada  uno  cuando  se  cruzan? 

8.  Un  tren  de  carga  que  va  a 42  Km  por  hora  es  seguido  3 horas  despues 

por  un  tren  de  pasajeros  que  va  a 60  Km  por  hora.  ,{En  cudntas  horas 

el  tren  de  pasajeros  alcanzara  al  de  carga  y a qu£  distancia  del  punto 
de  partida? 

9.  Dos  autos  que  llevan  la  misma  velocidad  pasan  en  el  mismo  instante 
por  dos  puntos,  A y B,  distantes  entre  si  186  Km  y van  uno  hacia 
el  otro.  iA  qu£  distancia  de  A y B se  encontranin? 


imburgo 

i 


e=2’71828l8... 


JOHN  NEPER  ( 1 550-1617)  Rico  terrjteniento  es- 
coces;  era  Baron  dc  Merchiston.  Logro  convertirse  en 
uno  de  lot  mas  geniales  matemiticos  ingleses,  al  de- 
dicate en  sus  ratos  de  ocio  ai  cultivo  de  los  mimeroi. 
introdujo  el  punto  decimal  para  separar  las  cifras  de- 


cimates de  las  enteras.  AI  observer  las  relaciones  entra 
las  progretiones  aritmeticas  y geometrical  descubrio 
el  principio  que  rige  a los  logaritmos.  Entre  Ne- 
per y Bsirgi  surgio  una  discusion  acerca  de  quien 
habia  aido  el  nrimero  en  trabajar  con  los  logaritmos. 


CAPITULO  XVIII 


FORMULAS 


(M7)  FORMULA  es  la  expresibn  de 
medio  de  sfmbolos  o letras. 


una  ley  o de  un  principio  general  por 


Asf,  la  Geometria  ensena  que  el  area  de  un  tridngulo  es 
igual  a la  mitad  del  producto  de  su  base  por  su  altura.  Llaman*  _ b X h 

do  A al  drea  de  un  tridngulo,  b a la  base  y h a la  altura,  este  prin-  ~ 2 

cipio  general  se  expresa  exacta  y brevemente  por  la  formula  / 


que  nos  sirve  para  hallar  el  Area  de  cualquier  tridngulo 
con  solo  sustituir  b y h por  sus  valores  concreios  en  el 
caso  dado.  Asf,  si  la  base  de  un  tridngulo  es  8 m y su 
altura  3 m,  su  area  serd: /* 


A = 


8x3 

2 


= 12 


m2 


USO  Y VENTAJA  DE  LAS  FORMULAS  ALGEBRAICAS 


Las  fbrmulas  algebraicas  son  usadas  en  las  ciencias,  coino  Geometria, 
Ffsica,  Mecdnica,  etc.,  y son  de  enorme  utilidad  como  apreciard  el  alumno 
en  el  curso  de  sus  estudios. 

La  utilidad  y ventaja  de  las  formulas  algebraicas  es  muy  grande: 

1)  Porque  expresan  brevemente  una  ley  o un  principio  general. 
2)  Porque  son  fdciles  de  recordar.  3)  Porque  su  aplicacion  es  muy  fdcil. 
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pues  para  resolver  un  problema  por  medio  de  la  formula  adecuada,  basta 
sustiiuir  las  letras  por  sus  valores  en  el  caso  dado.  4)  Porque  una  formula 
nos  dice  la  relacion  que  existe  entre  las  variables  que  en  ella  intervienen, 
pues  segun  se  ha  probado  en  Aritmetica,  la  variable  cuyo  valor  se  da  por 
medio  de  una  formula  es  direetamente  proporcional  con  las  variables  (fac- 
tores)  que  se  hallan  en  el  numerador  del  segundo  miembro  e inversamenie 
proporcional  con  las  que  se  hallen  en  el  denominador,  si  las  demas  perma- 
necen  constantes. 


(239)  TRADUCCiON  DE  UNA  FORMULA  DADA 
AL  LENGUAJE  VULGAR 


Para  traducir  una  formula  al  ienguaje  vulgar,  o sea,  para  dar  la  regia 
contenida  en  una  formula,  basta  sustituir  las  letras  por  las  magnitudes  que 
ellas  representan  y expresar  las  relaciones  que  la  formula  nos  dice  cxisten 
entre  ellas.  Pondremos  dos  ejeinplos: 


1)  Dar  la  regia  contenida  en  la  formula  A = h » en  (lue  ^ 

representa  el  area  de  un  trapecio,  h su  altura,  b y b ' sus  bases. 

La  regia  es:  £1  area  de  un  trapecio  es  igual  al  producto  de  su  altura 

por  la  seinisuma  de  sus  bases. 


Q 

2)  Dar  la  regia  contenida  en  la  formula  v = ~>  en  4ue  v representa 

la  velocidad  de  un  movil  que  se  mueve  con  movimiento  uniforme  y c el 
espacio  recorrido  en  el  tiempo  /. 

La  regia  es:  La  velocidad  de  un  movil  que  se  mueve  con  movimiento 

uniforme  es  igual  al  espacio  que  ha  recorrido  dividido  entre  el  tiempo  em- 
pleado  en  recorrerlo. 

En  cuanto  a la  relacion  de  v con  e y /,  la  formula  me  dicta  las  dos  leyes 
siguientes: 


1)  La  velocidad  es  direetamente  proporcional  al  espacio  (porque  e 
esta  en  el  numerador)  para  un  mismo  tiempo. 

2)  La  velocidad  es  inversamente  proporcional  al  tiem|>o  (porque  t 
estd  en  el  denominador)  para  un  mismo  espacio. 


Wh  EJERCICIO  160 

Dar  la  regia  correspondiente  a las  formulas  siguientes: 

1-  A=^bh  siendo  A el  drea  de  un  triangulo,  b su  base  y h su  altura. 

2.  e = vtj  siendo  e el  espacio  recorrido  por  un  mdvil  con  movimiento  uni- 
forme,  v su  velocidad  y t el  tiempo. 
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3.  t = Las  letras  tienen  el  significado  del  caso  anterior. 

4.  T = Fe,  siendo  T trabajo,  F fuerza  y e camino  recorrido. 

5 ^ _ oxd  sien(io  A el  area  de  un  rombo  y D y D'  sus  diagonales. 

0.  V = h X B,  siendo  V el  volumen  de  un  prisma,  h su  altura  y B el  3rea 
de  su  base. 


V = ~hxB,  siendo  V el  volumen  de  una  pirdmide,  h su  altura  y B 
el  drea  de  su  base. 

A = xr2,.  siendo  A el  drea  de  un  circulo  y r el  radio,  (x  es  una  constante 
igual  a 3.1416  o ^). 

e = siendo  e el  espacio  recorrido  por  un  mdvil  que  cae  libremente 

desde  cierta  altura  partiendo  del  reposo,  g la  aceleracidn  de  la  gravedad 
(9-8  m.  por  seg.)  y t el  tiempo  empleado  en  caer. 

A=  — V 3T,  siendo  A el  area  de  un  triangulo  equildtero  y / su  latio. 


F — - 


7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

cidad  y r el  radio  de  la  circunferencia  que  describe. 

240  EXPRESAR  POR  MEDIO  DE  SIMBOLOS  UNA  LEY 
MATEMATICA  0 FISICA  OBTENIDA  COMO 
RESULTADO  DE  UNA  INVESTIGACION 

Cuando  por  la  investigacion  se  ha  obtenido  una  ley  matemdtica  o fi- 
sica,  para  expresarla  por  medio  de  simbolos,  o sea  para  escribir  su  formula, 
generalmente  se  designan  las  variables  por  las  iniciales  de  sus  nombres  y 
se  escribe  con  ellas  una  expresion  en  la  que  aparezcan  las  relaciones  obser* 
vadas  entre  las  variables. 


siendo  F la  fuerza  centrifuga,  m la  masa  del  m6vil,  v nu  velo- 


( 1 ) Escribir  una  formula  que  exprese  que  la  alturo  de  un 
tridngulo  es  igual  al  duplo  de  su  area  dividido  entre 
la  base. 

la  altura  por  h,  el  area  por  A y la  base  por  b,  la  for-  h = 


(2)  Escribir  una  formula  que  exprese  que  la  presion  que  ejerce  un  liquido  sobre 
el  fondo  del  recipiente  que  lo  contiene  es  igual  a la  superficie  del  fondo  mul- 
tiplicada  por  la  altura  del  liquido  y por  su  densidad. 

Designando  la  presion  por  P,  la  superficie  del  fondo  del  recipiente  por  S,  la 
altura  del  liquido  por  h y su  densidad  por  d,  la  formula  sera:  P = Shd. 


Ejemplos 


Designando 
mula  sera: 


EJERCICIO  161 

Designando  las  variables  por  la  inicial  de  su  nombre,  escriba  la  formula 
que  expresa: 

1.  La  suma  de  dos  numeros  multiplicada  por  su  diferencia  es  igual  a la 
diferencia  de  sus  cuadrados. 
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2.  El  cuadrado  de  la  hipotenusa  de  un  triangulo  rectiingulo  es  igual  a la 
suma  de  los  cuadrados  de  los  catetos. 

3.  La  base  de  un  triingulo  es  igual  al  duplo  de  su  drea  dividido  cntre 
su  altura. 

4.  La  densidad  de  un  cuerpo  es  igual  al  peso  dividido  por  el  volumen. 

5.  El  peso  de  un  cuerpo  es  igual  al  producto  de  su  volumen  por  su  densidad. 

6.  El  2rea  de  un  cuadrado  es  igual  al  cuadrado  del  lado. 

7.  El  volumen  de  un  cubo  es  igual  al  cubo  de  su  arista. 

8.  El  radio  de  una  circunferencia  es  igual  a la  longitud  de  la  circunfe- 
rencia  dividida  entre  2x. 

9.  El  cuadrado  de  un  cateto  de  un  tridngulo  rectdngulo  es  igual  al  cua- 
drado de  la  hipotenusa  menos  el  cuadrado  del  otro  cateto. 

10.  El  drea  de  un  cuadrado  es  la  mi  tad  del  cuadrado  de  su  diagonal. 

11.  La  fuerza  de  atraccidn  entre  dos  cuerpos  es  igual  al  producto  de  una 

constante  k por  el  cocicnte  que  resulta  de  dividir  cl  producto  de  las  ma- 
sas  de  los  cuerpos  por  el  cuadrado  de  su  distancia. 

12.  El  tiempo  que  emplea  una  piedra  en  caer  libremente  desde  la  boca  a I 

fondo  de  un  pozo  es  igual  a la  raiz  cuadrada  del  duplo  de  la  profun- 
didad  del  pozo  dividido  entre  9.8. 

13.  El  drea  de  un  poligono  regular  es  igual  a la  mitad  del  producto  de  su 
apotema  por  el  perimetro. 

14.  La  potencia  de  una  maquina  es  igual  al  trabajo  que  realiza  en  1 segundo. 
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241  EMPLEO  DE  FORMULAS  EN  CASOS  PRACTICOS 

Basta  sustituir  las  letras  de  la  formula  por  sus  va lores. 


( 1 ) Hollar  el  area  de  un  trapecio  cuya  altura  mide  5 m 
y sus  bases  6 y 8 m respectivamente. 


La  formula  es  A = h 


Aqui,  h = 5 m.,  b = 6 m.,  b'  = 8 m., 
luego  sustituyendo:  


y 


(2)  Hollar  el  volumen  de  una  piramide  siendo  su  altura  12  m y el  area  de  la 
base  36  m2. 


La  formula  es  V = - h X 8. 

3 

Aqui,  h = 12  m,  8 = 36  m2#  luego  sustituyendo: 
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(3)  Una  piedra  dejada  caer  desde  la  azotea  de  un  edificio  tarda  4 segundos 
en  llegar  al  suelo.  Hallar  la  altura  del  edificio. 

La  altura  del  edificio  es  el  espacio  que  recorre  la  piedra. 

La  formula  es:  e = —at2. 

2 

g vale  9.8  m.  y t = 4 seg.,  luego  sustituyendo: 

e = - X 9.8  X 42  = - X 9.8  X 16  = 9.8  X 8 = 78.4  m 
2 2 

La  altura  del  edificio  es  78.4  m.  R. 


1. 

2. 

3. 

4. 

5. 


8. 

9. 

10. 

11. 

12. 


EJERCICIO  162 

Hallar  cl  area  de  un  triangulo  de  10  cm  de  base  y 8 de  altura.  A —\bh. 

d2 

Hallar  el  area  de  un  cuadrado  cuya  diagonal  mide  8 m.  A— — . 

2 

^Que  distancia  recorre  un  rndvil  en  15  seg.  si  se  mueve  con  movimiento 
uniforme  y lleva  una  velocidad  de  9 m por  seg?  e — vl. 

<;En  que  tiempo  el  mismo  movil  recorrera  108  m? 

Hallar  la  hipotenusa  a de  un  triangulo  rectangulo  siendo  sus  catetos 
b — 4 m y c = 3 m.  a 2 = b'2  -f  c 2. 

La  hipotenusa  de  un  triangulo  rectangulo  mide  13  m y uno  de  los 
catctos  3 m.  Hallar  el  otro  cateto.  b2  = a- — c 99 

Hallar  el  area  de  un  circulo  de  5 m de  radio.  A = nr2,  tc  = — • 

7 

Hallar  la  longitud  de  una  circunferencia  de  5 m de  radio.  C = 2t :r. 
Hallar  el  volumen  de  un  cono  siendo  su  altura  [)  in  y el  radio  de  la 
base  2 m.  v = \hrj2. 

El  volumen  de  un  cuerpo  es  8 cm3,  y pesa  8.24  g.  Hallar  su  densidad. 

D-* 

V p 

Hallar  el  area  de  un  tridngulo  equildtero  cuyo  lado  mide  4 m.  A = — V 3. 


Hallar  la  suma  de  los  angulos  interiorcs  de  un  exagono  regular. 
.S  = 180°  (N  — 2).  (N  es  el  numero  de  lados  del  poligono). 

(24^)  CAMBIO  DEL  SUJETO  DE  UNA  FORMULA 

El  sujeto  de  una  formula  es  la  variable  cuyo  valor  se  da  por  medio 
de  la  formula.  Una  formula  es  una  ecuacidn  literal  y nosotros  podemos 
despejar  cualquiera  de  los  elementos  que  entran  en  ella,  considerindolo 
como  incognita,  y con  ello  cambiamos  el  sujeto  de  la  formula. 


Ejewplos 


Despejando  f2: 


(1  ) Dada  la  formula  e = ^af2  hacer  a t el  sujeto  de  la  formula. 
Hay  que  despejar  t en  esta  ecuacion  literal;  t es  la  incognita. 
Suprimiendo  denominadores,  tenemos: 

2e  = at2. 

2e 


t2  = - 


Extrayendo  la  raiz  cuadrada  a ambos  miembros:  t — 


V 


2e 

a 
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(2. ) Dada  la  formula  S — 2 R ( N — 2 ) hacer  a N el  sujeto  de  la  formula. 

Hay  que  despejar  N.  N es  la  incognita. 

Efectuando  el  producto  indicado:  S = 2 NR  — 4R. 

Transponiendo:  $ 4-  4R  = 2 NR 

2 R 

(3)  En  la  formula  7*  = — h — despejar  p\ 
f p p 

El  m.  c.  m.  de  los  denominadores  es  pp‘  f.  Quitando  denominadores  tendremos; 

pp  = p'f  + pf. 

La  incognita  es  p.  Transponiendo:  pp'  — p'f  = pf 


p'(p-f)  = of 


P = 


pf 

p-f 


R. 


(4)  Despejar  a en  v = V 2ae. 

Elevando  al  cuadrado  ambos  miembros  para  destruir  el  radical: 

v2  = 2ae. 


Despejando  a: 


a = — . R. 
2e 


Esta  operacion  de  cambiar  el  sujeto  de  una  formula  sera  de  incalculable  utili* 
dad  para  el  alumno  al  Matematica  y Fisica. 

Wb  EJERCICIO  163 

1*  En  la  formula  e—vtt  despejar  v y t. 

2.  En  A—h  ^ hacer  a h el 

sujeto  de  la  formula. 

3.  En  e=lat2,  despejar  a. 

4.  En  A=ialn,  despejar  a,  l y n. 

5.  E11  A=tc r‘-\  despejar  r. 

6.  En  a2=b2+c-— 2l>xx,  despejar  x. 

7.  En  despejar  Vot  a y t. 

8.  En  V=V0—at,  despejar  Vot  a y t. 

p 

9.  En  , despejar  V y /*. 

10.  En despejar  bye. 

11-  En  V— at.  despejar  a y t. 

En  --  = despejar  p'  y p. 


13.  En  v=^  / — , despejar  dye. 

V d 

14.  En  despejar  F0. 

15.  En  e—V0t— despejar  Va  y a. 

16.  En'F=J/irr2,  despejar  h y r. 

cxlxr 

17  E11  I— despejar  c,  t y r. 

100  1 J 

18-  En  E=//2,  despejar  7i  e /. 
v2 

19.  En  — , despejar  v. 

2a 

20.  En  ( n—  l)r,  despejar  a,  n y r. 

21.  En  M=rflrn-i,  despejar  a y ?. 

22.  E11  I = y1,  despejar  Q y /. 


12. 


RENATO  DESCARTES  (1596-1650)  Filaiofo  y ma- 
temAtico  francos.  Durante  su  juventud  fuc  soldado  y 
rccorrc  Himgria,  Suiza  c Italia.  Despues  dc  participar 
on  cl  sitio  dc  La  Rochelle,  se  acogio  a la  vida  estudiosa. 
La  rcina  Cristina  do  Succia  lo  invite  a su  cortc,  para 


que  Ic  dc  clases  dc  matemiticas;  Descartes  va  y alii 
mucrc.  A Descartes  sc  le  considers  el  primer  filosofo 
dc  la  Edad  Moderna,  y os  cl  que  sistematiza  el  me- 
todo  cicntifico.  Fue  cl  primero  cn  aplicar  el  Algebra 
a la  Gcometria,  crcando  ast  la  Gcometria  Analitica. 


CAPITULO  XIX 


DE$IGUALDAD£$.  INECUACIONES 


243  Se  dice  que  una  cantidad  a es  mayor  que  otra  cant i dad  b cuando  la 
diferencia  a — b e s posiliva.  Asi,  4 es  mayor  que  — 2 porque  la  dife- 
rcncia  4 — •(•—  2)  = 4 + 2 = 6 es  posiliva;  — 1 es  mayor  que  —3  porque 

— 1 — (—  3)  = — 1 + 3 = 2 es  una  cantidad  positiva. 

Se  dice  que  una  cantidad  a es  menor  que  otra  cantidad  b cuando  la 
diferencia  « — b es  negativa.  Asi,  —1  es  menor  que  1 porque  la  diferen- 
cia — 1 — 1 = — 2 es  negativa:  —4  es  menor  que  —3  porque  la  diferencia 

— 4 — ( — 3)  = — 4-4-3  = — 1 es  negativa. 

De  acuerdo  con  lo  anterior,  cero  cs  mayor  que  cualquier  cantidad  ne- 
gativa. 

Asi,  0 es  mayor  que  —1  porque  0 — (—  1)  = 0 4- 1 = 1,  cantidad  positiva 


DESIGUALDAD  es  una  expresidn  que  indica  que  una  cantidad  es  ma- 
yor o menor  que  otra. 


Los  signos  de  desigualdad  son  >,  que  se  lee  mayor  que,  y < que  sc 
lee  menor  que.  Asi  5>3  se  lee  r>  mayor  que  3;  — 4<  — 2 se  lee  — 4 menor 
que  “2. 
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245  MIEMBROS 

Sc  llama  primer  miembro  dc  una  desigualdad  a la  expresion  que  esti 
a la  izquierda  y segundo  miembro  a la  que  esta  a la  derecha  del  signo  dc 
desigualdad. 

Asi,  en  a+b>c—  d el  primer  miembro  es  a + /;  y el  segundo  c — d. 

246  TERMINOS  de  una  desigualdad  son  las  cantidades  que  estdn  separadas 
de  otras  por  el  signo  -f  o — o la  cantidad  que  estd  sola  en  tin  miembro. 
En  la  desigualdad  anterior  los  terminos  son  a,  b,  c y — d. 

247  Dos  desigualdades  son  del  mismo  sign#  o subsisten  en  el  mismo  sen- 
tido  cuando  sus  primeros  miembros  son  mayores  o menores,  ambos, 

que  los  segundos. 

Asf,  a > b y c>  d son  desigualdades  del  mismo  sentido. 

Dos  desigualdades  son  de  signo  contrario  o no  subsisten  en  el  mismo 
sentido  cuando  sus  primeros  miembros  no  son  ambos  mayores  o menores 
que  los  segundos  miembros.  Asf,  5>3  y 1 <2  son  desigualdades  de  sentido 
contrario. 


248)  PROPIEDADES  DE  LAS  DESIGUALDADES 

1)  Si  a los  dos  miembros  de  una  desigualdad  se  suma  o resta  una  mis- 
ma  cantidad,  el  signo  de  la  desigualdad  no  varia. 

Asf,  dada  la  desigualdad  a > by 
podemos  escribir:  


a -f  c > 6 -f  c y a — c>  b — c. 


CONSECUENCIA 

LJn  termino  cualquiera  de  una  desigualdad  se  puede  pasar  de  un 
miembro  al  otro  cambiandole  el  signo. 

Asf,  en  la  desigualdad  a>b  + c podemos  pasar  c al  primer  miembro 
con  signo  — y quedari  a — c>b , porque  equivale  a restar  c a los  dos 
miembros. 

En  la  desigualdad  a — b>c  podemos  pasar  b con  signo  + al  segundo 
miembro  y quedara  a>b+ct  porque  equivale  a sumar  b a los  dos 
miembros. 


2)  Si  los  dos  miembros  de  una  desigualdad  se  multiplican  o dividen 
por  una  misma  cantidad  positiva,  el  signo  de  la  desigualdad  no  varia. 


Asi,  dada  la  desigualdad  a > b y siendo  c una 
cantidad  positiva,  podemos  escribir:  /" 


ac>  be 


y 


a b 

->-. 
c c 


CONSECUENCIA 

Se  pueden  suprimir  denominadores  en  una  desigualdad,  sin  que  vane 
el  signo  de  la  desigualdad,  porque  ello  equivale  a multiplicar  todos  los  t£r- 
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minos  dc  la  dcsigualdad,  o sea  sus  dos  miembros,  por  el  m.  c.  in.  de  los  de- 
nominadores. 


3)  Si  los  dos  miembros  de  una  desigualdad  se  multiplican  o dividen 
j>or  una  misma  cantidad  negativa,  el  signo  de  la  desigualdad  varia. 


Asi,  si  en  la  desigualdad  a>b  multipli- 
camos  ambos  miembros  por  — c,  tendremos: 
y dividi^ndolos  por  — c,  o sea  mul- 

tiplicando  por  — — , tendremos: 


— at  be , 

/ 


CONSECUENCIA 

Si  se  cambia  el  signo  a todos  los  terminos,  o sea  a los  dos  miembros 
de  una  desigualdad,  el  signo  de  la  desigualdad  varia  porque  equivale  a 
multiplicar  los  dos  miembros  de  la  desigualdad  por  — 1. 

Asi,  si  en  la  desigualdad  a — b>  — c cambiamos  el  signo  a todos  los 
terminos,  tendremos:  b — a<c. 

4)  Si  cambia  el  orden  de  los  miembros,  la  desigualdad  cambia  de  signo. 

Asi,  si  a > b es  evidente  que  b < a. 

5)  Si  sc  invierten  los  dos  miembros,  la  desigualdad  cambia  de  signo. 

Asi,  siendo  a > b se  tiene  que  — <tl. 

a b 

6)  Si  los  miembros  de  una  desigualdad  son  positivos  y se  elevan  a 
una  misma  potcncia  posit iva,  el  signo  de  la  desigualdad  no  cambia. 

Asi.  5 > 3.  Elevando  al  cuadrado:  5*>3J  o sea  25 >9 

7)  Si  los  dos  miembros  o uno  de  ellos  es  negativo  y se  elevan  a una 
potencia  impar  posit  iva,  el  signo  de  la  desigualdad  no  cambia. 

Asi.  — 3> — 5.  Elevando  al  cubo:( — 3)*>  ( — 5)1  o sea  — 27  > — 125. 


2 > — 2.  Elevando  al  cubo:  2‘>  ( — 2)  o sea  8>  — 8. 

8)  Si  los  dos  miembros  son  negativos  y se  elevan  a una  misma  po- 
tencia  par  positiva,  el  sigtio  de  la  desigualdad  cambia. 

Asi,  — 3>  — 5.  Elevando  al  cuadrado:  (— 3)2  = 9 y (—  5)2  = 25  y que- 
da  9 <25. 

9)  Si  un  miembro  es  positivo  y otro  negativo  y ambos  se  elevan  a una 
misma  potencia  par  positiva,  el  signo  de  la  desigualdad  puede  cambiar. 

Asi,  3 > — 5.  Elevando  al  cuadrado:  32  = 9 y (—  5)2  = 25  y queda  9 < 25. 

Cambia. 

8>— 2.  Elevando  al  cuadrado:  82  = 64  y (—  2)2  = 4 y queda  64 >4. 

No  cambia. 
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10)  Si  los  dos  miembros  de  una  desigualdad  son  jmsitivos  y se  les 
extrae  una  misma  raiz  positiva,  el  signo  dc  la  desigualdad  no  cainbia. 

Asf,  si  a > b y n es  positivo,  tendremos:  Vh  > </T. 

11)  Si  dos  o mas  desigualdades  del  mismo  signo  se  suman  o mill ti pli- 
ca n miembro  a miembro,  resulta  una  desigualdad  del  mismo  signo. 

Asf,  si  a > b y c > d,  tendremos:  a 4-  c > b 4-  d y ac  > bd. 

12)  Si  dos  desigualdades  del  mismo  signo  se  restan  o dividen  miembro 
a miembro,  el  resultado  no  es  necesariamente  una  desigualdad  del  mismo 
signo,  pudiendo  ser  una  igualdad. 

Asf,  10  >8  y 5 >2.  Restando  miembro  a miembro:  10  — 5 = 5 y 
8 — 2 = 6;  luego  queda  5 <6;  cambia  el  signo. 

Si  dividimos  miembro  a miembro  las  desigualdades  10  >8  y 5 >4,  te- 
10  8 

nemos  ——  = 2 y — = 2;  luego  queda  2 = 2,  igualdad. 
o 4 


INECUACIONES 

(249)  UNA  INECUACION  es  una  desigualdad  en  la  que  hay  una  o mas 
X ^ cantidades  desconocidas  (incognitas)  y que  solo  se  verifica  para  deter- 
minados  valores  de  las  incognitas.  Las  inecuaciones  se  Hainan  tambi^n 
desigualdades  de  condicion. 

Asf,  la  desigualdad  2x  — 3 > x + 5 es  una  inecuacion  porque  tiene  la 
incognita  x y solo  se  verifica  para  cualquier  valor  de  x mayor  que  8. 

F.n  efecto:  Para  x = 8 se  convertiria  en  igualdad  y para  x < 8 se  ron- 
vertirfa  en  una  desigualdad  de  signo  contrario. 


(25 d)  RESOLVER  UNA  INECUACION  es  hallar  los  valores  de  las  incognitas 
' ' que  satisfacen  la  inecuacion. 

251)  PRINCIPIOS  EN  QUE  SE  FUNDA  LA  RESOLUCION 
DE  LAS  INECUACIONES 


La  resolucion  de  las  inecuaciones  se  funda  en  las  propiedades  de  las 
desigualdades,  expuestas  anteriormente,  y en  las  consecuencias  que  de  las 
mismas  se  derivan. 


252)  RESOLUCION  DE  INECUACIONES 

(1  ) Resolver  la  inecuacion  2x  — 3 > x 4-  5. 


Ejemplos 


Reduciendo: 


Pasando  x al  primer  miembro  y 3 al  segundo: 
2x  - x > 5 + 3. 

x > 8.  R. 


8 es  el  limite  inferior  de  x , es  decir  que  la  desigualdad  dada  solo  se  verifica 
para  los  valores  de  x mayores  que  8. 
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x 5x 

(2  ) Hollar  el  limite  de  x en  7 > 6. 

2 3 

Suprimiendo  denominadores:  42  — 3x  > lOx  — 36. 

Transponiendo:  — 3x  — lOx  > — 36  — 42. 

— 13x  > — 78 

Cambiando  el  signo  a los  dos  miembros,  lo  cud  hoce  cambiar  el  signo  de  la 
desigualdad,  se  tiene:  13x<78. 

78 

Dividiendo  por  13:  x<  — o sea  x < 6.  R. 

13 

6 es  el  limite  superior  de  x,  es  decir,  que  la  desigualdad  dada  solo  se  verifica 
para  los  valores  de  x menores  que  6. 

(3  ) Hallar  el  limite  de  x en  ( x + 3 ) ( x — 1 ) < ( x — 1 )2  -f  3x. 

Efectuando  las  operaciones  indicadas:  x2  + 2x  — 3 < x2  — 2x  -f  1 + 3x. 

Suprimiendo  x2  en  ambos  miembros  y transponiendo:  2x  + 2x  — 3x  < 1 + 3 

x < 4.  R. 

4 es  el  limite  superior  de  x. 


EJERCICIO  164 

Hallar  el  limite  de  x en  las  inecuaciones  siguientes: 


1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 
9. 


x— 5<2x— 6. 
5x— 12>3x— 4. 
x— 6>21— 8x. 
3x— I4<7x— 2. 


2x-f>-f+10. 

3 3 

3x-4+^-<^+2. 

4 2 


(x— ])2— 7>(x— 2)2. 

(x+2)(x— ])+26<(x+4)(x+5). 
3(x— 2)+2x(x+3)>(2x— l)(x+4). 


10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 
10- 


6(x2+l)— (2x— 4)(3x+2)<3(5x+21). 
(x— 4)(x+5)<(x— 3)(x— 2). 

(2x— 3)“+4x2(x— 7)<4(x— 2)3. 

2x+l  2x+5 


3x— 1 
x+3 
3 


3x+2 
4 x' 
x+2  > S' 
20 


3x+l 

9x2— 1 3x— 1 

1 

1 1 

x2+x 

x2— X x2— 1 

17.  Hallar  los  numeros  enieros  cuyo  tercio  aumentado 
en  15  sea  mayor  que  su  mitad  aumentada  en  1. 


INECUACIONES  SIMULTANEAS 

253  INECUACIONES  SIMULTANEAS  son  inecuaciones  que  tienen  solu- 
ciones  comunes. 


(1  ) Hallar  que  valores  de  x satisfacen 
las  inecuaciones: /" 

Resolviendo  la  primera:  2x  > 6 -f  4 
2x>  10 
x > 5. 


Ejemplos 


2x  - 4 > 6 
3x  + 5>  14. 


Resolviendo  la  segunda: 


3x>  14-5 
3x  > 9 
x > 3. 
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La  primera  inecuacion  se  satisface  para  x > 5 y la  segunda  para  x > 3,  luego 
tomamos  como  solucion  general  de  ambas  x > 5,  ya  que  cualquier  valor  de 
x mayor  que  5 sera  mayor  que  3. 

Luego  el  limite  inferior  de  las  soluciones  comunes  es  5.  R. 


ill  Hallar  el  limite  de  las  soluciones  comunes  a las 
inecuaciones:  

Resolviendo  la  primera:  3x<16  — 4 

3x  < 12 
x <4. 

Resolviendo  la  segunda:  — x > — 8 + 6 

-x  >-2 
x <2. 


3x  + 4 < 1 6 
- 6 - x > - 8. 


(3) 


La  solucion  comun  es  x < 2,  ya  que  todo  valor  de  x menor  que  2 evidentemen- 
te  es  menor  que  4. 

Luego  2 es  el  limite  superior  de  las  soluciones  comunes.  R. 


Hallar  el  limite  superior  e inferior  de  los  valorcs  cfe 
x que  satisfacen  las  inecuaciones: 


5x  — 10  > 3x  — 2 
3x  + 1 < 2x  6. 


Resolviendo  la  primera: 


5x-3x  >-2+10 
2x  >8 
x >4. 


Resolviendo  la  segunda:  3x  — 2x  <6  — 1 

x <5. 

La  primera  se  satisface  para  x > 4 y la  segunda  para  x < 5,  luego  todos  los 
valores  de  x que  sean  a la  vez  mayores  que  4 y menores  que  5,  satisfacen 
ambas  inecuaciones. 

Luego  4 es  el  limite  inferior  y 5 el  limite  superior  de  las  soluciones  comunes 
lo  que  se  expresa  4 < x < 5.  R. 


» EJERCICIO  165 

Hallar  el  limite  de  las  soluciones  comunes  a: 

1.  x— 3>5  y 2x+5>17.  4.  5x-4>7x-16  y 8-7x<16-15x. 

2.  5— x>— 6 y 2x+9>3x. 

3.  (ix+5>4x+ll  y 4— 2x>10— 5x. 


, x x 3 „ 2 

6. 3> — H2  y 2xH — <6x— 23— . 

2 4o  5 


Hallar  el  limite  superior  e inferior  de  las  soluciones  comunes  a: 

6.  2x— 3<x+10  y 6x-4>5x+6. 

, y 2x-4>x+|. 

8.  (x— l)(x-f2)<(x+2)(x— 3)  y (x+3)(x+5)>(x+4)(x+3). 

x+2  x— 2 x— 1 x— 5 

9.  > y < . 

x+8  x+3  x+4  x — 1 

10.  Hallar  los  numeros  enteros  cuyo  triplo  menos  6 sea  mayor  que  su  mi- 
tad  mris  4 y cuyo  cuddruplo  aumentado  en  8 sea  menor  que  su  triplo 
aumentado  en  15. 


PIERRE  FERMAT  (1601-1665)  Matematico  francei 
a quien  Pascal  llamo  "el  primer  cerebro  del  mundo". 
Puede  considerarse  con  Descartes  como  el  mas  grande 
matematico  del  siglo  XVII.  Mientras  sus  contempora- 
noos  se  preocupaban  por  elaborar  una  ciencia  aplicada, 


Fermat  profundizaba  los  maravillosos  y eztraordinarios 
caminos  de  la  matematica  pura.  Trabajo  incansable- 
mente  en  la  Teoria  de  los  Numero*  o Aritmetica  Su- 
perior, dejando  varios  teoremas  que  llevan  su  nombre; 
el  mis  famoso  es  el  llamado  ultimo  Tcorema  de  Fermat. 


CAPITULO  XX 

FUNCIONES 

254)  CONSTANTES  Y VARIABLES 

Las  cantidades  que  intervienen  en  una  cuestion  matemdtica  son  cons- 
tantes  cuando  tienen  un  valor  i i jo  y determinado  y son  variables  cuando 
toman  diversos  valores.  Pondremos  dos  ejemplos. 

1)  Si  un  metro  de  tela  cuesta  $2,  el  costo  de  una  pieza  de  tela  depen- 
dent del  numero  de  metros  que  tenga  la  pieza.  Si  la  pieza  tiene  5 metros, 
el  costo  de  la  pieza  seni  $10;  si  tiene  8 metros,  el  costo  se rd  $16,  etc.  Aqui, 
el  costo  de  un  metro  que  siempre  es  el  mismo,  $2,  es  una  constante,  y el 
numero  de  metros  de  la  pieza  y el  costo  de  la  pieza,  que  toman  diversos 
valores,  son  variables. 

<:De  que  depende  en  este  caso  el  costo  de  la  pieza?  Del  numero  de 
metros  que  tenga.  El  costo  de  la  pieza  es  la  variable  dependiente  y el  nu- 
mero de  metros  la  variable  independiente. 

2)  Si  un  movil  desarrolla  una  velocidad  de  6 m por  segundo,  el  es- 
pacio  que  recorra  dependera  del  tiempo  que  est£  andando.  Si  anda  du- 
rante 2 segundos,  recorrera  un  espacio  de  12  m;  si  anda  durante  3 scgun- 
dos,  recorrera  un  espacio  de  18  m.  Aqui,  la  velocidad  6 m es  constante 
y el  tiem|>o  y el  espacio  recorrido,  que  toman  sucesivos  valores,  son  variables. 
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cDe  qu£  depende  en  este  caso  el  espacio  recorrido?  Del  tiempo  que 
ha  estado  andando  cl  movil.  El  tiempo  es  la  variable  independiente  y el 
espacio  recorrido  la  variable  dependiente. 


En  el  ejemplo  1)  anterior  el  costo  de  la  pieza  depende  del  niimero  de 
metros  que  tenga;  el  costo  de  la  pieza  es  funcion  del  niimero  de  metros. 

En  el  ejemplo  2)  cl  espacio  recorrido  depende  del  tiempo  que  haya 
estado  andando  el  movil;  el  espacio  recorrido  es  funcion  del  tiempo. 

Siempre  que  una  cantidad  variable  depende  de  otra  se  dice  que  es 
funcion  de  esta  ultima. 

La  definition  modcrna  de  funcion  debida  a Cauchy  es  la  siguicnte: 
Se  due  que  y es  liimion  do  x ctiando  a cada  valor  dc  la  variable  x 
corresponden  uno  o varios  vsi lores  deli  i minados  dc  la  variable  y. 

La  notation  para  expresar  que  y es  funcion  de  x es  y = /(x). 

8 FUNCION  DE  UNA  VARIABLE  INDEPENDIENTE 
Y DE  VARIAS  VARIABLES 

Cuando  el  valor  de  una  variable  y depende  solamente  del  valor  de 
otra  variable  x tenemos  una  funcion  de  una  sola  variable  independiente, 
como  en  los  ejemplos  anteriores. 

Cuando  el  valor  de  una  variable  y depende  de  los  valores  de  dos  o mas 
variables  tenemos  una  funcion  de  varias  variables  independientes. 

Por  ejemplo,  el  area  de  un  triangulo  depende  de  los  valores  de  su 
base  y de  su  altura;  luego,  el  £rea  de  un  triangulo  es  funcion  de  dos  varia- 
bles independientes  que  son  su  base  y su  altura.  Designando  por  A el  area, 
por  b la  base  y por  h la  altura,  escribimos:  A =j(b,h). 

El  volumen  de  una  caja  depende  de  la  longitud,  del  ancho  y de  la 
altura;  luego,  el  volumen  es  funcion  de  tres  variables  independientes. 

Designando  el  volumen  por  v , la  longitud  por  /,  el  ancho  por  a y la 
altura  por  ht  podemos  escribir;  t ; = /(/, a, A). 


Siempre  que  los  valores  de  una  variable  y dependen  de  los  valores  de 
otra  variable  x,  y es  funcion  de  x;  la  palabra  funcion  indica  dej>endencia. 
Pero  no  basta  con  saber  que  y depende  de  x,  interesa  mucho  saber  como 
depende  y de  x,  de  que  modo  varia  y cuando  varia  x,  la  relation  que  liga 
a las  variables,  que  es  lo  que  se  llama  ley  de  dependencia  entre  las  variables. 

8 EJEMPLOS  DE  FUNCIONES,  PUEDA  0 NO  ESTABLECERSE 
MATEMATICAMENTE  LA  LEY  DE  DEPENDENCIA 

No  en  todas  las  funciones  se  conoce  de  un  modo  preciso  la  relation 
matematica  o analitica  que  liga  a la  variable  independiente  con  la  variable 
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dependiente  o funcibn,  es  decir,  no  siempre  se  conoce  la  ley  de  depen- 
dencia. 

En  algunos  cases  sabemos  que  una  cantidad  depende  de  otra,  pero  no 
conocemos  la  relacibn  que  liga  a las  variables.  De  ahi  la  division  de  las 
funciones  en  analfticas  y concretas. 

FUNCIONES  ANALITICAS 

Cuando  se  conoce  de  un  modo  preciso  la  relacibn  analitica  que  liga 
a las  variables,  esta  relacibn  puede  establecerse  matemdticamente  por  me- 
dio de  una  formula  o ecuacion  que  nos  permite,  para  cualquier  valor  de 
la  variable  independiente,  hallar  el  valor  correspondiente  de  la  funcion. 
Estas  son  funciones  analfticas. 

Como  ejemplo  de  estas  funciones  podemos  citar  las  siguientes: 

El  costo  de  una  pieza  de  tela,  funcibn  del  niimero  de  metros  de  la 
pieza.  Conocido  el  costo  de  un  metro,  puede  calcularse  el  costo  de  cual- 
quier numero  de  metros. 

El  tiempo  empleado  en  hacer  una  obra,  funcibn  del  numero  de  obre- 
ros.  Conocido  el  tiempo  que  emplea  cierto  numero  de  obreros  en  hacer 
la  obra,  puede  calcularse  el  tiempo  que  emplearia  cualquier  otro  numero 
de  obreros  en  hacerla. 

El  espacio  que  recorre  un  cuerpo  en  su  cafda  libre  desde  cierta  altura, 
funcion  del  tiempo.  Conocido  el  tiempo  que  emplea  en  caer  un  movil, 
puede  calcularse  el  espacio  recorrido. 

FUNCIONES  CONCRETAS 

Cuando  por  observacibn  de  los  hechos  sabemos  que  una  cantidad  de- 
pende de  otra,  pero  no  se  ha  podido  determinar  la  relacion  analitica  que 
liga  a las  variables,  tenemos  una  funcion  concreta.  En  este  caso,  la  ley  de 
dependencia,  que  no  se  conoce  con  precision,  no  puede  establecerse  mate 
maticamente  por  medio  de  una  fbrmula  o ecuacibn  porque  la  relacion  fun- 
cional,  aunque  existe,  no  es  siempre  la  misma. 

Como  ejemplo  podemos  citar  la  velocidad  de  un  cuerpo  que  se  des- 
liza  sobre  otro,  funcibn  del  roce  o frotamiento  que  hay  entre  los  dos  cuer- 
pos.  A1  aumentar  el  roce,  disminuye  la  velocidad,  pero  no  se  conoce  de  un 
modo  preciso  la  relacion  analitica  que  liga  a estas  variables.  Muchas  leyes 
ffsicas,  fuera  de  ciertos  limites,  son  funciones  de  esta  clase. 

En  los  casos  de  funciones  concretas  suelen  construirse  tablas  o grdficas 
en  que  figuren  los  casos  observados,  que  nos  permiten  hallar  aproximada- 
mente  el  valor  de  la  funcibn  que  corresponde  a un  valor  dado  de  la  va- 
riable independiente. 


Se  dice  que  A varfa  directamente  a B o que  A es  directamente  propor- 
cional  a B cuando  multiplicando  o dividiendo  una  de  estas  dos  variables 
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por  una  cantidad,  la  otra  queda  niultiplicada  o dividida  por  esa  misma 
cantidad. 


Ejemplo 


Si  un  movil  que  se  mueve  con  movimiento  uniforme  recorre 
30  Km  en  10  minutos,  en  20  minutos  recorrera  60  Km  y en 
5 minutos  recorrera  15  Km,  luego  la  variable  espocio  record- 
d o es  directamente  proporcional  (o  proporcional)  a la  variable 
tiempo  y viceversa. 

260  Si  A es  proporcional  a B,  A es  igual  a B multiplicada  por  una  cons- 
tante. 

En  el  ejemplo  anterior,  la  relation  entre  el  espacio  y el  tiempo  es 
constante. 

En  efecto: 

30 

En  10  min  el  movil  recorre  30  Km;  la  relacion  es  -y^-  = 3. 

60 

En  20  min  el  movil  recorre  60  Km;  la  relacion  es  -^-  = 3. 

En  5 min  el  mdvil  recorre  15  Km;  la  relation  es  -^-  = 3. 

5 


En  general,  si  A es  proporcional  a B , la  relation  ^ 
entre  A y B es  constante;  luego,  designando  esta  — = k y de  aquf  A = kB. 
constante  por  k,  tenemos',  f 

261)  VARIACION  IN  VERSA 

Se  dice  que  A varia  inversamente  a B o que  A es  inversamente  pro- 
porcional a B cuando  multiplicando  o dividiendo  una  de  estas  variables 
por  una  cantidad,  la  otra  queda  dividida  en  el  primer  caso  y multiplicada 
en  el  segundo  por  la  misma  cantidad. 


Si  10  hombres  hacen  una  obra  en  6 horas,  20  hombres  !a~haran 
en  3 horas  y 5 hombres  en  12  horas,  luego  la  variable  tiempo 
empleado  en  hacer  la  obra  es  inversamente  proporcional  a la 
variable  numero  de  hombres  y viceversa. 

Si  A es  inversamente  proporcional  a B,  A es  igual  a una  constante 
dividida  entre  B. 

En  el  ejemplo  anterior,  el  producto  del  numero  de  hombres  por  el 
tiempo  empleado  en  hacer  la  obra  es  constante.  En  etecto: 


10  hombres  emplean  6 horas;  el  producto  10  x 6 = 60. 

20  hombres  emplean  3 horas;  el  producto  20  X 3 = 60. 

5 hombres  emplean  12  horas;  el  producto  5 X 12  = 60. 


En  general,  si  A es  inversamente  proporcional 
a By  el  producto  AB  es  constante;  luego,  designando  AB  = k y de  aqui  A = 
esta  constante  por  k , tenemos:  / 
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263)  VARIACION  CONJUNTA 

Si  A es  proporcional  a B cuando  C es  constante  y A es  proporcional 
a C cuando  B es  constante,  A es  proporcional  a BC  cuando  B y C varian, 
principio  que  se  expresa:  ^ 


donde  k es  constante,  lo  que  se  puede  expresar  diciendo  que  si  una 
cantidad  cs  proporcional  a otras  varias,  lo  es  a su  producto. 


Ejemplo 


El  area  de  un  triangulo  es  proporcional  a la  altura,  si  la  base 
es  constante  y es  proporcional  a la  base  si  la  altura  es  cons- 
tante, luego  si  la  base  y la  altura  varian,  el  area  es  proporcio- 
nal al  producto  de  la  base  por  la  altura.  Siendo  A el  area, 
b la  base  y h la  altura,  tenemos: 

A = kbh 


(264) ' 


y la  constante  k = \ (por  Geometria)  luego  A = ibh. 


264]  VARIACION  DIRECTA  E INVERSA  A LA  VEZ  kB 

Sc  dice  que  A es  proporcional  a B e inversamente  proporcional  "q"* 


a C cuando  A es  proporcional  a la  relacion  lo  que  se  expresa 


:sa:  / 


(265]  RESUMEN  DE  LAS  VARIACIONES 

Si  A es  proporcional  a B 

Si  A es  inversamente  proporcional  a B 


Si  A es  proporcional  a B y C 

Si  A es  proporcional  a B e inversamente 
proporcional  a C 


A = kB. 
k 

a = b 

A = kBC. 


A 


kB 


( 1 ) A es  proporcional  a B y A = 20  cuando  B = 2. 

Hollar  A cuando  B = 6. 

Siendo  A proporcional  a B,  se  tiene:  A = kB. 

Para  hollar  la  constante  k,  como  A = 20  cuan- 

do  B = 2,  tendremos: _ ^ 20  = k X 2 k = — =10 

2 

Si  k = 10,  cuando  B = 6,  A valdra: 

4 = ^8  = 10X6  = 60.  R. 


Ejemplos 


(2)  A es  inversamente  proporcional  a B y A = 5 cuando  B = 4. 
Hallar  A cuando  B=  10. 

k 

Como  A es  inversamente  proporcional  a B,  se  tiene:  A = 

B 

Hallemos  k,  hacieado  A—  5 y B = 4: 


5 = -.Me  =20. 

4 


Siendo  k = 20,  cuando  B = 10,  A valdra: 


k 20 

A = - = - = 2.  R. 

B 10 
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( B ) A es  proporcional  a 8 y C;  A — 6 cuando  8 = 2 y C = 4. 
Hallar  8 cuando  A = 15  y C = 5. 

Siendo  A proporcional  a B y C,  se  tiene:  A = kBC.  ( 1 ) . 


Para  hallar  k: 


Para  hallar  B la  despejamos  en  (1):  8 = . 

k C 

3 

Sustituyendo  A — 1 5,  k = C = 5, 

4 

tendremos:  


8 


15 

? X5  “ 15 


(4)  x es  proporcional  aye  inversamente  proporcional  a z. 

Si  x = 4 cuando  y = 2,  2 = 3,  hallar  x cuando  y = 5,  z — 15. 
Siendo  x proporcional  aye  inversamente  proporcional  a z, 
tendremos:  


z 


Haciendo  x = 4,  y = 2,  z = 3, 
se  tiene:  


k X 2 
~3~ 


y 


Haciendo  en  ( 1 ) k = 6,  y = 5,  z = 1 5, 


x = 

z 


z .15 


se  tiene: 


m-  EJERCICIO  166 

1.  x es  proporcional  a y.  Si  x = 9 cuando  y = 6,  hallar  x cuando  y = 8. 

2.  x es  proporcional  a y.  Si  y = 3 cuando  x = 2,  hallar  y cuando  x = 24. 

3.  A es  proporcional  a /i  y C.  Si  A =30  cuando  li  = 2 y C = 5,  hallar  .4 

cuando  B = 1,  C = 4. 

4.  x es  proporcional  a y y a z.  Si  x = 4 cuando  y = 3 y z = 6,  hallar  y cuando 
x = 10,  z = 9. 

5.  A es  inversamente  proporcional  a B.  Si  A = 3 cuando  B = 5,  hallar  /I 
cuando  B =1. 

6.  Z*  es  inversamente  proporcional  a A.  Si  A=—  cuando  , hallar  z4 

cuando  B = —. 

12 

7.  /4  es  proporcional  a 8 e inversamente  proporcional  a C.  Si  /!  = 8 cuando 
B = 12,  C = 3,  hallar  <4  cuando  B = 7,  C = 14. 

8.  x es  proporcional  aye  inversamente  proporcional  a z.  Si  x = 3 cuando 
y = 4,  z = 8,  hallar  z cuando  y = 7,  x = 10. 

9.  x es  proporcional  a y2  — 1.  Si  x = 48  cuando  y = 5,  hallar  x cuando  y = 7. 

10.  x es  inversamente  proporcional  a y2  — 1.  Si  x = 9 cuando  y = 3 hallar  x 
cuando  y = 5. 

11.  El  area  de  un  cuadrado  es  proporcional  al  cuadrado  de  su  diagonal. 
Si  el  area  es  18  m2  cuando  la  diagonal  es  6 m,  hallar  el  area  cuando 
la  diagonal  sea  10  in. 

12.  El  area  lateral  de  una  piramide  regular  es  proporcional  a su  apotema 
y al  perfmetro  de  la  base.  Si  el  area  es  480  m.2  cuando  el  apotema  es 
12  rn  y el  peri  metro  de  la  base  80  ni,  hallar  el  drea  cuando  el  apotema 
es  6 m y el  perimetro  de  la  base  40  m. 
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13.  El  volumen  <ie  una  piramide  cs  proporcional  a su  a 1 Cura  y al  area  de 
su  basSe.  Si  el  volumen  de  una  piramide,  cuya  altura  es  8 m y el  drea 
de  su  base  36  in2,  es  96  m8,  <Jtudl  serd  el  volumen  de  una  pirdmide 
cuya  altura  es  12  m y el  area  de  su  base  64  m2? 

14.  El  area  de  un  circulo  es  proporcional  al  cuadrado  del  radio.  Si  el  drea 
de  un  circulo  de  14  cm  de  radio  es  616  cm2,  <jcudl  serd  el  drea  de  un 
circulo  de  7 cm.  de  radio? 

15.  La  longitud  de  una  circunferencia  es  proporcional  al  radio.  Si  una  cir- 
cunferencia  de  7 cm  de  radio  tiene  una  longitud  de  44  cm,  <;cudl  es  el 
radio  de  una  circunferencia  de  66  cm  de  longitud? 

16.  x es  inversamcnte  proporcional  al  cuadrado  de  y.  Cuando  y = 6,  .v  = 4. 
Hallar  y cuando  x = 9. 

266  FUNCIONES  EXPRESABLES  POR  FORMULAS 

En  general,  las  funciones  son  expresables  por  formulas  o ecuaciones 
cuando  se  conoce  la  relacion  matemdtica  que  liga  a la  variable  dependien- 
te  o funcion  con  las  variables  independientes,  o sea  cuando  se  conoce  la 
ley  de  dependence. 

En  estos  casos  habra  una  ecuacion  que  sera  la  expresion  analitica  de 
la  funcion  y que  define  la  funcion. 


Asi,  y = 2x  + 1,  y = 2x2,  y = x3  4-  2x  — 1 

son  funciones  expresadas  por  ecuaciones  o formulas. 

2x  + 1 es  una  funcion  de  primer  grado;  2x2,  de  segundo  grado: 
x3  + 2x  — 1,  de  tercer  grado. 

Los  ejemplos  anteriores  son  funciones  de  la  variable  x porque  a cada 
valor  de  x corresponde  un  valor  determinado  de  la  funcion. 


En  efecto:  Considerando  la 
funcion  2x  4*  1,  que  representamos 
por  y , tendremos:  y = 2x  4- 1 f 


x es  la  variable  independiente 


Para  x = 0,  y = 2 X 0 4-1  = 1 

x = l,  y = 2 Xl  +1=3 

x = 2,  y = 2 x 2 +1  = 5 


Para  x = *1.  y = 2(- 1)  + 1=- 1 

x = - 2,  <yzz  2(—  2)  + 1=- 3.  etc- 

e y la  variable  dependiente. 


267)  DETERMINACION  DE  LA  FORMULA  CORRESPOND! ENTE 
A FUNCIONES  DADAS  CUYA  LEY  DE  DEPENDENCIA 
SEA  SENCILLA 


Ejemplos 


metros  y por  y 


( 1 ) El  costo  de  und  pieza  de  tela  es  proporcional  al  nu- 
mero  de  metros.  Determiner  la  formula  de  la  funcion 
cosfo,  sabiendo  que  una  pieza  de  10  metros  cuesta  $30. 
Designando  por  x la  variable  independiente  numero  de 
la  funcion  cosfo,  tendremos,  por  ser  y proporcional  c x; 


y = kx.  ( 1 ) , 

Hallemos  la  constante  k,  sus- 

tituyendo  y — 30,  x = 10:  » 30  = k X 10  k = 3. 

Entonces,  como  la  constante  es  3,  sustituyendo  este  valor 
en  ( 1 ) , la  funcion  cosfo  vendra  dada  por  la  ecuacion: 


y = 3x.  R. 
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(2) 


El  area  de  un  cuadrado  es  proporcionol  al  cuadrado  de  su  diagonal.  Hallar 
la  formula  del  area  de  un  cuadrado  en  funcion  de  la  diagonal,  sabiendo  que 
el  area  de  un  cuadrado  cuya  diagonal  mide  8 m es  32  nrr. 

Designando  por  A el  area  y A = kD2. 


(1) 


por  D la  diagonal,  tendremos: 
Hallemos  k hacien- 
do  A s 32  y D = 8:_ 


S 


_y 

32  = k X 64  .,.'k  = i 


Sustituyendo  k = £ en  ( 1 ) , el  area  de  un  cuadrado  en 
funcion  de  la  diagonal,  vendra  dada  por  la  formula: 


S 


A = - D2. 
2 


R. 


<3> 


La  altura  de  una  piramide  es  proporcionol  al  volumen  si  el  area  de  la  base  es 
constante  y es  inversamente  proporcionol  al  area  de  la  base  si  el  volumen 
es  constante.  Determinar  la  formula  de  la  altura  de  una  piramide  en  fun- 
cion del  volumen  y el  area  de  la  base,  sabiendo  que  una  piramide  cuya 
altura  es  15  m y el  area  de  su  base  16  m2  tiene  un  volumen  de  80  m3. 


Designando  la  altura  por  h,  el  volumen  por 
V y el  area  de  la  base  por  8,  tendremos: 


kV 

h = —. 

B 


(1) 


( Observese  que  la  variable  V directamente  proporcionol  con  h va  en  el  nume- 
rador  y la  variable  8,  inversamente  proportional  con  h,  va  en  el  denominador ). 

k X 80 


15  = • 


Hallemos  la  constante  k haciendo 
h = 15,  V = 80,  8 = 16:  V 


16 

15  X 16  = 80k 
240 
k = — = 3. 
80 

Haciendo  k = 3 en  ( 1 ) , la  altura  de  una  piramide  en  fun- 
cion del  volumen  y el  area  de  la  base  vendra  dada  por  la 
fdrmula:  _ 


y 


ai.. 

B 


(4)  Determinar  la  formula  correspondiente  a una  funcion  sabiendo  que  para  cado 
valor  de  la  variable  independiente  corresponde  un  valor  de  la  funcion  que 
es  igual  al  triplo  del  valor  de  la  variable  independiente  aumentado  en  5. 


Siendo  y la  funcion  y x la  varia- 
ble independiente,  tendremos: 


y = 3x  + 5.  R. 


EJERCICIO  167 

1.  Si  A es  proportional  a B y A = 10  cuando  B = 5,  escribir  la  formula 
que  las  relaciona. 

2.  El  espacio  recorrido  por  un  m6vil  (mov.  uniforme)  es  proportional  al 
producto  de  la  velocidad  por  el  tiempo.  Escriba  la  fdrmula  que  expresa 
el  espacio  e en  funcidn  de  la  velocidad  v y del  tiempo  t.  ( k = ? ) 

3.  El  area  de  un  rombo  es  proportional  al  producto  de  sus  diagonales. 
Escribir  la  fdrmula  del  irea  A de  un  rombo  en  funcidn  de  sus  diago- 
nales D y D'  sabiendo  que  cuando  D = 8 y D*  = 6 el  3rea  es  24  cm2. 

4-  Sabiendo  que  A es  proporcional  a Be  inversamente  proporcional  a C, 
escribir  la  fdrmula  de  A en  funcidn  de  B y C.  (/t=3). 


290  • ALGEBRA 


5 La  longitud  C de  una  circunferencia  es  proporcional  al  radio  r.  Una 
circunferencia  de  21  cm  de  radio  tiene  una  longitud  de  132  cm.  Hallar 
la  fdrmula  que  expresa  la  longitud  de  la  circunferencia  en  funcibn  del 
radio. 

0'  El  espacio  recorrido  por  un  cuerpo  que  cae  desde  cierta  altura  es  pro- 
porcional al  cuadrado  del  tiempo  que  emplea  en  caer.  Escribir  la  fbrmula 
del  espacio  e en  funcibn  del  tiempo  t sabiendo  que  un  cuerpo  que  cae 
desde  una  altura  de  19.6  m emplea  cn  su  caida  2 seg. 

7 La  fuerza  centrifuga  F es  proporcional  al  producto  de  la  masa  m por  el 
cuadrado  de  la  velocidad  v de  un  cuerpo  si  el  radio  r del  circulo  que 
describe  es  constante  y es  inversamente  proporcional  al  radio  si  la  masa 
y la  velocidad  son  constantes.  Expresar  esta  relacibn  por  medio  de  una 
fbrmula. 

g.  Escribir  la  fbrmula  dc  una  fund  bn  y sabiendo  que  para  cada  valor  de 

la  variable  independiente  x corresponde  un  valor  de  la  funcibn  que  es 

el  duplo  del  valor  de  x aumentado  en  3. 

g.  E!  lado  de  un  cuadrado  inscrito  en  un  circulo  es  proporcional  al  radio 
del  circulo.  Expresar  la  formula  del  lado  del  cuadrado  inscrito  en  funcibn 
del  radio.  ( k = >/2). 

10.  Escribir  la  formula  de  iina  funcibn  y sabiendo  que  para  cada  valor  de 

la  variable  independiente  x corresponde  un  valor  de  la  funcibn  que  es 

igual  a la  mitad  del  cuadrado  del  valor  de  x mds  2. 

11.  Escribir  la  ecuaci6n  de  una  funcibn  y sabiendo  que  para  cada  valor 
de  x corresponde  un  valor  de  y que  es  igual  a la  diferencia  entre  5 y el 
duplo  de  x,  dividida  esta  diferencia  entre  3. 

12.  La  fuerza  de  atraccibn  entre  dos  cuerpos  es  proporcional  al  producto 
de  las  masas  de  los  cuerpos  m y m'  si  la  distancia  es  constante  y es 
inversamente  proporcional  al  cuadrado  de  la  distancia  si  las  masas  no 
varian.  Expresar  esta  relacibn  por  medio  de  una  fbrmula. 

13.  La  altura  de  un  triangulo  es  proporcional  al  drea  del  triangulo  si  la  base 
es  constante,  y es  inversamente  proporcional  a su  base  si  el  drea  es  cons- 
tante. Escribir  la  formula  de  la  altura  de  un  tridngulo  en  funcibn  del 
drea  y de  su  base,  sabiendo  que  cuando  la  base  es  4 cm  y la  altura 
10  cm,  el  drea  del  triangulo  es  20  cm2. 

14.  La  energia  cinetica  de  un  cuerpo  W es  proporcional  al  producto  de  la 
masa  rn  por  el  cuadrado  de  la  velocidad  V.  Expresar  la  fbrmula  de  la 
energia  cinetica.  (k  = £). 

15.  El  area  de  la  base  de  una  piramide  es  proporcional  al  volumen  si  la 
altura  es  constante  y es  inversamente  proporcional  a la  altura  si  el 
volumen  es  constante.  Escribir  la  fbrmula  del  drea  de  la  base  B de  una 
pirdmide  en  funcibn  del  volumen  V y de  la  altura  h sabiendo  que  cuando 
h = 12  y B = 100,  V = 400. 

16.  x es  inversamente  proporcional  a y.  Si  x = 2 cuando  y = 5,  hallar  la 
formula  de  x en  funcidn  de  y. 

17.  x es  inversamente  proporcional  al  cuadrado  de  y.  Si  x = 3 cuando  y = 2, 
hallar  la  formula  de  x en  funcidn  de  y. 

18.  A es  proporcional  a Be  inversamente  proporcional  a C.  Cuando  /?  = 24 
y C = 4,  A = 3.  Hallar  la  fdrmula  que  expresa  A en  funci<$n  de  B y C. 


Pans 


Clermont  Fermnd 


BLAS  PASCAL  (1623-1662)  Matemitico  y escritor 
trances.  Es  quixas  mas  conocido  por  sus  obras  litera- 
rias  como  los  "Pensees"  y las  "Lettres",  que  por  sus 
contribuciones  a las  matemiticas.  De  naturaleza  en- 
fermixa,fue  un  verdadero  nino  prodigio.  A los  doce 


anos,  dico  su  hermana  Gilbortc,  habia  demostrado  las 
32  proposiciones  de  Euclides.  Al  sostencr  correspon- 
dencia  con  Fermat,  Pascal  echa  las  bases  de  la  Teoria 
de  las  Probabilidades.  Entre  sus  trabajos  figura  el  "En- 
sayo  sobre  las  Conicas",  que  escribio  siendo  un  nino. 


CAPITULO 


XXI 


REPRESENTACION  GRAEtCA  DE  LAS  FUNCIONES 


268)  SISTEMA  RECTANGULAR  DE  COORDENADAS  CARTESIANAS  0 > 

Dos  lineas  rectas  que  se  cortan  constituyen  un  sistema  de  ejes  coorde- 
nados.  Si  las  lineas  son  perpendiculares  entre  si  tencmos  un  sistema 
de  ejes  coordenados  rectangulares;  si  no  lo  son. 
tencmos  un  sistema  de  ejes  oblicuos.  De  los  pri- 
meros  nos  ocuparemos  en  este  Capitulo. 

Tracemos  dos  lineas  rectas  XOX*,  YOY' 
que  se  cortan  en  el  punto  O formando  ingulo 
recto.  (Figura  24).  Estas  lineas  constituyen  un 
sistema  de  ejes  coordenados  rectangulares. 

La  linea  XOX ' se  llama  eje  de  las  x o eje 
de  las  abscisas  y la  linea  YOY ' se  llama  eje  de 
las  y o eje  de  las  ordenadas.  El  punto  O se  llama 
origen  de  coordenadas. 

Los  ejes  dividen  al  piano 
del  papel  en  cuatro  partes  11a- 
madas  cuadrantes.  XOY  es  el 


FIGURA  24 
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(i)  Asi  llamadas  en  honor  del  celebre  matematico  trances  DESCARTES  (C:art<*sius), 
(undador  de  la  Geometvia  Analftica. 
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primer  cuadrante,  VOX ' el  segundo  cuadrante,  X'OY'  el  tercer  cuadran- 
te,  Y'OX  el  cuarto  cuadrante. 

El  origen  O divide  a cada  eje  en  dos  semi-ejes,  uno  positivo  y otro 
negativo.  OX  es  el  semi-eje  positivo  y OX'  el  semi-eje  negativo  del  eje 
de  las  x;  OY  es  el  semi-eje  positivo  y OY'  el  semi-eje  negativo  del  eje  de  las  y. 

Cualquier  distancia  medida  sobre  el  eje  de  las  x de  O hacia  la  derecha 
es  positiva  y de  O hacia  la  izquierda  es  negativa. 

Cualquier  distancia  medida  sobre  el  eje  de  las  y de  O hacia  arriba  es 
positiva  y de  O hacia  abajo  es  negativa. 


269)  ABSCISA  Y ORDENADA  DE  UN  PUNTO 


La  distancia  de  un  punto  al  eje  de  las  or- 
denadas  se  llama  abscisa  del  punto  y su  distan- 
cia al  eje  de  las  abscisas  se  llama  ordenada  del 
punto.  La  abscisa  y la  ordenada  de  un  punto 
son  las  coordenadas  cartesianas  del  punto. 


R. 


■ si 

X c 
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B 


FIGURA  25 


Asi,  (Fig.  25)la  abscisa  del  punto  P es  BP—OA 
y su  ordenada  AP—OB.  BP  y AP  son  las  coorde- 
nadas del  punto  P. 

Las  coordenadas  de  PY  son:  abscisa  BPx=^OC 
y ordenada  CPX=QB. 

Las  coordenadas  de  IL  son:  abscisa  l)P2—OC 
y ordenada  CP2=OD. 

Las  coordenadas  de  P3  son:  abscisa  DP3=OA 
y ordenada  AP3—OD. 

Las  abscisas  se  representan  por  x y las  orde- 
nadas  por  y. 


(270)  SIGNO  DE  LAS  COORDENADAS 


Las  abscisas  medidas  del  eje  YY'  hacia  la  derecha  son  positivas  y hacia 
la  izquierda*  negativas.  Asi,  en  la  figura  anterior  BP  y DP a son  positivas; 
BPi  y DP2  son  negativas. 

Las  ordenadas  medidas  del  eje  XX'  hacia  arriba  son  positivas  y hacia 
abajo  son  negativas.  Asi,  en  la  figura  anterior,  AP  y CPx  son  positivas, 
CP2  y A P3  son  negativas. 


(27j)  DETERM  I NACION  DE  UN  PUNTO  POR  SUS  COORDENADAS 

Las  coordenadas  de  un  punto  determinan  el  punto.  Conociendo  las 
coordenadas  de  un  punto  se  puede  f ijar  el  punto  en  el  piano. 


1)  Determinar  el  punto  cuyas  coordenadas  son  2 y 3. 

Siempre,  el  numero  que  se  da  primero  es  la  abscisa  y el  segundo  la  orde- 
nada.  La  notacion  empleada  para  indicar  que  la  abscisa  es  2 y la  ordenada  3 
es  “ punto  (2,  3)”. 
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Tomamos  una  medida,  escogida  arbitrariamente,  como  unidad  de  me* 
dida  (Fig. 26).  Como  la  abscisa  es  2,  positiva,  tomamos  la  unidad  escogida  dos 
veces  sobre  OX  de  O hacia  la  derecha . 

Como  la  ordenada  3 es  positiva,  levantamos  en  A una  perpendicular 
a OX  y sobre  ell  a hacia  arriba  tomamos  tres  veces 
la  unidad. 

El  punto  P es  el  punto  (2,  3),  del  primer 
cuadrante. 

2)  Determinar  el  punto  (—3,  4). 

Como  la  abscisa  es  negativa,  —3,  tomamos  so- 
bre OX ' de  O hacia  la  izquierda  tres  veces  la  unidad 
escogida;  en  B levantamos  una  perpendicular  a OX‘ 
y sobre  ella  llevamos  4 veces  la  unidad  hacia  arriba 
porque  la  ordenada  es  positiva  4.  El  punto  Px  es 
el  punto  (—3,  4),  del  segundo  cuadrante. 

3)  Determinar  el  punto  (—2,  —4). 

Llevamos  la  unidad  dos  veces  sobre  OX 9 de 
O hacia  la  izquierda  porque  la  abscisa  es  —2  y sobre 
la  perpendicular,  hacia  abajo  porque  la  ordenada 
es  —4,  la  tomamos  4 veces.  El  punto  P2  es  el  punto 
(—2,  —4),  del  tercer  cuadrante. 

4)  Determinar  el  punto  (4,  —2). 


FIGURA  26 


De  O hacia  la  derecha , porque  la  abscisa  4 es  positiva  llevamos  la  unidad 
4 veces  y perpendicularmente  a OX,  hacia  abajo  porque  la  ordenada  es  —2 
la  llevamos  2 veces.  El  punto  P3  es  el  punto  (4.  —2).  del  cuarto  cuadrante. 

En  estos  casos  se  puede  tambien  marcar  el  valor  de  la  ordenada  sobre 
OY  o sobre  OY\  segun  que  la  ordenada  sea  positiva  o negativa,  y sobre  OX 
u OX  el  valor  de  la  abscisa,  segun  que  la  abscisa  sea  positiva  o negativa.  En- 
tcnccs  por  la  ultima  division  de  la  ordenada,  trazar  una  paralcla  al  eje  de  las 
abscisas  y por  ultima  division  dc  la  abscisa  trazar  una  paralcia  al  eje  de 
las  ordenadas,  y el  punto  en  que  sc  cortcn  es  cl  punto  buscado.  Es  indiferente 
usar  un  proccdimicnto  u otro. 


Por  lo  expuesto  anteriormente,  se  comprendera  facilmente  que: 

1)  Las  coordenadas  del  origen  son  (0,  0). 

2)  La  abscisa  de  cualquier  punto  situado  en  el  eje  de  las  y es  0. 

3)  La  ordenada  de  cualquier  punto  situado  en  el  eje  de  las  x es  0. 

4)  Los  signos  de  las  coordenadas  de  un  punto  ser^n: 
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(272)  PAPEL  CUADRICULADO 

En  todos  los  casos  dc  grificos  suele  usarse  el  papel  dividido  en  peque- 
nos  cuadrados,  llarnado  papel  cuadriculado.  Se 
refuerza  con  el  lapiz  una  linea  horizontal  que 
seri  el  eje  XOX'  y otra  perpendicular  a ella 
que  sera  el  eje  YOY\  Tomando  como  unidad 
una  de  las  divisiones  del  papel  cuadriculado 
(pueden  tomarse  como  unidad  dos  o mis  divi- 
siones), la  determinacion  de  un  punto  por  sus 
coordenadas  es  muy  ficil,  pues  no  hay  mis  que 
contar  un  numero  de  divisiones  igual  a las  uni- 
dades  que  tenga  la  abscisa  o la  ordenada;  y tam- 
bien  dado  el  punto,  se  miden  muy  ficilmente 
sus  coordenadas. 

En  la  figura  27  estan  determinados  los  pun- 
tos  P(4,2),  Pj(—  3,4),  P,(-  3,-3),  P*( 2.-5),  P«( 0,3) 

y ^(-2,o). 
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FIGURA  27 


» EJERCICIO  168 


Deterniinar  graticamente  los  puntos: 


1.  (1.  2). 

2.  (-1.  2). 

3.  (-2.  -1) 

4.  (2.  -3). 


5-  (3,  -4). 
6.  (-5,  2). 

7-  (-3.  -4) 

8-  (0.  3). 


9-  (-3,  0). 

10-  (5,  -4). 

11-  (-4.  -3) 

12.  (0,  -6). 


Trazar  la  linea  que  pasa  por  los  puntos: 

16.  (1,  2)  y (3,  4).  19-  (2,  -4)  y (5.  -2). 

17.  (-2,  1)  y (-4,  4).  20.  (3,  0)  y (0.  4). 

18.  (-3,  -2)  y (-1.  -7).  21.  (-4,  0)  y (0,  -2). 


13-  (4,  0). 

14-  (-7.  10). 

15-  (3.  -1). 


22-  (-4.  5)  y (2,  0). 

23-  (-3,  -6)  y (0,  1). 

24-  (-3,  -2)  y (3,  2). 


25.  Dibujar  el  triangulo  cuyos  vertices  son  los  puntos  (0,  6),  (3,  0)  y (—3,  0). 

26.  Dibujar  el  triangulo  cuyos  vertices  son  los  puntos  (0,  —5),  (—4,  3)  y (4.  3). 

27.  Dibujar  el  cuadrado  cuyos  vertices  son  (4,  4),  (—4,  4),  (—4,  —4)  y (4,  —4). 

28.  Dibujar  el  cuadrado  cuyos  vertices  son  (—1,  —1),  (—4,  —1),  (—4,  —4)  y 
(-1,  -4). 

29.  Dibujar  el  rectingulo  cuyos  vertices  son  (1,  —1),  (1,  —3),  (6,  —1)  y (6.  —3). 

30.  Dibujar  el  rombo  cuyos  vertices  son  (1,  4),  (3,  1),  (5,  4)  y (3,  7). 

31.  Dibujar  la  recta  que  pasa  por  (4,  0)  y (0,  6)  y la  recta  que  pasa  por  (0,  1) 

y (4,  5)  y hallar  el  punto  de  interseccibn  de  las  dos  rectas. 

32.  Probar  grificamente  que  la  serie  dc  puntos  (—3,  5),  (—3.  1),  (—3,  — 1), 
(—3,  —4),  se  hallan  en  una  linea  paralela  a la  linea  que  contiene  a los 
puntos  (2,  -4),  (2.  0).  (2.  3),  (2,  7). 

33  Probar  grificamente  que  la  linea  que  pasa  por  (—4,  0)  y (0.  —4)  es  per- 
pendicular a la  linea  que  pasa  por  (—1,  —1)  y (—4,  —4). 
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^273)  GRAFICO  DE  UNA  FUNCION 

Sea  y = /(x).  Sabemos  que  para  cada  valor  de  x corresponden  uno  o 
varios  valores  de  y . Tomando  los  valores  de  x como  abscisas  y los  valores 
correspondientes  de  y como  ordenadas,  obtendremos  una  serie  de  puntos. 
El  conjunto  de  todos  estos  puntos  sera  una  Hnea  recta  o curva,  que  es  el 
gr&fico  de  la  funcidn  o el  grdfico  de  la  ecuacidn  y = /(x)  que  representa  la 
funcidn. 

En  la  prictica  basta  obtener  unos  cuantos  puntos  y unirlos  convenien- 
temente  (interpolacion)  para  obtener,  con  bastante  aproximacidn,  el  grifi- 
co  de  la  funcidn. 


(274)  REPRESENTACION  GRAFICA  DE  LA  FUNCION 
LINEAL  DE  PRIMER  GRADO 


1)  Representar  grificamente  la  funcidn  y = 2x. 

Dando  valores  a x obtendremos  una  serie  de  valores 
tes  de  y: 


el  origen 


etc. 


etc. 


es  un  punto  del 


correspondien- 

grdfico. 


Representando  los  valores  de  x como  abscisas  y los  valores  correspon- 
dientes de  y como  ordenadas  (Fig.  28),  obtenemos  la  serie  de  puntos  que  apare- 
cen  en  el  grdfico.  La  linea  recta  MN  que  pasa  por  el  origen  es  el  grifico  de  y=2x. 


2)  Representar  graficamente  la  funcidn 
y = x + 2. 

Los  valores  de  x y los  correspondientes  de  y 
suelen  disponerse  en  una  tabla  como  se  indica  a 
continuacidn,  escribiendo  debajo  de  cada  valor  de  x 
el  valor  correspondiente  de  y: 


X 

-3 

-2 

-1 

0 

i 

i 

2 | 3 | . . . . 

y 

i 

-1 

0 

1 

2 

3 

4 j 5 .... 

FIGURA  28 
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FIGURA  29 


Represen tando  los  valores  de  x conio  abscisas 
y los  valores  correspondientes  de  y como  ordenadas, 
scgun  se  ha  hecho  en  la  Fig.  2f) . se  obtiene  la  linea 
recta  MN  que  no  pasa  por  el  origen.  MN  es  el 
gnifico  de  y = x + 2. 

Observese  que  el  punto  Py  donde  la  recta 
corta  el  eje  de  las  y , se  obtiene  haciendo  x = 0, 
y el  punto  Q,  donde  la  recta  corta  el  eje  de  las  x, 
se  obtiene  haciendo  y = 0.  OP  se  Hama  inter- 
cept sobre  el  eje  de  las  y,  y OQ  intercept  sobre 
el  eje  de  las  x.  El  segmento  OP  es  la  ordenada 
en  el  origen  y el  segmento  OQ  la  abscisa  en  el 
origen. 

Observese  tambien  cpie  OP  — 2,  igual  que 
el  termino  independiente  de  la  funcion  y = x + 2. 


3)  Representar  graficamente  la  funcion  y = 3x  y la  funcion  y = 2x  + 4. 
En  la  funcidn  y = 3x,  sc*  tiene: 


X. 

-2 

-1 

0 

1 

2 

.... 

y 

-6 

-3 

0 

3 

6 

.... 

El  grafico  es  la  linea  AH  que  pasa  por  el 
origen.  (Fig.  30). 

En  la  funcion  y = 2x  -F  4,  tendremos: 


X 

-2 

-1 

0 

1 

2 

• • • • 

II 

2 

4 

6 

8 

El  grafico  es  la  linea  CD  que  no  pasa  |>or 
el  origen.  (Fig.  30). 

Los  inteircptos  OP  y OQ  se  oblienen,  OP  haciendo  x = 0 y OQ  hacicndJ 
y = 0.  Observese  que  OP  = 4,  termino  independiente  de  y = 2x  + 4. 


FIGURA  30 


Visto  lo  anterior,  podemos  establecer  los  siguientes  principios: 

1)  Toda  funcion  de  primer  grado  representa  una  linea  recta  y por  eso 
se  llama  funcion  lineal,  y la  ecuacion  que  representa  la  funcion  sc  llama 
ecuacion  lineal. 


2)  Si  la  funcion  carece  de  termino  independiente,  o sea  si  es  de  la 
forma  y = ax,  donde  a es  constante,  la  linea  recta  que  ella  representa  pasa 
|>or  el  origen. 
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3)  Si  la  funcion  tiene  termino  independiente,  o sea  si  es  de  la  forma 
y = ax  + b,  donde  a y b son  constantes,  la  Hnea  recta  que  ella  representa 
no  pasa  jx>r  el  origen  y su  intercejKo  sobre  el  eje  de  las  y es  igual  al  termi- 
no independiente  b. 

DOS  PUNTOS  DETERMINAN  UNA  RECTA 

Por  tanto,  para  obtener  el  grafico  de  una  funcion  de  primer  grade, 
basta  obtener  dos  puntos  cualesquiera  y unirlos  por  medio  de  una  Hnea 
recta. 

Si  la  funcion  carece  de  termino  independiente,  como  uno  de  los  pun- 
tos del  grafico  es  el  origen,  basta  obtener  un  punto  cualquiera  y unirlo 
con  el  origen. 

Si  la  funcion  tiene  termino  independiente,  lo  mis  comodo  es  hallar 
los  intercejHos  sobre  los  ejes  haciendo  x = 0ey  = 0,  y unit  los  dos  puntos 
que  se  obtienen. 


Ejemplo 


Representor  graficamente  la  funcion  2x  — y = 5 don- 
de y es  la  variable  dependiente  funcion 
Cuando  en  una  funcion  la  variable  dependiente 
no  esta  despejada,  como  en  este  caso,  la  funcion 
se  llama  implicita  y cuando  lo  variable  dependien- 
te esta  despejada,  la  funcion  es  explicito. 
Despejando  y,  tendremos  y = 2x  — 5.  Ahora  la  fun- 
cion es  explicita. 

Para  hallar  los  intercej>tos  sobre  los  ejes  (Fig.  31), 
diremos: 

Para  x = 0,  y = — 5. 

Para  y = 0,  tendremos: 

0 = 2x  — 5 luego  5 = 2x  x = 2.5. 

El  grafico  de  y = 2x  — 5 es  la  linea  recta  AB. 


FIGURA  31 


EJERCICIO  169 

Represenlar  graficamente  las  funciones: 


1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 


X. 

7. 

y = 2x  — 4. 

13. 

y = 8 - 3x. 

16. 

y = 

— 2x. 

8. 

y = 3x  + 6. 

ii 

?s 

x + 2. 
x - 3. 

9. 

10. 

y = 4x  + 5. 
y = - 2x  + 4. 

14. 

17. 

y = 

x + 4. 

11. 

y = — 2x  - 4. 

15. 

x+6 

18. 

3x+3. 

12. 

y = x — 3. 

y=  o • 

y = 

x-9 


Representar  las  funciones  siguientes  siendo  y la  variable  dependiente: 

19.  x ■+■  y = 0.  21.  2x  + y = 10.  23.  4x  + y = 8.  25.  5x  — y = 2. 

20.  2x  = 3y.  22.  3y  = 4x-f5.  24.  y-f-5  = x.  26.  2x  = y — 1 . 
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GRAFICOS  DE  ALGUNAS  FUNCIONES 
DE  SEGUNDO  GRADO 


1 ) Grdfico  de  y = x* 2. 

Formemos  una  tabla  con  los  valores  de  x y los  correspondientes  de  y: 


X 

-3 

-2.5 

-2 

-1.5 

-1 

0 

1 

1.5 

2 

2.5 

3 

• • • • 

V 

9 

6.25 

4 

2.25 

1 

0 

1 

2.25 

4 

6.25 

9 

• • • • 

2)  Grdfico  de  x24-y2  = 16. 


En  el  grafico  (Fig.  32)  aparecen  representados  los  valores  de  y co- 
rrespondientes a los  que  hemos  dado  a x. 

La  posicidn  de  esos  puntos  nos  indica  la 
forma  de  la  curva;  es  una  parabola,  curva 
ilimitada. 

El  trazado  de  la  curva  uniendo  entre  si 
los  puntos  que  hemos  hallado  de  cada  lado  del 
eje  de  las  y es  aproximado.  Cuantos  mas  pun- 
tos se  hallen,  mayor  aproximacidn  se  obtiene. 


La  operation  de  trazar  la  curva  habien- 
do  hallado  solo  algunos  puntos  de  ella  se 
llama  interpolation,  pues  hacemos  pasar  la 
curva  por  muchos  otros  puntos  que  no  hemos 
hallado,  pero  que  suponemos  pertenecen  a la 
curva. 


FIGURA  32 


Despejando  y tendremos: 

y2  = 16  — x2;  luego,  y = ± V16  — x2. 


FIGURA  33 


El  signo  ± provicne  de  que  la  

raiz  cuadrada  de  una  cantidad  posi-  (4*  2)  X (4-  2)  = 4-  4 y (—  2)  X (—  2)  = 4-  4 
tiva  tiene  dos  signos  4-  y — . Por  ejem- 
plo,  vT=±  2 porque 
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Por  tanto,  en  este  caso,  a cada  valor  de  x corresponderdn  dos  valores 
de  y,  uno  positivo  y otro  negativo. 

Dando  valores  a x: 


X 

-4 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

4 

y 

0 

±2.6 

±3.4 

±3.8 

±4 

±3.8 

±3.4 

±2.6 

0 

La  curva  (Fig.  33)  es  un  circulo  cuyo  centro  est4  en  el  origen. 


Toda  ecuacion  de  la  forma  x2  + y2 
= r2  representa  un  circulo  cuyo  radio 
es  r.  Asi,  en  el  caso  anterior,  el  radio 
es  4,  que  es  la  raiz  cuadrada  de  16. 

3)  Grdfico  de  9x2  + 25y2  = 225. 


Vamos  a despejar  y.  Tendremos: 

225-9x2 


25y2  = 225  — 9x2.’.y: 

9x2  . f 9X2 

= 9 . .y  = ± W9 . 

25  y V 25 


25 


Dando  valores  a x,  tendremos: 


FIGURA  34 


X 

-5 

— 4 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

y 

0 

±1.8 

±2.4 

±2.6 

±2.8 

±3 

±2.8 

±2.6 

±2.4 

±1.8 

0 

En  la  fig.  34  aparecen  representados  los  valores  de  y correspondientes 
a los  que  hemos  dado  a x.  La  curva  que  se  obtiene  es  una  elipse,  curva 
cerrada. 


Toda  ecuacidn  de  la  forma  a2x2  4-  b2y2  = a2b2,  o sea 
sen ta  una  elipse. 


4)  Grdfico  de  xy  = 5 o y = — . 


x2  y 2 

¥ + -j=l.  repre- 


Dando  a x valores  positivos,  tendremos: 


X 

0 

1 

2 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

.... 

± 00 

y 

-±i  00 

10 

5 

2.5 

1.6 

1.25 

1 

0.8 

0.7 

0.6 

.... 

0 

Marcando  cuidadosamente  estos  puntos  obtenemos  la  curva  situada  en 
el  ler.  cuadrante  de  la  Fig.  35. 
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Dando  a x valores  negativos,  tenemos: 


FIGURA  35 


X 

° 1 

hi 

-2 

I'3  1 

!"4 

-5 

-6 

r7 

-8 

• • • • 

±:  oo 

y 

±:  oo 

-10) 

h5  1 

h2-5 

1-1.6  j 

-1.25 

-1 

-0.8 

© 

1 

-0.6 

* • • • 

0 

Marcando  cuidadosamente  estos  puntos  obtencmos  la  curva  situada  en 
el  3er-  cuadrante  de  la  Fig.  35. 

La  curva  se  aproxima  indefinidamente  a los  ejes  sin  llcgar  a tocarlos; 

los  toca  en  el  infinite). 

La  curva  obtenida  es  una  hiperbola  rectangular.  Toda  ecuaci6n  de  la 
forma  xy  = a o V = 7 donde  a es  constante,  representa  una  hiperbola  de 
esta  clase. 

La  pardbola,  la  elipse  y la  hiperbola  se  Hainan  secciones  conicas  o 
simplementes  conicas.  El  circulo  es  un  caso  especial  de  la  elipse. 

Estas  curVas  son  objeto  de  un  detenido  estudio  en  Geometrfa  Ana- 
lftica. 


OBSERVACION 

En  los  grdficos  no  es  imprescindible  que  la  unidad  sea  una  divisidn 
del  papel  cuadriculado.  Puede  tomarse  como  unidad  dos  divisiones,  tres 
divisiones,  etc.  En  muchos  casos  esto  es  muy  conveniente. 

La  unidad  para  las  ordenadas  puede  ser  distinta  que  para  las  abscisas. 


EJERCICIO  170 

Hallar  el  grdfico  de: 
1.  y = 2x2. 


3.  x2  + y*  = 25. 

4.  9x2  -f  16y2  = 144. 


5.  y = x2-fl. 

0.  y — x2  = 2. 

7.  xy  = 4. 

8.  x2  + y2  = 36. 

Q — v2  -1- 

10.  36x2  + 25y2  = 000. 


11.  x2  4-  y2  = 49. 


12. 


13. 


14. 


y = x2  — 3x. 
• xy  = 6. 


y 


MtCtAHO 


Woo/sthorpe 


Londres 

. 


ISAAC  NEWTON  (1642-1727)  El  mat  grande  de  los 
matcmiricot  inglctct.  Su  libro  "Principia  Mathema- 
tbica",  considcrado  como  uno  dc  lot  mat  grandcs  por- 
tentos  de  la  mcntc  Humana,  le  baitaria  para  ocupar  un 
lugar  tobresaliante  en  la  historia  de  lat  matemati- 


cat.  Dcscubrio,  casi  simultancamente  con  Leibnitz,  el 
Calculo  Diferencial  y el  Calculo  Integral.  Baiandosc  en 
los  trabajos  de  Kepler,  formulo  la  Ley  de  Gravitacion 
Universal.  Y a en  el  dominio  elemental  del  Algebra  le 
debcmos  el  desarrollo  del  Bjnomio  quc  lleva  su  nombre. 


CAPITUl°  XXII 


GRAFICAS* 

APLICACIONES  PRACTICAS 


276)  UTILIDAD  DE  LOS  GRAFICOS 


Es  muy  grande.  En  Matematicas,  en  Fisica,  Estadistica,  en  la  indus- 
tria,  en  el  comercio  se  emplean  muchos  los  grificos.  Estudiaremos  algunos 
casos  pricticos. 


277)  Siempre  que  una  cantidad  sea  proporcional  a otra  es  igual  a esta  otra 
multiplicada  por  una  constante  (260).  Asi,  si  y es  proporcional  a x, 
podemos  escribir  y = ax,  donde  a es  constante  y sabemos  que  esta  ecuacidn 
representa  una  linea  recta  que  pasa  por  el  origen  (274). 

Por  tanto,  las  variaciones  de  una  cantidad  proporcional  a otra  estardn 
representadas  por  una  Hnea  recta  que  pasa  por  el  origen. 

Pertenecen  a este  caso  el  salario  proporcional  al  tiempo  de  trabajo;  el 
costo  proporcional  al  numero  de  cosas  u objetos  comprados;  el  espacio  pro- 
porcional al  tiempo,  si  la  velocidad  es  constante,  etc. 
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( 1 ) Un  obrero  gana  $2  por  hora.  HaUar  la  grafica  del  sa- 
lario  en  funcion  del  tiempo. 

Sobre  el  eje  de  las  x (fig.  36)  senalamos  el  tiempo.  Cuatro  divisiones  re- 
presentan  una  hora  y sobre  el  eje  de  las  y el  salario,  cada  division  repre- 

senta  un  peso. 

En  una  hora  el  obrero  gana 
$2;  determinamos  el  punto  A 
que  marca  el  valor  del  sala- 
rio  $2  para  una  hora  y como 
el  salario  es  proporcional  al 
tiempo,  la  grafica  tiene  que  ser 
una  linea  recta  que  pase  por 
el  origen.  Unimos  A con  O y 
la  recta  OM  es  la  grafica  del 
salario. 

Esto  tabla  grafica  nos  da  el 
valor  del  salario  para  cual- 
quier  numero  de  horas.  Para 
saber  el  salario  correspondien- 
te  a un  tiempo  dado  no  hay 
mas  que  leer  el  valor  de  la  ordenada  para  ese  valor  de  la  abscisa.  Asi  se  ve 
que  en  2 horas  el  salario  es  $4;  en  2 horas  y cuarto  $4.50;  en  3 horas,  $6;  en 
3 horas  y 45  minutos  o 3$  haras,  $7.50. 

(2)  Sabiendo  que  15  dolares  equivalen  a 225  sucres,  formar  una  tabla  que  per- 
mita  convertir  dolares  en  sucres  y viceversa. 

Las  abscisas  seran  dola- 
res, (fig.  37),  cada  divi- 
sion es  U.  S.  $1.00;  las 
ordenadas  sucres,  cada 
division  15  sucres.  Ha- 
llamos  el  valor  de  la  or- 
denada cuando  la  absci- 
cisa  es  U.  S.  $15.00  y te- 
nemos  el  punto  A.  Uni- 
mos este  punto  con  O y 
tendremos  la  grafica 
OA4. 

Dando  suficiente  exten- 
sion a los  ejes,  podemos 
saber  cuantos  sucres  son 
cualquier  numero  de  do- 
lares. En  el  grafico  se  ve 
que  U.  S.  $1  equivale  a 
15  sucres,  U.  S.  $4  50 
equivalen  a 67.50  sucres, 

U.  S.  $9  a 135  sucres  y 
U.  S.  $18  a 270  sucres. 


FIGURA  36 


Ejemplos 
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(3)  Un  tren  que  va  a 40  Km  por  hora  sale  de  un  punto  O a las  7 a.  m.  Cons- 
truir  una  grafica  que  permita  hollar  a que  distancia  se  halla  del  punto  de 
partida  en  cualquier  momento  y a que  hora  llegara  al  punto  P situado  a 140 
Km  de  O. 


FIGURA  38 


Las  horas  (fig.  38),  son  las  abscisas;  cada  division  es  10  minutos.  Las  dis- 
tances las  ordenadas;  cada  division  20  Km. 

Saliendo  a las  7 , a las  8 habra  andado  ya  40  Km.  Marcamos  el  punto  A 
y lo  unimos  con  O.  La  linea  OM  es  la  grafica  de  la  distancia. 

Midiendo  el  valor  de  la  ordenada,  veremos  que  por  ejemplo,  a las  8 y 20  se 
halla  a 53.3  Km  del  punto  de  partida;  a las  9 y 15  a 90  Km.  Al  punto  P 
situado  a 140  Km  llega  a las  10  y 30  a.m. 

(4)  Un  hombre  sale  de  O hacia  M,  situado  a 20  Km  de  O a las  10  a.  m.  y va  a 
8 Km  por  hora.  Cada  vez  que  anda  una  hora,  se  detiene  20  minutos 
para  descansar.  Hallar  graficamente  a que  hora  llegara  a M. 

Cada  division  de  OX  (fig.  39),  representa  10  minutos;  cada  division  de  OV 
representa  4 Km. 


HORAS 


FIGURA  39 
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Como  vo  a 8 Km  por  hora  y sale  a las  10  a.  m.  a las  11  hobra  andado  ya 
8 Km;  se  holla  en  A. 

El  tiempo  que  descansa,  de  11  a 11.20  se  expresa  con  un  segmento  AB  para 
lelo  al  eje  de  las  horas,  porque  el  tiempo  sigue  avanzando.  A las  1 1 y 20 
emprende  de  nuevo  su  marcha  y en  una  hora,  de  11.20  a 12.20  recorre  otros 
8 Km,  luego  se  hallara  en  C que  corresponde  a la  ordenada  16  Km.  Descan- 
so  otros  20  minutos,  de  12.20  a 12.40,  (segmento  CD)  y a las  12.40  emprende 
otra  vez  la  marcha.  Ahora  le  faltan  4 Km  para  llegar  a M.  De  D a M la 
ordenada  aumenta  4 Km  y al  punto  M corresponde  en  la  abscisa  la  1 y 10 
p.  m.  R. 

EJERCICIO  171 

< ILIJA  LAS  UNIDADES  ADECU ADAS » 

1*  Construir  una  grafica  que  permita  hallar  el  costo  de  cualquier  numero 
de  metros  de  tela  (hasta  10  m)  sabiendo  que  3 m cucstan  $4. 

2-  Sabiendo  que  5 m de  tela  cuestan  S6,  hallar  grAficamente  cuanto  cuestan 
8 m,  9 m,  12  m y cuantos  metros  se  pueden  comprar  con  $20. 

3-  Sabiendo  que  1 d61ar  = 15  sucres,  construir  una  grafica  que  permita 
cambiar  sucres  por  ddlares  y viceversa  hasta  20  dolares.  Halle  grafica- 
mente  cuantos  dolares  son  37.50,  45  y G3  sucres,  y cuantos  sucres  son  4 50 
y 7 dolares. 

4-  Sabiendo  que  bs.  200  ganan  bs.  16  al  aiio,  construya  una  grafica  que 
permita  hallar  cl  in teres  anual  de  cualquier  cantidad  hasta  bs.  1000- 
Halle  graficamente  el  interns  de  bs.  450,  bs.  700  y bs.  925  en  un  ano. 

5-  Por  3 horas  de  trabajo  un  hombre  recibe  18  soles.  Halle  graficamente 
el  salario  de  4 horas,  5 horas  y 7 horas. 

6-  Un  tren  va  a 60  Km  por  hora.  Hallar  graficamente  la  distancia  reco- 
rrida al  cabo  de  1 hora  y 20  minutos,  2 horas  y cuarto,  3 horas  y media. 

7-  Hallar  la  gralica  del  movimiento  uniforme  de  un  movil  a ra/on  de  8 m 
por  segundo  hasta  10  segundos.  Halle  graficamente  la  distancia  recorrida 
en  5]  seg.,  en  7J  seg. 

Un  hombre  sale  de  O hacia  Af,  situado  a 60  Km  de  O,  a las  6 a.m. 
y va  a 10  Km  por  hora.  Al  cabo  de  2 horas  descansa  20  minutos  y 
reanuda  su  marcha  a la  misma  velocidad  anterior.  Hallar  graficamente 
a qu6  hora  llega  a Af. 

9 Un  hombre  sale  de  O hacia  Af,  situado  a 33  Km  de  O,  a las  5 a m. 
y va  a 9 Km  por  hora.  Cada  vez  que  anda  una  hora,  descansa  10  minutos. 
Hallar  graficamente  a aue  hora  llega  a Af. 

Un  hombre  sale  de  O hacia  Af,  situado  a 63  Krri.  de  (),  a 10  Km  por 
hora,  a las  11  a.m.  y otro  sale  de  Af  hacia  O,  en  el  mismo  instante,  a 
8 Km  por  hora.  Determinar  graficamente  el  punto  de  encuentro  y la 
hora  a que  se  encuentran. 

11-  Un  litro  de  un  liquido  pesa  800  g.  Hallar  graficamente  cuAnto  pesan 
1.4  1.  2.8  1 y 3.75  1. 

12  1 Kg  = 2-2  lb.  Hallar  graficamente  cudntos  Kg  son  11  lb  y cuantas 
libras  son  5.28  Kg. 

13  Si  6 yardas  = 5.5  m,  hallar  graficamente  cuAntas  yardas  son  22  m,  38.5  m. 
Un  auto  sale  de  A hacia  Bt  situado  a 200  Km  de  A,  a las  8 a.m.  y regresa 
sin  detenerse  en  B.  A la  ida  va  a 40 ’Km  por  hora  y a la  vuelta  a 50  Km 
por  hora.  Hallar  la  grAfica  del  viaje  de  ida  y vuelta  y la  hora  a que 
llega  al  punto  de  partida. 
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(278)  ESTADISTICA 

Las  cuestiones  de  Estadistica  son  de  extraordinaria  important  ia  para 
la  industria,  el  comercio,  la  education,  la  salud  publica,  etc.  La  Estadistica 
es  una  ciencia  que  se  estudia  hoy  en  muchas  Universidades. 

Daremos  una  ligera  idea  acerca  de  estas  cuestiones,  aprovechando  la 
oportunidad  que  nos  ofrece  la  representation  grdfica. 

279)  METODOS  DE  REPRESENTACION  EN  ESTADISTICA 

El  primer  paso  para  hacer  una  estadistica  es  conseguir  todos  los  datos 
posibles  acerca  del  asunto  de  que  se  trate. 

Guanto  mas  datos  se  reunan,  mas  fiel  serd  la  estadistica. 

Una  vez  en  posesion  de  estos  datos  y despuds  de  clasificarlos  rigurosa- 
mentc  se  procede  a la  representacion  do  los  misraos,  lo  cual  puede  hacerse 
por  medio  de  tabulates  y de  graficos. 

(280)  TABULAR 

Cuando  los  datos  estadisticos  se  disponen  en  columnas  que  puedan  ser 
lei  das  vertical  y horizontalmente,  tenemos  un  tabular. 

En  el  titulo  del  tabular  se  debe  indicar  su  objeto  y el  tienqio  y lugar 
a que  se  refiere,  todo  con  claridad.  Los  datos  se  disponen  en  columnas 
separadas  unas  de  otras  por  rayas  y encima  de  cada  columna  debe  haber  un 
titulo  que  explique  lo  que  la  columna  representa.  Las  filas  horizontales 
tienen  tambien  sus  titulos. 

Los  totales  de  las  columnas  van  al  pie  de  las  mismas  y los  totales  de 
las  filas  horizontales  en  su  extremo  derecho,  generalmente. 

Los  tabulares,  segun  su  indole,  pueden  ser  de  muy  diversas  formas  y 
clases.  A continuation  ponemos  un  ejemplo  de  tabular: 


VENTAS  DE  LA  AGENCIA  DE  MOTORES  "P.  R."  - CARACAS 

ENERO  - JUNIO 

CAMIONES  Y AUTOMOVILES  POR  MESES 


CAMIONES 

AUTOMOVILES 

TOTAL 

AUTOMOVILES 
Y CAMIONES 

MESES 

CERRADOS 

ABIERTOS 

TOTAL 

ENERO 

18 

20 

2 

22 

40 

FEBRERO 

24 

30 

5 

35 

59 

MARZO 

31 

40 

8 

48 

79 

ABRIL 

45 

60 

12 

72 

117 

MAYO 

25 

32 

7 

39 

64 

JUNIO 

15 

20 

3 

23 

38 

TOTALES 

158 

202 

37 

239 

397 

306  • ALGEBRA 


281)  GRAFICOS 


Por  medio  de  graficos  se  puede  representar  toda  clase  dc  datos  esta- 
disticos.  Grdficamente,  los  datos  estadisticos  se  pueden  representar  por  me- 
dio de  barras,  circulos,  tineas  rectas  o curvas. 


82  BARRAS 


Cuando  se  quieren  expresar  simples  comparaciones  de  medidas  se  em- 
plean  las  barras,  que  pueden  ser  horizontales  o verticales.  Estos  grdficos 
suelen  llevar  su  escala.  Cuando  ocurre  alguna  anomalfa,  se  aclara  con  una 
nota  al  pie. 


PRODUCCION  DE  CANA  DE  LA  COLON1A  “K" 

Ejemplo  de 
grafico  con  barras 
horizontales. 

1951 
M952 

1953 

1954 
*1955 

1956 

1957 


FIGURA  40 


por  anos  1951  - 57 
Ml  HONES  DE  ARROBAS 


1 2 3 4 5 6 


CIRCULACION  DE  LA  REVISTA  “H" 


Ejemplo  de 
grafico  con  barras 
verticales. 


FIGURA  41 


MILLARES  POR  MESES  JULIO- DIC. 

DE  EJEMPLARES 
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(283)ciRCULOS 

Algunas  veces  en  la  comparacion  dc  medidas  se  emplean  drculos,  dir 
modo  quc  sus  diAmetros  o sus  Areas  sean  proporcionales  a las  cantidades 
que  se  comparan. 


VENTAS  EN 
LA  CAPITAL 
$40,000 


VENTAS  EN 
EL  INTERIOR 
$20,000 


VENTAS  EN 
LA  CAPITAL 
$40,000 


VENTAS  EN 
EL  INTERIOR 
$ 20,000 


FIGURA  42 


En  la  figura  42-A  se  representan  las  ventas  de  una  rasa  de  comercio 
durante  un  ario,  $40000  en  la  Capital  y $20000  en  el  interior,  por  medio  de 
dos  drculos,  siendo  el  diametro  del  que  representa  $40000  doble  del  quc 
representa  $20000.  En  la  figura  42-B  el  area  del  circulo  mayor  es  doble  que 
la  del  menor. 

Siempre  es  preferible  usar  el  sistema  de  Areas  proporcionales  a las  can- 
tidades que  se  representan  en 
vcz  del  de  diAmetros. 

Este  sistema  no  es  muy  usa- 
do;  es  preferible  el  de  las  barras. 

Los  drculos  se  emplean 
tambi&i  para  comparar  entre  si 
las  partes  que  forman  un  todo, 
rcpresentando  las  partes  por  sec- 
tores  circulares  cuyas  Areas  sean 
proporcionales  a las  partes  que 
se  comparan. 

Asl,  para  indicar  que  de  los 
$30000  de  venta  de  una  casa  de 
tejidos  en  1958,  el  20%  se  vendid 
al  contado  y el  resto  a plazos,  se 
puede  proceder  asl: 


YTNTA 

$30,000 


VENTA 

$30,000 


FIGURA  43 
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Es  preferiblc  c)  mctodo  de  barras  B , dada  la  dificultad  de  calcular 
claramente  el  drea  del  sector  circular. 

Para  expresar  que  de  los  $120000  en  mercandas  que  tiene  en  existen- 
cia  un  almac&i,  el  25%  es  azucar,  el  20%  es  caf£  y el  resto  viveres,  podemos 
proceder  asf: 


FIGURA  44 


EXISTENC1A 

S 120,000 


CAFE 
20  r. 


EX1STENCIA 

si?0,000 


Los  graficos  anteriores  en  que  las  paries  de  un  lodo  se  representan  por 
seciores  circulares  son  llamados  en  ingles  “pie  charts”,  (graficos  de  pastel) 
porque  los  sectores  tienen  semejanza  con  los  cortes  que  se  dan  a un  pastel. 

284  LINEAS  RECTAS  0 CURVAS.  GRAFICOS  POR 
EJES  COORDENADOS 

Cuando  en  Estadistica  se  quieren  expresar  las  variaciones  de  una  can- 
tidad  en  funcion  del  tiempo  se  emplea  la  representation  grdfica  por  medio 
de  ejes  coordenados.  Las  abscisas  representan  los  tiempos  y las  ordenadas 
la  otra  cantidad  que  se  relaciona  con  el  tiempo. 


Y 

1000 

IM0 

4000 

>M« 

0 


im  ms 


19S0 


1KT 


FIGURA  45 


Cuando  una  cantidad  y es  proporcio- 
nal  al  tiempo  /,  la  ecuacidn  que  la  liga  con 
este  es  de  forma  y = at,  donde  a es  cons- 
tante,  luego  el  grdfico  de  sus  variaciones  serd 
una  linea  recta  a trav^s  del  origen  y si 
su  relacidn  con  el  tiempo  es  de  la  forma 
y = at  *f  b,  donde  a y b son  constantes,  el 
grafico  serd  una  linea  recta  que  no  pasa 
por  el  origen. 

Asi,  la  estadistica  grdfica  de  las  ganan 
cias  de  un  almacen  de  1954  a 1957,  sabiendo 
que  en  1954  gano  $2000  y que  en  cada  ano 
posterior  gano  $2000  mas  que  en  el  inmedia- 
to  anterior,  estd  representado  por  la  li- 
nea recta  OM  en  la  fig.  45. 
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Pero  esto  no  es  lo  mis  corriente.  Lo  usual  es  que  las  variaciones  dt*  la 
cantidad  que  representan  las  ordcnadas  sean  mas  o menos  irregu lares  y cn- 
tonces  cl  grafico  es  una  linca  curva  o quebrada. 


La  fig.  46  muestra  las  variaciones  de 
la  temperalura  minima  en  una  ciudad  del 
dia  15  al  20  de  diciembre.  Se  ve  que  el 
dia  15  la  minima  fue  17.5°;  el  dia  16  de 
10°,  el  dia  17  de  15°,  el  18  de  25°,  el  19 
de  22°  y el  20  de  15°.  La  linea  quebrada 
que  se  obtiene  es  la  grlfica  de  las  varia- 
ciones de  la  temperatura. 


FIGURA  46 


IS  16  17  16  19  20 

DIAS  DE  D1C. 


En  la  fig.  47  se  representa  la  produc- 
cibn  de  una  fabrica  de  autombviles  durante 
los  12  meses  del  a no  en  los  a nos  1954.  1955, 
1956  y 1957. 

El  valor  de  la  ordenada  correspondiente 
a cada  mes  da  la  produccibn  en  ese  mes. 

FJ  gnlfico  exhibe  los  meses  de  minima 
y maxima  production  en  cada  ano. 


FIGURA  47 


AUTOMOV1IXS 


JOOOOO 


19S4  19SS  19S6  19S7 


En  la  fig.  48  se  exhibe  el  aumento  de 
la  poblacibn  de  una  ciudad,  desde  1935 
hasta  I960.  Se  ve  que  en  1935  la  poblacion 

era  de  5000  almas;  el  aumento  de  1935  a 
1940  es  de  2000  almas;  de  1940  a 1945  de 
6000  almas;  etc.  La  poblacibn  en  1955  es  >• 
de  30000  almas  y en  I960  de  47000  almas.  J0 

FIGURA  48 

• 
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EJERCICIO  172 

1.  Exprcsc  por  medio  de  barras  horizontales  o verticales  que  en  1962  las 
colonias  del  Central  X produjeron:  La  colonia  A,  2 millones  de  arrobas; 
la  colonia  B,  3 millones  y medio;  la  colonia  C,  un  millon  y cuarto  y la 
colonia  D , 4J  millones. 

2.  Exprese  por  barras  que  de  los  200  alumnos  de  un  colegio,  hay  50  de 
10  anos,  40  de  11  anos,  30  de  13  anos,  60  de  14  anos  y 20  de  15  anos. 

3.  Exprese  por  medio  de  sectores  circulares  y de  barras  que  de  los  80000 
sacos  de  mercancias  que  tiene  un  almac^n,  el  40%  son  de  azucar  y el 
resto  de  arroz. 
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4.  Exprese  por  medio  de  sectores  circulares  y de  barras  que  de  los  200000 
autos  que  produjo  una  fdbrica  en  196  2 100000  fueron  camiones,  40000 
autos  abiertos  y el  resto  cerrados. 

5.  Exprese  por  barras  horizontales  que  tl  ejercito  del  pais  A tiene  3 mi- 
llones  de  hombres,  el  de  B un  miI16n  800000  hombres  y el  de  C 600000 
hombres. 

6 Exprese  por  medio  de  barras  verticales  que  la  circulacibn  de  una  revista 
de  marzo  a julio  de  1962  ha  sido:  marzo,  10000  ejemplares;  abril,  14000; 
mayo,  22000;  junio,  25000  y julio,  30000. 

7.  lndique  por  medio  de  barras  que  un  almacen  gano  en  1956  $3000  y 
despucs  cada  aiio  hasta  1962,  gano  $1500  niys  que  el  ano  anterior. 

8.  Exprese  por  medio  de  barras  que  un  hombre  tiene  invertido  en  casas 
bs.  540000;  en  valores  bs.  400000  y en  un  Banco  bs.  120000. 

9.  Exprese  por  medio  de  barras  que  un  pais  exported  mercancfas  por  los 
siguientes  valores:  en  1957,  14  millones  de  pesos;  en  1958,  17  millones; 
en  1959,  22  millones;  en  196  0 30  millones;  en  1962  25  millones  y en 
196  2 40  millones. 

10.  Haga  un  graiico  que  exprese  las  temperaturas  maximas  siguientes: 
Dia  14,  32°;  dia  15,  35°;  dia  16,  38°;  dia  17,  22°;  dia  18,  15°;  dia  19.  25°. 

11.  Haga  un  graiico  que  exprese  las  siguientes  temperaturas  de  un  cnfermo: 
Dia  20:  a las  12  de  la  noche,  39°;  a las  6 a.m.,  39.5°;  a las  12  del  dia  40°; 
a las  6 p.m.,  38.5°.  Dia  21:  a las  12  de  la  noche,  38°;  a las  6 a.m.,  37°; 
a las  12  del  dia,  37.4°;  a las  6 p.m.,  36°. 

12.  Las  cotizaciones  del  dblar  han  sido:  Dia  10,  18.20  soles;  dia  11,  18.40; 
dia  12,  19.00;  dia  13,  18.80;  dia  14,  18.60.  Exprese  grdficamente  esta 
cotizacion. 

13.  Un  alum  no  se  examina  de  Algebra  todos  los  meses.  En  octubre  obtuvo 
55  puntos  y en  cada  mes  posterior  hasta  mayo  obtuvo  5 puntos  mas  que 
en  el  mes  anterior.  Hallar  la  grdfica  de  sus  calif icaciones. 

14.  Las  calificaciones  de  un  alumno  en  Algebra  han  sido:  octubre  15, 
90  puntos;  oct.  30,  60  puntos;  nov.  15,  72  puntos;  nov.  30,  85  puntos; 
die.  15,  95  puntos.  Hallar  la  grafica  de  sus  calificaciones. 

15.  La  poblacibn  de  una  ciudad  fue  en  1930,  5000  almas;  en  1940,  10000 
almas;  en  1950,  20000  almas;  en  I960,  40000.  Hallar  la  gralica  del  aumento 
de  poblacidn. 

16.  Las  venias  de  un  almacen  han  sido:  1957,  $40000;  1958,  $60000; 
1959,  $35000:  1960  $20000;  1 % 1 $5000;  1962,  $12500.  Hallar  la  grafica 
de  las  ventas. 

17.  Las  importaciones  de  un  almacen  de  febrero  a noviembre  de  196  2 han 
sido:  febrero,  $56000;  marzo,  $80000;  abril,  $90000;  mayo,  $100000;  junio, 
$82000;  julio,  $74000;  agosto,  $60000;  septiembre,  $94000;  octubre, 
S75000  y noviembre,  $63000.  Hallar  la  grdfica. 

18.  Las  cantidadcs  empleadas  por  una  companfa  en  salarios  de  sus  obreros 
de  julio  a diciembre  de  1962  fueron:  julio  $25000;  agosto,  $30000; 
sept.,  $40000:  oct.,  $20000;  nov.,  $12000;  die.,  $23000.  Hallar  la  grafica 
de  los  salarios. 

19.  Recomendamos  a todo  alumno  coino  ejercicio  muy  interesante  que  lleve 
una  estadistica  grdfica  de  sus  calificaciones  de  todo  cl  curso  en  esta 
asignatura. 


GOTTFRIED  WILHELM  LEIBNITZ  (1646-1716)  Fi- 
lo.tofo  y matemitico  aleman.  La  mente  mas  universal 
de  su  epoca.  Domino  toda  la  filosofia  y toda  la  ciencia 
de  su  ticmpo.  Descubrio  simultincamcntc  con  Newton 
el  Cilculo  Diferencial.  Desarrollo  notablemente  el 


Anilisis  Combinatorio.  Mantuvo  durante  toda  su  vida 
la  idoa  de  una  maternities  simbolica  universal,  que 
Grassman  comonio  a lograr  al  desarrollar  el  Algebra 
de  Hamilton.  Murio  cuando  escribia  la  historia  de 
la  familia  Brunswick  en  la  Biblioteca  de  Hanover. 


CAPITULO  XXIII 


ECUACIONES  INDETERMINADAS 


285)  ECUACIONES  DE  PRIMER  GRADO  CON  DOS  VARIABLES 

Consideremos  la  ecuacidn  2x  4-  3y  = 12,  que  tiene  dos  variables  o in- 
cognitas. Despejando  y , tcndremos: 

12 -2x 

3y  = 12  — 2x  y = . 


Para  cada  valor  que  demos  a x obtenemos  un  valor  para  y.  Asi.  para 

x = 0,  y = 4 x = 2,  y = 2J 

x = 1,  > = 3i  x = 3,  y = 2,  etc. 

Todos  estos  pares  de  valores,  sustituidos  en  la  ecuacidn  dada,  la  con 
vierten  en  identidad,  o sea  que  satisfacen  la  ecuacidn.  Dando  valores  a x 
podemos  obtener  infinitos  pares  de  valores  que  satisfacen  la  ecuacidn.  Esta 
es  una  ecuacion  indeterminada.  Entonces,  toda  ecuacion  de  primer  grado 
con  dos  variables  es  una  ecuacidn  indeterminada. 


286)  RESOLUCION  DE  UNA  ECUACION  DE  PRIMER  GRADO  CON 
DOS  INCOGNITAS.  SOLUCIONES  ENTERAS  Y POSITIVAS 


Hemos  visto  que  toda  ecuacidn  de  primer  grado  con  dos  incdgnitas  es 
indeterminada,  tiene  infinitas  solucion es;  pero  si  fijamos  la  condicidn  de 
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que  las  soluciones  sean  emeras  y posit ivas,  el  numero  de  soluciones  puede 
ser  limitado  en  algunos  casos. 


( I ) Resolver  x + y = 4,  para  valores  enteros  y positivos. 
Despejando  y,  tenemos:  y = 4 — x. 

El  valor  de  y depende  del  valor  de  x#-  x tiene  que  ser  entera  y positiva  segun 
la  condicion  fijada,  y para  que  y sea  entera  y positiva , el  mayor  valor  que 
podemos  dar  a x es  3,  porque  si  x = 4,  entonces  y = 4 — x = 4 — 4 = 0,  y si  x 
es  5 ya  se  tendria  y = 4 — 5 = — 1#  negativa.  Por  tanto,  las  soluciones  ente- 
ras  y positives  de  la  ecuacion,  son: 

x = l y — 3 

x=2  y =2 

x = 3 y = 1 R. 


Ejem  plos 


(2)  Resolver  5x  *f  7y  = 128  para  valores  enteros  y positivos. 

Despejando  x que  tiene  el  menor  coeficiente,  tendremos: 

128 -7y 

5x  = 128  - 7y  .\  x = -. 

5 

Ahora  descomponemos  128  y —7y  en  dos  sumandos  uno  de  los  cuales  sea  el 
mayor  multiplo  de  5 que  contiene  cada  uno,  y tendremos: 

1 25  + 3 — 5y  — 2y  125  5y  3 - 2y  3 - 2y 

x = = 1 = 25  — y H — 

5 5 5 5 5 

3 - 2y  # 3 - 2y 

luego  queda:  x = 25  — y H y de  aqui  x — 25  4*  y = — - — 

5 5 

Siendo  x e y enteros,  (condicion  fijada)  el  primer  miembro  de  esta  igualdad 
tiene  que  ser  entero,  luego  el  segundo  miembro  sera  entero  y tendremos: 

3 — 2 y 

= entero. 


Ahora  multiplicamos  el  numerador  por  un  numero  tal  que  ol  dividir  el  coefi- 
ciente de  y entre  5 nos  de  de  residuo  1,  en  este  caso  por  3,y  tendremos: 


9-6y 


= entero 


9 — 6y  5 + 4 — 5y  — y 5 5y  4 — y 4 — y 

o sea  = = 1 = 1 — y + = entero 

5 5 5 5 5 7 5 

4 — y 

luego  nos  queda  1 — y H = entero. 


4 — y 4 — y 

Para  que  1 — y H — sea  entero  es  necesario  que  — “ — = entero.  Lla- 

4 — y 

memos  m a este  entero:  = m. 
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Despejando  /;  4 — y = 5m 

— y = 5m  — 4 

y = 4 — 5m.  ( 1 ) 

Sustituyendo  este  valor  de  y en  la  ecuacion  dada  5x  + 7y  = 128,  tenemos: 

5x4-  7 (4  -5m)  = 128 
5x  4-  28  — 35m  = 1 28 

5x  =100  + 35m 

100  + 35m 

x = 

5 

x = 20  + 7m.  (2) 

Reuniendo  los  resultados  (1)  y (2),  tenemos: 

( x = 20  7m 

) y = 4 — 5m  °on°e  m es  entero. 

Ahora,  dando  valores  a m obtendremos  valores  para  x e y.  Si  algun  valor  es 
negafivo,  se  desecha  la  solucion. 

Asi:  Para  m = 0 x = 20,  y = 4 

m = 1 x = 27,  y = — 1 se  desecha. 

No  se  prueban  mas  valores  positivos  de  m porque  darian  la  y negative. 

Para  m = — 1 x=  13,  y=  9 
m = — 2 x = 6,  y = 14 

m = — 3 x = — 1 , se  desecha. 

No  se  prueban  mas  valores  negativos  de  m porque  darian  la  x negative. 

Por  tanto,  las  soluciones  enteras  y positives  de  la  ecuacion,  son: 

x = 20  y = 4 

x = 13  y=  9 

x=  6 yzzU.R. 

Los  resultados  (1  ) y (2)  son  la  solucion  general  de  la  ecuacion. 


3) 


Resolver  7x  — 1 2y  = 17  para  valores  enteros  y positivos. 

17  + 12y 

Despejando  x:  7x  = 17  + 12y  • • x = 

14  + 3 + 7y  + 5y  14  7y  3 + 5y 
o sea  x = = — + — H — = 2 + y + 


luego  queda  x = 2 + y + 


3 + 5y 


o sea 


x — 2 — y = 


3 + 5y 


Siendo  x e y enteros,  x — 2 — y es  entero,  luego 

3 + 5y 

= entero. 


3 + 5y 
7 


7 


314  # algebra 


Multiplicand©  el  numerador  por  3 ( porque  3x5  = y 15  dividido  entre  7 da 

9 + 15y 

residuo  1 ) tendremos:  — = entero 

o sea  9 + 1 5y  7 + 2 + 1 4y  + y 7 14y  y + 2 y + 2 

— j = = y + — + — y—  = 1 + 2y  + —y~  = entero 


luego  queda: 


y + 2 

1 + 2y  H — = entero. 


Para  que  esta  expresion  sea  un  numero  entero,  es  necesario  que 

y + 2 

Llamemos  m a este  entero:  = m. 


y + 2 


= entero. 


Despejando  y.- 


y + 2 = 7m 
y = 7m  — 2. 


(1) 


Sustituyendo  este  valor  de  y en  la  ecuacion  dada  7x  — 12y  = 17,  se  tiene: 

7x- 12  (7m -2)  =17 
7x- 84m + 24  = 17 

7x  = 84m  — 7 
84m  — 7 
x = 


x = 1 2m  — 1 . 


La  solution  general  es: 


x = 12m  — 1 
y = 7m  — 2 


(2) 


donde  m es  entero. 


Si  m es  cero  o negativo,  x e y serian  negativas;  se  desechan  esas  soluciones. 
Para  cuolquier  valor  positivo  de  m,  x e y son  positivas,  y tendremos: 


Para 

m = 1 

x = 1 1 

/=  5 

m = 2 

x = 23 

y = 12 

m = 3 

x = 35 

/ = 19 

m = 4 

x — 47 

y — 26 

y asi  sucesivamente,  luego  el  numero  de  soluciones  enteras  y positivas  es  i/i- 
mitado. 

OBSERVACION 

Si  en  la  ecuacion  dada  el  termino  que  contiene  la  x esta  conectado  con  el  ter- 
mino  que  contiene  la  y por  medio  del  signo  -f  el  numero  de  soluciones  enteras 
y positivas  es  limited o y si  esta  conectado  por  el  signo  — es  ilimitad o. 


m-  EJERCICIO  173 


Hallar  todas  las 

soluciones  enteras 

y positivas  de: 

1. 

x+y=5.  6. 

15x+7y=136. 

11. 

7x+5y=104. 

16. 

10x+13y=294. 

2. 

2x+3y=37.  7. 

x +5)i =24. 

12. 

10x+y=32. 

17. 

llx+8y=300. 

3. 

3x+5y=43.  8. 

9x+lly=203. 

13. 

9x+4y=86. 

18. 

21x+25y=705. 

4. 

x+3y=9.  9. 

5x+2'V=73. 

14. 

9x+Uy=207. 

5. 

7x+8y— 115.  10. 

8x+13y=162. 

15. 

llx+12y=354. 

ECU  ACIONES  I N DETERM  I NA DAS 
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Hallar  la  solucion  general  y los  ties  menores  pares  de  valores  enteros 
y positivos  de  x e y que  satisfacen  las  ecuaciones  siguientes: 


19.  3x— 4y=5. 

20.  5x— 8y=l. 

21.  7x— 13y=43. 


22.  llx-12y=0. 

23.  14x-17y=32. 

24.  7x— lly=83. 


25.  8x-13y=407. 

26.  20y— 23x=411. 

27.  5y— 7x=312. 


PROBLEMAS  SOBRE  ECUACIONES  INDETERMINADAS 

287)  Un  comerciante  emplea  Q.  64  en  comprar  lapiceros  a Q.  3 cada  uno 
^ y plumas-fuentes  a Q.  5 cada  una.  <?Cuantos  lapiceros  y cuantas  plu- 
mas-£uentes  pnede  comprar? 


Sea  x = numero  de  lapiceros. 

y = numero  de  plumas-fuentes. 

Como  cada  lapicero  cuesta  Q.  3,  los  x lapiceros  costarin  3x  + 5;y 

Q.  3x  y como  cada  pi uma  cuesta  Q.  5,  las  y plumas  costarAn 
Q.  5y.  Por  todo  se  paga  Q.  64;  luego,  tenemos  la  ecuacion: 

Resolviendo  esta  ecuacion  para  valores  enteros  y positivos,  se  obtienen 
las  soluciones  siguientes: 


x = 18, 

y = 2 

x = 8,  y = 8 

x = 13, 

II 

Cl 

X 

II 

5° 

Nd 

II 

»-* 

luego,  por  Q.  64  puede  comprar  18  lapiceros  y 2 plumas  o 13  lapiceros  y 
5 plumas  u 8 lapiceros  y 8 plumas  o 3 lapiceros  y 11  plumas.  R. 


m*  EJERCICIO  174 

1.  cDe  cuantos  modos  se  pueden  tener  $42  en  billetes  de  $2  y de  $5? 

2.  cDe  cuantos  modos  se  pueden  pagar  $45  en  monedas  de  $5  y de  $10? 

3.  Hallar  dos  numeros  tales  que  si  uno  se  multiplica  por  5 y el  otro 
por  3,  la  suma  de  sus  productos  sea  62. 

4.  Un  hombre  pago  340  bolivares  por  sombreros  a bs.  8 y pares  de  zapa- 
tos  a bs.  15.  jCuAntos  sombreros  y cudntos  pares  de  zapatos  comprd? 

5.  Un  hombre  pago  $42  por  tela  de  lana  a $1.50  el  metro  y de  seda  a 
$2.50  el  metro.  ;Cuantos  metros  de  lana  y cudntos  de  seda  comprd? 

6.  En  una  excursidn  cada  nino  pagaba  45  cts.  y cada  adulto  $1.  Si  el  gasto 
total  fue  de  $17,  ^cuantos  adultos  y ninos  iban? 

7.  Un  ganadero  comprd  caballos  y vacas  por  41000  sucres.  Cada  caballo 

le  cost 6 460  sucres  y cada  vaca  440  sucres.  ^Cudntos  caballos  y vacas 

comprd? 

8.  El  triplo  de  un  numero  aumentado  en  3 equivale  al  quintuplo  de  otro 
aumentado  en  5.  Hallar  los  menores  numeros  positivosque  cumplen 
esta  condicidn. 

9.  <d)e  cuantos  modos  se  pueden  pagar  $2.10  con  monedas  de  25  cts.  y 
de  10  cts.? 
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288  REPRESENTACION  GRAFICA  DE  UNA  ECUACION  LINEAL 


Las  ecuaciones  de  primer  grado  con  dos  variables  se  llaman  ecuaciones 
lineales  porque  representan  lineas  rectas.  En  efecto: 

Si  en  la  ecuacibn  2x  — 3y  = 0,  despejamos  y,  tenemos: 


— 3y  = — 2x,  o sea,  3y  = 2x 


y aqui  vemos  que  y es  funcibn  de  primer  grado  de  x sin  termino  indepen- 
diente,  y sabemos  (274)  que  toda  funcibn  de  primer  grado  sin  tbrmino  in* 
dependiente  representa  una  lfnea  recta  que  pasa  por  el  origen. 

Si  en  la  ecuacibn  4x  — 5y  = 10  despejamos  yt  tenemos: 


4x  - 10  4 

— by  = 10  — 4x  o sea  5y  = 4x  — 10  y = o sea  y = — x — 2 

5 5 


y aqui  vemos  que  y es  funcibn  de  primer  grado  de  x con  termino  indc- 
pendiente,  y sabemos  que  toda  funcibn  de  primer  grado  con  termino  inde- 
pendiente  representa  una  linea  recta  que  no  pasa  por  el  origen  (274).  Por 
tanto: 


Toda  ecuacibn  de  primer  grado  con  dos  variables  representa  una  li- 
nea recta. 

Si  la  ecuacibn  carece  de  termino  independiente,  la  linea  recta  que  ella 
representa  pasa  por  el  origen. 

Si  la  ecuacibn  tiene  termino  independiente,  la  linea  recta  que  ella  re- 
presenta no  pasa  por  el  origen. 


Ejemplos 


( 1 ) Representor  groficomente  la  ecuacion  5x  — 3y  = 0. 


Como  la  ecuaci6n  carece  de  termino  independiente  el  origen  es  un  punto  de 
la  recta.  (Fig.  491).  Basto  hollar  otro  punto  cualquiera  y unirlo  con  el  origen. 
Despejando  y: 


— 3y  = — 5x  o sea  3y  = 5x 


Hallemos  el  valor  de  y para  un  valor  cualquiera 
de  x,  por  ejemplo*. 

Para  x = 3,  y = 5. 

El  punto  ( 3,  5 ) es  un  punto  de  la  recta,  que  uni- 
do  con  el  origen  determine  la  recta  5x  — 3 y = 0. 


FIGURA  49 
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(2)  Grafico  de  3x  + 4y  = 15. 

Como  la  ecuacion  tiene  termino  independiente  la 
linea  recta  que  ella  representa  no  pasa  por  el 
origen.  En  este  caso,  lo  m6s  comodo  es  hollar 
los  interceptos  sobre  los  ejes.  El  intercepto  sobre 
el  eje  de  las  x se  obtiene  haciendo  y = 0 y el  in- 
tercepto sobre  el  eje  de  las  y se  obtiene  ha  ien- 
do  x = 0. 

Tenemos: 

Para  y = 0,  x = 5 

x = o,  y = 3J. 

Marcando  los  puntos  ( 5,  0 ) y ( 0,  3 J ) , ( Fig.  50  ), 
y uniendolos  entre  si  queda  representada  la  rec- 
ta que  representa  la  ecuacion  3x  + 4y  = 15. 

( 3 ) Graf ico  de  x — 3 = 0. 

Despejando  x,  se  tiene  x = 3. 

Esta  ecuacion  equivale  a Oy  + x = 3. 

Para  cualquier  valor  de  y,  el  termino  Oy  = 0.  Para 
y = 0,  x = 3;  para  y = 1 , x = 3;  para  y = 2, 
x = 3,  etc.,  luego  la  ecuacion  x = 3 es  el  lugar 
geometrico  de  todos  los  puntos  cuya  abscisa  es 
3,  o sea  que  x — 3 = 0 6 x = 3 representa  una 
linea  recta  para/e/a  a/  e/e  de  las  y que  pasa  por 
el  punto  (3,0).  (Fig.  51). 

Del  propio  modo,  x + 2 = 0 6 x = -2  represen- 
ta una  linea  recta  paralela  al  eje  de  las  y que 
pasa  por  el  punto  ( — 2,  0).  (Fig.  51). 

La  ecuacidn  x = 0,  representa  el  eje  de  las  or- 
denadas. 

(4)  Grafico  de  y — 2 = 0. 

Despejando  y se  tiene  y = 2. 

Esta  ecuacion  equivale  a Ox  + y = 2,  o sea  que 
para  cualquier  valor  de  x,y  = 2,  luego  y — 2 = C 
o y = 2 es  el  lugar  geometrico  de  todos  los  pun- 
tos cuya  ordenada  es  2,  luego  y = 2 representa 
una  linea  recta  parolelo  al  e/e  de  las  x que  pasa 
por  el  punto  (0,  2 ).  (Fig.  52). 

Del  propio  modo,  y4-4  = 06y  = — 4 represen- 
ta una  linea  recta  paralela  al  eje  de  las  x que 
pasa  por  el  punto  (0,  — 4).  (Fig.  52). 

La  ecuacion  y = 0 representa  el  eje  de  las  abs- 
cises. 
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(5 ) Hollar  la  intersecci6n  de  3x  4-  4y  = 10  con  2x  4*  y = 0. 


Representemos  ambas  Kneas.  (Fig.  53). 

En  3x  4-  4y  = 10,  se  tiene: 

Para  x = 0,  y = 2\ 

y = 0,  x = 3|# 

Marcando  los  puntos  ( 0,  2£ ) y ( 3^,  0 ) y unien- 
dolos  queda  representada  3x -My  = 10. 

En  2x  4-  y = 0 se  tiene: 

Para  x = 1,  y = — 2. 

Uniendo  el  punto  (1,  —2)  con  el  origen  (la 
ecuacion  carece  de  termino  independiente ) que- 
da representada  2x  + y = 0. 

En  el  grafico  se  ve  que  las  coordenadas  del  pun- 
to de  interseccion  de  las  dos  rectas  son  x = — 2, 
y = 4,  luego  el  punto  de  interseccion  es  ( — 2,  4 ). 


FIGURA  53 


(6  ) Hallar  la  interseccion  de  2x  + 5y  = 4 con  3x  + 2y  = — 5. 
En  2x  4*  5y  = 4,  se  tiene: 


Para  x = 0,  y = $ 
y = 0,  x =2. 

Marcando  estos  puntos  (Fig.  54)  y uniendolos  que- 
da representada  la  ecuacion  2x  4-  5y  = 4. 

En  3x  4*  2y  = — 5,  se  tiene: 

Para  x = 0,  y = — 

y = 0,  x = 1 §. 

Marcando  estos  puntos  y uniendolos  queda  re- 
presentada la  ecuacion  3x  4-  2y  = — 5. 

La  interseccion  de  las  dos  rectas  es  el  punto 
(-3,2).  R. 

» EJERCICIO  175 


FIGURA  54 


Represeniar  graficamente  las  ecuaciones: 


1. 

x—  y=0. 

6. 

8x=3y. 

11. 

5x— 4y=8. 

16. 

10x-3y=0. 

2. 

x+y=5. 

7. 

x — y=  — 4. 

12. 

2x+5y=30. 

17. 

9x+2y=— 12. 

3. 

x— 1=0. 

8. 

x+6=0. 

13. 

4x+5y=— 20. 

18. 

7x— 2y-l4=0 

4. 

y+5=0. 

9. 

y— 7=0. 

14. 

7x-12y=84. 

19. 

3x— 4y— 6=0. 

5. 

5x+2y=0. 

10. 

2x+3y=— 20. 

15. 

2y-3x=9. 

20. 

8y-15x=40. 

Hallar  la  interseccidn  de: 


21.  x 4*1=0  con  y— 4=0. 

22.  3x=2 y con  x4-y=5. 

23.  x — y=2  con  3x4-y=18. 

24.  2x— y=0  con  5x4-4y=— 26. 

25.  5x4-6y=  — 9 con  4x— 3y=24. 


26  x 4-5=0  con  6x— 7y=  — 9. 

27.  3x4-8y=28  con  5x— 2y=— 30. 

28.  y— 4=0  con  7x4-2y=22. 

29.  6x=  — 5y  con  4x— 3y=— 38. 

30.  5x— 2y4-14=0  con  8x—5y 4-17=0. 


londhes 


3R00K  TAYLOR  (1685-1731  ) Matematico  y hom- 
bre  de  ciencia  ingles.  Cultivo  la  fisica,  la  musica  y 
la  pintura.  Pertenecia  a un  circulo  de  discipulos  de 
Newton,  y te  dio  a conocer  en  1 708  al  preientar  en 
la  '"Royal  Society"  un  trabajo  acerca  de  los  centros 


de  osctlacion.  Su  obra  fundamental,  "Metodo  de  los 
incrementos  directos  e inveroos",  contiene  los  prin- 
cipios  basicos  del  calculo  de  las  diferencias  finitas. 
En  el  Algebra  elemental  conocemos  el  Teorema  de 
Taylor,  cuya  consecuencia  es  el  Teorema  de  Madaurin. 


CAPITULO  XXIV 


ECUACIONES  SIMULTANEAS  DE  PRIMER  GRADO 
CON  00$  INCOGNITAS 


.289)  ECUACIONES  SIMULTANEAS 


Dos  o mas  ecuaciones  con  dos  o m&s  incdgnitas  son  simultaneas  cuan- 
do  se  satisfacen  para  iguales  valores  de  las  incognitas. 

Asi,  las  ecuaciones  x+y  = 5 

x — y = 1 

son  simultaneas  porque  x=3,  y — 2 satisfacen  ambas  ecuaciones. 


(290)  ECUACIONES  EQUIVALENTES  son  las  que  se 


otra. 


obtienen  una  de  la 


Asi, 


x 4-  y = 4 
2x  + 2y  = 8 


son  equivalentes  porque  dividiendo  por  2 la  segunda  ecuacion  se  obtiene 
la  primera. 

Las  ecuaciones  equivalentes  tienen  infinitas  soluciones  comunes. 
Ecuaciones  independientes  son  las  que  no  se  obtienen  una  de  la  otra. 
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Cuando  las  ecuaciones  independientes  tienen  una  sola  solucion  co- 
mun  son  simultaneas. 

Asi,  las  ecuaciones  x + y = 5 y x — y = l son  independientes  porque  no 
se  obtienen  una  de  la  otra  y simultaneas  porque  el  linico  par  de  valores 
que  satisface  ambas  ecuaciones  es  x = 3,  y = 2. 

Ecuaciones  incompatibles  son  ecuaciones  independientes  que  no  tie- 
nen solucidn  comun. 

Asf,  las  ecuaciones  x-f-2;v  = 10 

2x  + 4y  = 5 

son  incompatibles  porque  no  hay  ningun  par  de  valores  de  x e y que  veri- 
fique  ambas  ecuaciones. 


SISTEMA  DE  ECUACIONES  es  la  reunion  de  dos  o mis  ecuaciones  con 
dos  o mas  incognitas. 


Asi, 


2x  + 3y  = 13 
4x  — y = 5 


es  un  sistema  de  dos  ecuaciones  de  primer  grado  con  dos  incdgnitas. 

Solucion  de  un  sistema  de  ecuaciones  es  un  grupo  de  valores  de  las 
incognitas  que  satisface  todas  las  ecuaciones  del  sistema.  La  solucion  del 
sistema  anterior  es  x = 2,  y = 3. 

Un  sistema  de  ecuaciones  es  posible  o compatible  cuando  tiene  solu- 
cion y es  imposible  o incompatible  cuando  no  tiene  solucidn. 

Un  sistema  compatible  es  determinado  cuando  tiene  una  sola  solucion 
e indeterminado  cuando  tiene  infinitas  soluciones. 


SISTEMAS  DE  DOS  ECUACIONES  SIMULTANEAS  DE  PRIMER 
GRADO  CON  DOS  INCOGNITAS 


(i92)  RESOLUCION 


Para  resolver  un  sistema  de  esta  clase  es  necesario  obtener  de  las  dos 
ecuaciones  dadas  una  sola  ecuacion  con  una  incognita.  Esta  operacidn  se 
llama  Eliminacion. 


(293)METODOS  DE  ELIMINACION  MAS  USUALES 

Son  tres:  Mdtodo  de  igualacidn,  de  comparacion  y de  reduccion,  tam- 
bidn  llamado  este  ultimo  de  suma  o resta. 
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I.  ELIMINACION  POR  IGUALACION 
[2945  Resolver  el  sistema 


| 7x  + iy  = 13. 
I 5x  - 2y  = 19. 


(1) 

(2) 


Despejemos  una  cualquiera  de  las  incognitas;  por  ejemplo  x>  en  am- 
has  ecuaciones. 

13  -4  y 

Despejando  x en  (1):  7x  = 13  — 4y  x = . 


Despejando  x en  (2):  5x  = 19  + 2y  x 


19+2)) 


Ahora  se  igualan  entre  si  los  dos  valores  de  x que  hemos  obtenido; 

13-4)i  19  + 2)i 

_ _ - 

y ya  tenemos  una  sola  ecuacidn  con  una  incognita;  hemos  eliminado  la  x. 
Resolviendo  esta  ecuacion: 


5(13-4)i)  = 7(19  + 2)i) 

65  - 20y  = 133  + 14y 
- 20)i  - 14>  = 133  - 65 
- 34)  = 68 
) = -2. 

Sustituyendo  este  valor  de  y en  cualquiera  de  las  ecuaciones  dadas, 
por  ejemplo  en  (1)  (generalmente  se  sustituyc  en  la  mas  sencilla),  se  tiene: 

lx  + 4(—  2)  = 13 

7x  — 8 = 13  „j  * = 3. 

7x  = 21  "/  y =-2. 

x = 3. 

VERIFICACION 

Sustituyendo  x = 3,  y = — 2 en  las  dos  ecuaciones  dadas,  ambas  se  con- 
vierten  en  identidad. 


EJERCICIO  176 


Resolver  por  el  metodo  de 


2. 


( x+6y=27- 
/ 7x-3y=9. 

3x— 2y=— 2. 
5x+8y=— 60. 

( 3x+5)=7. 

I 2x— y=— 4. 


j® 


4. 


5- 


6. 


igualaciOn: 

) lx— 4y=5. 

) 9x+8y=13. 

j 9x+16y=7. 

( 4y—3x=0. 

( 14x— lly=— 29. 
/ 13y-8x=30- 


7 j 15x— 1])=— 87- 
’ ( — 12x— 5y=— 27. 

8.  ( 7x+9y=42. 

j 12x+10y=-4. 

9 j 6x— 18y=— 85. 
)24x— 5y=— 5. 


- . ..  r on  a unDon 


ri 
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II.  ELIMINACION  POR  SUSTITUCION 

© Resolver  el  sistema  j fx  * 3J  I ” T9[  (2) 

Despejemos  una  cualquiera  de  las  incognitas,  por  ejemplo  x,  en  una 
de  las  ecuaciones.  Vamos  a despejarla  en  la  ecuacion  (1).  Tendremos: 

- 24  - 5y 

2x  = — 24  — 5 y x= . 

Este  valor  de  x se  sustituye  en  la  ecuacion  (2). 

/ — 24  — 5y  \ 

8 ( r-2)-3y  = i9 

y ya  tenemos  una  ecuacion  con  una  incdgnita;  hemos  eliminado  la  x. 

Resolvamos  esta  ecuacion.  Simplificando  8 y 2,  queda: 

4(—  24  - 5y)  - 3y  = 19 
— 96  — 20y  — 3y  = 19 

— 20y  — 3y  = 19  + 96 
- 23y  = 115 

y=- 5- 

Sustituyendo  y = — 5 en  cualquiera  de  las  ecuaciones  dadas,  por  ejem- 
plo en  (1)  se  tiene: 

2x  + 5(—  5)  = - 24 
2x  — 25  = — 24 
2x  = l 
1 

x = — . 

2 

VERIFICACION 

Haciendo  x = $,  y = — 5 en  las  dos  ecuaciones  dadas,  ambas  se  convier- 
ten  en  identidad. 


m-  EJERCICIO  177 


1. 

2. 

3. 


Resolver  por  sustitucidn: 


j x+3y=6. 

4. 

06 

II 

1 

X 

7-  i 

( 5x— 2y=13. 

j — 7x+8y=25. 

1 5x+7y=-l. 

5. 

( 15x+lly=32. 

8.  j 

/ — 3x+4y=— 24. 

1 7y-9x=8. 

j 4v+3x=8. 

6. 

( 10x+18y=— 11. 

» I 

| 8x— 9y=— 77. 

j 16x— 9y=— 5. 

4x+5y=5. 

— 10y— 4x=— 7. 

32x— 25y=13. 
16x+15y=l. 

— 13y+llx=— 163. 
— 8x+7y=94. 
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III.  METODO  DE  REDUCCION 

© Resolver  el  sistema  3 ^ 1 ^ ~ ^ Jg) 

En  este  m£todo  se  hacen  iguales  los  coeficientes  de  una  de  las  incog- 
nitas. 

Vamos  a igualar  los  coeficientes  de  y en  ambas  ecuaciones,  porque  es 
lo  mds  sencillo. 

El  m.  c.  m.  de  los  coeficientes  de  y>  6 y 3,  es  6.  5x  4-  6y  = 20 

Multiplicands  la  segunda  ecuacion  por  2 porque  8x  — 6y  = — 46 

2x3  = 6,  y tendremos:  

Como  los  coeficientes  de  y que  hemos  igua- 
lado  tienen  signos  distintos,  se  suman  estas  ecua- 
ciones porque  con  ello  se  elimina  la  y:  


5x  + 6y  = 20 

8x  — 6y  = — 46 

T3x ^25 


Sustituyendo  x = — 2 en  cualquiera  de  las  ecuaciones  dadas,  por  ejein- 


plo  en  (1),  se  tiene: 


5(—  2)  4-  6y  = 20 
- 10  + 6y  = 20 
6y  = 30 

y=  s. 


297)  Resolver  el  sistema 


j 


lOx  4-  9y  = 8.  (1) 

[ 8x-15y  = -l.  (2) 

Vamos  a igualar  los  coeficientes  de  x.  El  m.  c.  m. 
de  10  y 8 es  40;  multiplico  la  primera  ecuacidn  por  4 
porque  4x10  = 40  y la  segunda  por  5 porque  5x8  = 40, 
y tendremos: 

Como  los  coeficientes  que  hemos  igualado 
tienen  signos  iguales,  se  restan  ambas  ecuaciones 
y de  ese  modo  se  elimina  la  x.  Cambiando  los 
signos  a una  cualquiera  de  ellas,  por  ejemplo  a 
la  segunda,  tenemos: 

Sustituyendo  y=J  en  (2),  tenemos: 

8x  — 5 = — 1 
8x  = 4 

__4  1 

8 “ 2 


8x  • 


R. 


\'r~ 


= - 2 
5. 


40x  + 36y  = 32 

40x  — 75)i  = — 5. 


40x  + 36y  = 32 
— 40x  + 75 y = 5 

lll)i  = 37 
37 


y=m  = 


3' 


R. 


X"2* 


yT 


324  « 


ALGEBRA 


El  metodo  expuesto,  que  es  el  mas  expedito,  se  llama  tambien  de  suma 
o resta  porque  segiin  se  ha  visto  en  los  ejemplos  anteriores,  si  los  coeficicn- 
tes  que  se  igualan  tienen  signos  dislintos  se  suman  las  dos  ecuaciones  y si 
tienen  signos  iguales,  se  restan. 

Es  indiferente  igualar  los  coeticientes  de  x o de  7.  Generalmente  se 
igualan  aquellos  en  que  la  operacion  sea  m£s  sencilla. 


m EJERCICIO  178 


Resolver  j)or  suma  o resta: 


1. 

( 6x— 57=— 9. 
\ 4x+37=13. 

5. 

1 1 Ox— 37=36. 
1 2x+5y=— 4. 

9. 

2. 

1 7x— 157=1. 
\ — x— 67=8. 

6. 

J llx— 9)'=2. 

1 13x— 15y=— 2. 

10. 

3. 

\ 3x— 4v=41. 

\ llx+'6v=47. 

7. 

( 18x+57=-11. 
1 12x+ll7=31. 

11. 

4. 

j 9x+ll7=-14. 
{ 6x— 57=— 34- 

8. 

| 9x+7y=— 4. 

/ llx— 137=— 48. 

12. 

l 12x— 14y=20. 

| 12y— 14x=— 19- 

1 15x— y=40. 

\ 19x+8y=236. 

1 36x— 117=— 14. 
| 24x— 17y=10. 

( 12x— 177=104. 

I 15x+197=-31. 


298)  RESOLUCION  DE  SISTEMAS  NUMERICOS  DE  DOS 
ECUACIONES  ENTERAS  CON  DOS  INCOGNITAS 


Conocidos  los  metodos  de  elimination,  resolveremos  sistemas  en  que 
antes  de  eliminar  hay  que  simplificar  las  ecuaciones. 


1.  Resolver  el  sistema 
Suprimiendo  los  signos  de  agrupacion: 

Transponiendo: 
Reduciendo  t£rminos  setnejantes: 
Dividiendo  la  la.  ecuacidn  por  2: 


i 3x  — (4y  + 6)  = 2y  — (x  + 18). 
I 2x  — 3 = x - 7 + 4. 

\ 3x  — 4y  — 6 = 2y  — x — 18 
l 2x-3=x~7+4 
\ 3x  - 47-27 -1-x  = -18  + 6 
/ 2x  — x + 7 = 4 + 3 

\ 4x  - 67  = - 12 
'/  x+  7=  7 

\ 2x  - 3y  = - 6 
] x + 7=  7 (1) 


2x  — 3y  = - 6 

Vamos  a igualar  los  coeficientes  de  7.  Multiplicamos  3x  + 37=  21 

la  segunda  ecuacidn  por  :i  y sumamos: /"  5x  ir> 

x=  3. 


Sustituyendo  x = 3 en  (1),  se  tiene: 

3 + 7 = 7 

7 = 4. 


R. 


|x  = 3. 
h = 4. 
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2.  Resolver  el  sistema 
Efectuando  las  operaciones  indicadas: 
Transponiendo: 
Rcduciendo: 

Dividiendo  por  3 la  2a.  ecuacidn: 

Multiplicando  la  la.  ecuacion 
por  3 y la  2a.  por  8: 

Cambiando  signos  a la  la.  ecuacidn: 
Sustituyendo  y = — 4 en  (1): 


( 3(2*  + y)  — 2(y  - *)  = — 4(y  + 7). 
3(2y  + 3*)  — 20  = — 53. 

( 6*  + 3y  — 2y  + 2*  = — 4y  — 28 
6y  + 9x  — 20  — — 53 

( 6x  + 3y  - 2y  + 2x  + 4y  = — 28 

9x  + 6y  = — 53  + 20 

8*  + 5y  = — 28 
9x  + 6y  = -113 

8x  + 5y  = — 28 
l 3x  + 2y  = - 11  (1) 

\ 24x  + 15y  = — 84 
j 24x  + lf>y  = — 88 


j - 24x  - 15y  = 84 

) 24x  + 16y  = — 88 

" y = ~ 4- 


3x  + 2(—  4)  = — 1 1 

3x  — 8 =-11  jx  = -1. 

3x  = — 3 ' l y = - 4. 

x — — 1. 


m-  EJERCICIO  179 


Resolver  los  siguientes  sistemas: 


, 1 8x— 5=7y— 9. 

*'  ( 6x=3y+6. 

7. 

j (x— y)— (6x+8y)=— (10x+5y+8). 
/ (x+y)— (9y-llx)=2y-2x. 

\ x-l=y+l. 
*•  ) x— 3=3y— 7- 

8- 

) 5(x+3y)-(7x+8y)=-6. 
1 7x— 9y— 2(x— 18y)=0. 

, 1 3(x+2)=2y. 

1 2(y+5)=7x. 

9. 

\ 2(x+5)=4(y-4x). 

'/  10(y— x)=lly— 12x. 

4 1 x-l=2(y+6). 

1 x+(i=3(l— 2y). 

10. 

1 3x — 4y — 2(2x— 7)=0. 
i 5(x-l)-(2y-l)=0. 

r j 30— (8— x)=2y+30. 

( 5x— 29=x— (5— 4y). 

11. 

1 12(x+2y)-8(2x+y)=2(5x-6y). 
) 20(x— 4y)=— 10. 

fi  J 3x— (9x+y)=5y— (2x+9y). 
/ 4x— (3y+7)=5y— 47. 

12. 

1 x(y— 2)— y(x— 3)=— 14. 
i y(x— 6)— x(y+0)=54. 
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(299)  RESOLUCION  DE  SISTEMAS  NUMERICOS  DE  DOS 

ECUACIONES  FRACCION ARIAS  CON  DOS  INCOGNITAS 


1.  Resolver  el  sistema 


r *- 


2>  — 


3x  + 4 y + 2 


7 

5x+4 

11 


3 

x 4 24 
2 


„ . . . . , ( 21x  — 3(3x  + 4)  = 7(y  + 2) 

Suprimiendo  denommadores:  j 44y  _ 2(5x  + 4)  = ll(x  + 24) 


Efectuando  operaciones: 


21x  — 9x-12  = 7y  + 14 
44y  — lOx  — 8 = llx  + 264 

21x  — 9x  — 7y=  14  + 12 


Transponiendo:  | _ 10x  _ llx  + 44y  - 264  + 8 


Reduciendo 


Multiplicando  la  la.  ecuacion 
por  7 y la  2a.  por  4: 


•I- 
I- 


Sustituyendo  y = 10  en  (1): 

12x  — 70  = 26 
12x  = 96 
x =8. 

r x + y 2 

__  7 


12x  — 7y  = 26  (1) 

21x  + 44y  = 272 

84x  — 49 y=  182 
84x  + 176y  = 1088 

127y  = 1270 

y = 10. 


R. 


x=  8- 
v=  10. 


2 Resolver  el  sistema  < 


x-y 
Sx  + y — 1 


x-y- 2 
Suprimiendo  denominadorcs:  j 

Efectuando  operaciones:  -j 


= 2. 

7(x  + y)  = -2 (x-y) 

8x  + y — 1 = 2(x  — y — 2) 

7x  + 7y  = — 2x  + 2y 
8x  + y — 1 = 2x  — 2y  - 4 


Transponiendo: 
Reduciendo: 
Dividiendo  por  3 la  2a.  ecuacidn: 


) 7x  + 7y  + 2x  — 2y  = 0 
) Sx  + y-2x  + 2y  = - 4 + 1 

j 9x  + 5y  = 0 (1) 

l 6x  + 3y  = - 3 

\ 9x  + 5y  = 0 
) 2x  + y = - 1 
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Multiplicando  por  —5  la  2a.  ecuacion 


ion:  \ 


9x  -I-  5y  ; 
lOx  - 5y : 


— x 


0 
5 

= 5 

x = — 5. 


Sustituyendo  x = — 5 en  (1): 

9(-5)  + 5y  = 0 
— 45  + by  = 0 
5y  = 45 

y=  9- 

EJERCICIO  180 

Resolver  los  siguientes  sistcmas: 


6. 


2 3 

3 4 7 

1 5 

— y x — 2. 

87  6 


12 


1-L 

5 6 


30' 


— — — = 1— . 
3 20  « 


M;: 


-5. 
9. 


8 5 10 

X 

1 

cc 

1 

1 

1 

1. 

4 

7.  , 

13. 

3 4 

y 

x + - = 7. 

x y ,# 

- + — = — 1-. 

x— 4 y+2 

2 

5 4 40 

2 + 5 

OX  o 

y = 9. 

12  7 

x y 
- + 7 = 0. 
7 8 

x— 1 y— 1 

2. 

8. 

< 

14-  . 

2 3 

3y 

x-  — = 15. 

1 3 

x + 1 y+1 _ 

4 

7 4 7 

3 ~2~ 

x y 
- + 7 = 5. 
7 3 

2x  + l y 

x+1  _ y— 4 
10  5 

3. 

9- 

< 

5 — 4" 

15. 

4 

« x 

3, --  = 26. 

2x  — 3y  = — 8. 

x— 4 y— 2 
5 ~ 10 

• X _ y 

5 4- 

12x+5y+6=0. 

3y+3 

X = . 

4. 

10. 

i6. 

4 

3 3 

< 

5x  7y 

— --7  = - 12. 

3 6 

l+5x 
[y=  4 ' 

3 1 

-x--y  = 2. 

T — 3(y+2). 

x+y  x — y 

5. 

< 

5 4 

11. 

4 

5 

17. 

4 

6 " 12 

1 

I8*'?”- 

7 + 3x  = 44^-. 
5 5 

2x 

J = y+3- 

13 

36' 

2 

3 


18. 


y— 3 

3*  — = 6. 

5 

x— 2 

3y 9. 

7 7 
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x+y  y— x _ 7 

7 _ 7 

0 3 24  24. 

< 

x x—y  5 

2x-3y+6  3x— 2y— ’ 29. 

6 10 

2 6 ”12 

x— 2 y— x 

- = x — 7. 

4 2 25. 

< 

3x-y  3y— x 

x— y+4  y+2 

*+7  __7 

*-y  30. 

x+y+l  _ 3 

8 6 
3x— 2y 

12 = 3y  + 2. 

6 7 26. 

4 

5y— 3x 

x4-y— 1 4 

[ x 3 y i 

8 = — — 8—. 

4 2 4 3i. 

y— x 2x+y  17 

— x y. 

3 7 

y(x-4)=x(y-6). 

27- 

5 11 

= o. 

x— 3 y— 1 
3(x+3y)  21 

3 2 ~ 24' 

’ x— 2 y— 7 

x+2  y— 5 32. 

x+1  y— 3 
x— 1 y— 5 
' x— y— 1 3 

5x+6y  17  28. 

4 

4x— 7y 

— = — 2. 

2y+l 

x+y+l  17  33. 

x— y+1 

6x+9y— 4 _ 2 
4x— 6y+5  5 


2x+3y— 3 _ 6 
L 3x+2y— 4 _ IT" 

3x+2y  _ j 

x+y— 15 


4x  5(y— 1) 

. T 8~ 


2x+5 

17 


(5-y)  = -60. 


y+62 

2 


- (1  - x)  = 40. 


3x+4y 

30 

X 

cs 

ve 

1 

23' 

9x— y 

63 

3+x-y 

37 

4x+l 

1 

Cl 

1 

X 

9 

3 

3y4*2 

x+18 

y 7 

10  * 

SISTEMAS 
CON  DOS 


LITERALES  DE  DOS  ECUACIONES 
INCOGNITAS 


Ejemplos 


( 1 ) Resolver  el  sistema 


ax  4-  by  = a2  4-  b2.  ( 1 ) 

bx -f  ay  = 2ab.  (2) 


Vamos  a igualar  los  coeficientes  de  la  x.  Multiplicando  la  primera  ecuacion 
por  b y la  segunda  por  a,  tenemos: 

J abx  -f  b2y  = a2b  *4-  b8 
abx  -I-  a2y  = 2a2b 


abx  4-  b2y  = a2b  •+*  b8 
— abx  — a2y  = — 2a2b 


Restando  la  2a.  ecuacion  de 
la  primera: 


b2y  — a2y  = a2b  4*  b3  — 2a2b 


ECU ACIONES  SIMULTANEAS  CON  DOS  INCOGNITAS  # 329 


Reduciendo  terminos  semejonles: 

Sacando  el  factor  comun  y en  el  primer  miembro 
y el  factor  comun  b en  el  segundo:. 

Dividiendo  por  ( b2  — a2 ) ambos  miembros: 

Sustituyendo  y = b en  (2),  tenemos: 


— ► b2y  — ay  = b:i 

y ( b2  — a2  ) = b ( b2 

» y = k 


Transponiendo: 
Dividiendo  por  b. 


bx  4-  ob  — 2 ab 
bx  — ob 


x — a. 


(2 ) Resolver  el  sistema 


x y _ b 
aba 
x — y = a. 


(1) 

(2) 


Ouitando  denominadores  en  ( 1 ) 
nos  queda: 


Multiplicand©  por  b la  2a.  ecua- 
cion  y cambiandole  el  signo: 


bx  — ay  = b2 
x — y = o 

bx  — ay  = b2 
— bx  + by  = — ob 

by  — ay  = b2  — ob 

Sacando  factor  comun  y en  el  primer  miembro  y b en  el  segundo: 

y ( b — a ) = b ( b — a) 

Dividiendo  por  ( b — a ):  Y — b. 

t 

Sustituyendo  en  (2)  este  valor  de  y,  tenemos: 


x — b = a 

x = o 4-  b. 


x = a 4-  b 

*•  \y  = b 


(3)  Reso^er  el  sistema 


Quitando  denominadores.* 

Multiplicand©  la  2a.  ecuacion 
por  a y sumando*. 

Factorando  ambos-  miembros: 
Dividiendo  por  ( a + b ): 


x + y =■ 


a2  4-  b2 


ob 


/ 


(1) 

(2) 


ox  — by  — 2b. 

obx  4-  oby  = a2  4*  b2 
ox  — by  = 2b 

a bx  4-  o by  = o2  4-  b2 
a2x  — aby  = 2ob 

a2x  4-  obx  = o2  4-  2ab  4-  b2 
ax  ( a 4-  b ) = ( o 4-  b )2 

ax  = o 4-  b 
o 4“  b 
x = . 


-a2b 
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Este  valor  de  x puede  sustituirse  en  cualquier  ecuacion  para  hollar  y,  pero  no 
vamos  a hacerlo  asi,  sino  que  vamos  a hallar  y eliminand o la  x.  Para  e$o, 
tomamos  otra  vez  el  sistema  (1)  y (2)  : 

o bx  + aby  = a2  + b2  ( 1 ) 

\ ax-  by  = 2b  (2) 

Mulfiplicando  (2)  por  b y abx  + aby  = a2  + b2 

cambiandole  el  signo*.  \ — abx  + b*y  = — 2b2 

aby  + b2y  = a2  — b2 


Factorando  ambos  miembros:  by(a  + b)  = (a  + b)(a  — b) 

by  = a — b 
a — b 


y = 


NOTA 


y = 


a + b 
a 

a - b 


El  sistema  que  hemos  empleado  de  hallar  la  segunda  incognita  eliminando  la 
primera,  es  muchas  veces  mas  sencillo  que  el  de  sustituir. 


EJERCICIO  181 

Resolver  los  sistemas: 


x+y=a+b. 
x—y—a—b. 
2x+y=b+2. 
bx—y=0. 
2x-y=3a. 
x— 2y=0. 
x— y=l-a. 
x+y=l  -fa. 

-+y=2b. 

a 

x > 

~-y=a-b. 

x y 

T + ~=2- 
b a 

x+y_  a2+b2 
a b ab 
x+y=a+b. 
ax+by=a2+b2. 


8. 

ax—by—Q. 

a+b 

*+5'=  »(,  ■ 

, j 

f mx- wy=m2+n2. 

nx+my=m2+n2. 

10. 

x y 

— +-=2m. 
m n 

mx—ny—7n^—mn2. 

11.  . 

x+y=a. 

ax— by=a(a+b)+b2. 

12.  . 

x— y=m— n. 
mx— ny=m2— n2. 

I3. 

f x y 

-+{=°. 
a b 

x 2y  2b2— a2 

b ^ a ab 

14.  . 

x+y=2c. 
a2(x— y)=2as. 

15. 


ax— by=0. 

< a2— b2 

ay-bx=—nr~ 


16. 


17. 


x—  y=ab(b— a). 

nx+my=m+n. 

m8— n3 

mx—ny— . 

mn 


18. 


19. 


20. 


(a— b)x— (a+b)y=b2— 3ab. 
(a+b)x— (a— b)y=ab— b2. 
x+b  y— b _ a+b 

x— a y— a a+b 
b a a 

x y _ 1 
a+b  a+b  ab 

x y a2+b2 
7>  + a-  fl-W  ‘ 
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(30l)ECUACIONES  SIMULTANEAS  CON  INCOGNITAS 
^-^EN  LOS  DENOMIN ADORES 


En  ciertos  casos,  cuando  las  incognitas  cstan  en  los  denominadores,  el 
sistema  puede  resolverse  por  un  m£todo  especial,  en  que  no  se  suprimen 
los  denominadores.  A continuacion  resolvemos  dos  ejempios  usando  este 
metodo. 


Ejempios 


(I  ) Resolver  el  sistema 


10  9 

— + - = 2. 

x y 


(1) 


= — . (2) 


Vamos  a eliminar  la  y.  Multiplicando  la  primera  ecuacion  por  2 y la  segunda 
por  3,  tenemos: 


Sumando: 


Quitando  denominadores: 


20  18 
— + — = 4 

< * y 

21  18  _ 33 

x y 2 
41  _ 41 

T ~T 


82  = 41x 


Sustituyendo  x = 2 en  ( 1 ) : 


(2 ) Resolver  el  sistema 


1 Oy  -h  1 8 = 4y 
6y  = — 18 

y = -3. 


r 


2 7 

1 

x 3y 


= 11. 


A A 

4x  2y  _ 


9. 


(1) 

(2) 


2. 

3. 


332  • ALGEBRA 


Vamos  a eliminar  la  x.  Multiplicand©  la  primera  ecuacion  por  J y lo<  se- 
gunda  por  2,  tenemos: 

21__  33 

Ax  12 y ~ A 

6 10 
— + — = 18 
4x  2y 


Simplificando  y restando: 


3 7 _ 33 

2x  4y  4 

3 5 _ 

2x  y 


o sea 


Quitando  denominadores: 


Sustituyendo  y = i en  ( I ) : 

2 7 

x ^ 3(T) 


= 11 


39 

4 


13_ 

Ay 

13  _ 39 
4y  4 
13  = 39y 
_ 13 

y ~ 39  “ 3 ' 


- + 7=11 

X 

2 -f  7x  = 1 lx 
2 = 4x 


4 2* 


EJERCICIO  182 

Resolver  los  sistemas: 


R. 


1 

x — — • 

2 


y =- 


1 


1 

2 

7 

5 

4 

9 3 

r 9 10 

+ 

— 

H — =7. 

- + - = 27. 

— 1 = 

-11 

X 

y - 

6* 

3. 

X 

y 

5. 

* y 

7. 

x y 

< 

« 

2 

i 

4 

7 

6 

5 4 

7 15 

— 

+ 

— = 

— . 

— 

= 4. 

II 

1 

+ 

1 

-4. 

X 

y 

3 

X 

y 

x y 

. * y 

3 

2 

1 

12 

5 13 

[*>8 

1 3 

3 

— 

— 

— — 

— . 

— 

H — . 

= - 23. 

— 

— 

X 

y 

2 

4. 

X 

y 2 

6. 

x y 

8. 

2x  y 

4 

2 

5 

23 

18 

7 19 

4 11 

1 5 

4 

— 

— — 

— . 

— 

- + — = 50. 

X 

y 

12 

X 

+ y ~ 2 ' 

x y 

x + 2y 

"F 

2. 
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9. 


12. 


ox  3y 

_1 3_ 

10x  5y 

' 1 1 
— I — — a. 
X y 

x v 


11 

45 


4 

5 


10. 


13. 


T_ 

3y 


2 

? 


1 8 _103 

4x  y 84 

a b 
- + - = 2. 
x y 

2 _ 3 b _ 2-3 a 
xv  a 


11. 


14. 


3 _1  _ £7 

lOx  + 3y  “ 60‘ 

— + — = 2-. 

5x  4y  5 

' 2 2 m+H 

x y mn 

m n 0 
x y ~ 


U) 


(3021  DETERMINANTS 

Si  del  producto  ab  restamos  el  producto  cd , tendremos  la  expresion 
ab  — cd. 

Esta  expresidn  puede  escribirse  con  la  siguiente  notacion: 


La  expresion 


a 

c 


ab  — cd  — 


a d 
c b 


d 

b 


es  una  determinante. 


Las  columnas  de  una  determinante  estdn  constituidas  por  las  cantida- 
des  que  estdn  en  una  misma  li'nca  vertical.  En  el  ejemplo  anterior  1 es 
la  primera  columna  y ^ la  segunda  columna. 

Las  filas  estan  constituidas  por  las  cantidades  que  estan  en  una  mis- 
ma  linea  horizontal.  En  el  ejemplo  dado,  a d es  la  primera  lila  y c b la 
segunda  fila. 

Una  determinante  es  cuadrada  cuando  tiene  el  mismo  numero  de  co- 
lumnas (]ue  de  filas.  Asi,  |<J  es  una  determinante  cuadrada  porque  tie- 
ne dos  columnas  y dos  filas. 

El  orden  de  una  determinante  cuadrada  es  el  numero  de  elementos 
de  cada  fila  o columna.  Asi,  | ^ y | ^ | son  determinantes  de  segundo 

orden. 

Ea  la  determinante  *a  l»nea  que  une  a con  b es  la  diagonal 

principal  y la  linea  que  une  c con  d es  la  diagonal  secundaria. 

Los  elementos  de  esta  determinante  son  los  productos  ab  y cd,  a cuya 
diferencia  equivale  esta  determinante. 


(|)  Nos  concretamos  a responder  a este  titulo  del  Proprama  Oficial,  prescindiendo  de  la 
teori'a  de  esta  interesante  materia,  que  haria  demasiado  extensos  estos  elementos. 
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(303) 1 


(303JOESARROLLO  DE  UNA  DETERMINANTS 
Vs--/de  SEGUNDO  ORDEN 


Una  determinante  dc  scgundo  orden  equivale  al  producto  dc  los  ter- 
minos  quc  pertenecen  a la  diagonal  principal,  menos  el  producto  de  los 
terminos  que  pertenecen  a la  diagonal  secundaria. 


Ejetn  plos 


(i ) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


U II 

.X 

o — n 
m 

3 2 

5 4 

3 -5 

1 -2 
-2  -5 

-3  -9 


= ob  — mn. 


= ab  — m ( — n)  = ob  + mn. 


= 3X  4-5x2  = 12-10  = 2. 


= 31-21-1  ( — 5)  = — 6 + 5 = -l. 


= (-2)|-9) -|-5)|-3)=  18- 15  = 3. 


EJERCICIO  183 

Desarrollar  las  determinantes: 


(304)RESOLUCION  POR  DETERMINANTES  DE  UN  SISTEMA 
^-^DE  DOS  ECUACIONES  CON  DOS  INCOGNITAS 

c . . f a,x  + b,y  = c,.  (1) 

aea  el  sistema  J , , ,ni 

a.,x  + b,y  = ca.  (2) 


1. 

4 5 

4. 

7 9 

7 

-15 

L 

10. 

2 3 

. 

5 -2 

. 

13  : 

l 

• 

2. 

2 7 

5. 

5 — 5 

1 

8. 

12  -1 

11. 

3 5 

. 

-2  -8 

. 

13  -9 

• 

3. 

-2  5 

6. 

9 -11 

9. 

10  3 

12. 

4 3 

. 

-3 

7 

. 

17  13 

. 

-5-8 
-19  -21 
8 2 
-3  0 . 

31  -85 
-20  43 
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Rcsolviendo  este  sistema  por  el  m^todo  general  estudiado  antes,  se 
tiene: 

Cib2  c%b\  aiC2  — a,oCi 

X = — r 7—  (3)  y = — , J-  (4) 

dlt>2  — #102  — C2Oi 


Wase  que  ambas  fracciones  tienen  el  mismo  denomi- 
nadoi  aib2  — a2bi  y esta  expresidn  es  el  desarrollo  de  la 
determinante  y* 

formada  con  los  coeficientes  de  las  incognitas  en  las  ecuaciones  (1)  y (2). 
Esta  es  la  determinante  del  sistema. 


M® 

a*  bt  | 


El  numerador  de  x,  Cib2  — c2bu  es  el  desarrollo  de 
la  determinante 


C\  b\ 

c%  b2 


a l Ci 


que  se  obtiene  de  la  determinante  del  sistema  (5)  con  solo  sustituir  en  ella 

0*i 

la  columna  de  los  coeficientes  de  x j por  la  columna  de  los  terminus  in- 
C\  a2 

dependientes  | de  las  ecuaciones  (1)  y (2). 

c2 

El  numerador  de  y , axc2  — a2cx>  es  el  desarrollo  de 

la  determinante  1 

' at  c2 

que  se  obtiene  de  la  determinante  del  sistema  (5)  con  s61o  sustituir  en  ella 

bi 

la  columna  de  los  coeficientes  de  y , | por  la  columna  de  los  terminos 

Ci  b2 

independientes  | de  las  ecuaciones  dadas. 

c2 

Por  tanto,  los  valores  de  x e y,  igualdades  (3)  y (4),  pueden  escribirse: 


Ci  bi 

ct  b2 
a\  bi 
a%  b2 


y= 


fll  Cl 

«2  Ci 


| ax  bi 
| a2  b2 


Visto  lo  anterior,  podemos  decir  que  para  resolver  un  sistema  de  dos 
ecuaciones  con  dos  incognitas  por  determinantes: 

1)  El  valor  de  x es  una  fraccion  cuyo  denominador  es  la  determinan- 
te formada  con  los  coeficientes  de  x e y (determinante  del  sistema)  y cuyo 
numerador  es  la  determinante  que  se  obtiene  sustituyendo  en  la  determi- 
nante del  sistema  la  columna  de  los  coeficientes  de  x por  la  columna  de  los 
terminos  independientes  de  las  ecuaciones  dadas. 

2)  El  valor  de  y es  una  fraccidn  cuyo  denominador  es  la  determinan- 
te del  sistema  y cuyo  numerador  es  la  determinante  que  se  obtiene  susti- 
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tuyendo  en  la  determinante  del  sistema  la  columna  de  los  coeficienies  de  y 
por  la  columna  de  los  terminos  independences  de  las  ecuaciones  dadas. 


Ejemplos 


(1  ) Resolver  por  determinantes 


y = 


L5  3 1 

P 7 7 | 

35  — 81 

15  3 1 

“ 35  - 12 

1 4 7 | 

5 5 

4 27  | 

135-20 

5 3 

23 

4 7 

(2  ) Resolver  por  determinantes 


CA,*  Cj 

5x  + 3y  = 5 
4x  + 7y  = 27. 

^3^  A. 

- 46 

23  ” ~ 


_ 1J5_ 
” 23  “ 


9x+  8y  = 12. 

\ 24x  - 60y  = - 29. 


x = 


y = 


1 12 

8 

1-29 

-60 

- 720  + 232 

9 

8 

”-  540-  192 

24 

-60 

9 

12 

24 

-29 

- 261  - 288 

9 

8 

-732 

i 24 

-60 

2 

3* 

3 

4 


(3  ) Resolver  por  determinantes 


Quitando  denominadores: 


x-M 

5 

x + 4 


-732 


549 

-732" 

y-2 

7 


y — 9 8 

6 " 3 


7x-h7  = 5y  — 10 
, 2x  + 8-y  + 9 = 16 


Transponiendo  y reduciendo:  ^ 

\2x-  y = - 1 


Tendremos: 

-17 
- 1 

- 5 

x — 

— 1 

7 

- 5 

2 

- 1 

1 7 

-17 

2 

- 1 

17-5 


y = 


7 - 5 

2 - 1 


_]2  _ 

-7  + 10  ~ 3 


-7  + 34  _ 27  _ 
3 ” 3 ~ 


R. 


x = - 2. 

Y = 5- 


x=i 


y=~4 


J * =4. 

*•  \y  = 9 


RESOLUCION  POR  DETERM  I NANTES  # 337 


EJERCICIO  184 

Resolver  por  detemiinantes: 


2. 

3. 

4. 
6. 

6. 

7. 


7x+8y=29- 

8. 

ax+2y=2. 

5x+lly=26. 
J 3x— 4y=13. 

ax 

3y=-l. 

2 7 

f * y 

13. 

< 

[8x— 5y=— 5. 

9. 

-+4=-4. 
4 6 

13x— 31y=— 326. 

* 

x-— ~0 

25x+37y=146. 
15x— 44y=— 6* 

10. 

< 

8 12 

3x-fay=3a+l. 

14- 

•* 

32y-27x=-l. 
8x=— 9y. 

< 

-+ay=2. 

a 

x+2  y— 3 5 

15. 

2.v+o+:{y=3^-. 

11. 

3 8 “6* 

f ax—l>y=  — 1. 

< 

y— 5 2x-3 

7 — n 

1 ax+by= 7. 

J 8x— (y+2)=2y+l. 
[ ,'»y— (x+3)=3x+l. 

12.  • 

— u* 

6 5 

f3x-2y=5. 
|^x-f4y=2(m+l). 

16. 

4 

2y+3 

2X-— =y+2. 
4x+l 

3y =3x+o. 

' 21 

f±y=4. 

x-y 

x—y—l  _ 1 
x+y+1  9 

x—y—'2b. 
x y 

; — I — —2. 

a+b  a—b 

x+9  _ y+21 

x— 9 _ y+39 

x+8  y+19 

x— 8 ~ y+11 
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V-"  ECUACIONES  CON  DOS  INCOGNITAS 

Si  una  recta  pasa  por  un  punto,  las  coordenadas  de  este  pun  to  satis- 
facen  la  ccuacion  de  la  recta.  Asi,  para  saber  si  la  recta  2x  + 5y  = 19  pasa 
por  el  punto  (2,  3),  hacemos  x = 2,  y = 3 en  la  ecuacion  de  la  recta  y tenemos: 


i + 5(3)  = 19,  o sea,  19  = 19; 

luego.  la  recta  2x  + by  = 19  pasa  por  el  punto  (2,  3). 

Reciprocamente,  si  las  coordenadas  de  un  punto  satisfacen  la  ccuacion 
de  una  recta,  dicho  punto  |>ertenece  a la  recta. 

c . . \2x  + 3y=18 

cl  sistema  ^ 

(3x  + 4y  = 25.  Resolviendo  cstc  sistema  sc  encuentra 
x = 3,  y = 4,  valores  que  satisfacen  ambas  ecuaciones. 

Esta  solucion  x = 3,  y = 4 representa  un  punto  del  piano,  el  pun- 
to (3,  4). 

Ahora  bien,  x = 3,  y = 4 satisfacen  la  ecuacidn  2.\*  + 3y  = 18;  luego,  el 
punto  (3,  4)  pertenece  a la  recta  que  representa  esta  ecuacion,  y como  x = 3, 
y = 4 satisfacen  tambien  la  ecuacion  3x  + 4y  = 25,  el  punto  (3,  4)  pertenece 
a ambas  rectas;  luego,  necesariamente  el  punto  (3,  4)  es  la  interseccion  de 
las  dos  rectas. 
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Por  tanto,  la  solucion  de  un  sistema  de  dos  ecuaciones  con  dos  incog- 
nitas represents  las  coordenadas  del  punto  de  interseccion  de  las  dos  rectas 
que  representan  las  ecuaciones;  luego,  resolver  graficamente  un  sistema  de 
dos  ecuaciones  con  dos  incognitas  consiste  en  ha  liar  el  punto  de  intersec- 
cion de  las  dos  rectas. 


Ejemplos 


( 1)  Resolver  graficamente  el  sistema 


x 4-  y = 6. 

\ 5x  — 4/  = 12. 


Hay  que  hallar  la  interseccion  de  estas 
dos  rectas.  Representemos  ambas  ecua- 
ciones. (Fig.  55). 


En 

X + y = 6, 

tenemos: 

Para 

x = 0, 

y = 6. 

y = o, 

x = 6. 

En 

5x  — 4y  = 1 2, 

tenemos: 

Para 

x = 0, 

y = - 

y = o, 

* = 2f 

La  interseccion  es  el  punto  ( 4,  2 ) luego 
la  solucion  del  sistema  es  x = A, 
y = 2.  R. 


FIGURA  55 


( 2)  Resolver  graficamente  el  sistema 

Hallemos  la  interseccion  de  estas  rec- 
tos. (Fig.  56). 

En  4x  4-  5y  = — 32,  se  tiene: 

Para  x = 0,  y = — 6§. 

y = 0,  x = — 8. 

En  3x  — 5y  = 1 1,  se  tiene: 

Para  x = 0,  y = — 2J. 
y = 0,  x = 3J. 

El  punto  de  interseccion  es  ( — 3,  —4) 
luego  la  solucion  del  sistema  es  x = — 3, 
y = - 4.  R. 


4x  4-  5y  = — 32. 
3x-5y  = 11. 


FIGURA  56 
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(3 ) Resolver  graficamente  x 

2x  — 4y  = 5. 

Representemos  ambas  ecuaciones.  (Fi- 
gura  57) 

En  x — 2y  = 6 se  tiene: 

Para  x = 0,  y = — 3. 

y = 0,  x = 6. 

En  2x  — 4y  = 5 se  tiene: 

Para  x = 0,  y = — 1 

y = 0,  x = 2£. 

Las  lineas  son  paralelas,  no  hay  puntos 
de  intersecdon,  luego  el  sistema  no  tie- 
ne solucion;  las  ecuaciones  son  incom- 
patibles. 


(4 ) Resolver  graficamente  x 2y  5. 

^ 2x  — 4y  = 10. 

Representemos  ambas  ecuaciones.  (Fi- 
gura  58). 

En  x — 2y  = 5,  se  tiene: 

Para  x = 0,  y = — 2\. 

y-0,  x = 5. 

En  2x  — 4y=  10,  se  tiene: 

Para  x = 0,  y = — 2£. 
y = 0,  x = 5. 

Vemos  que  ambas  rectos  coincides  tie- 
nen  infinitos  puntos  comunes.  Las  dos 
ecuaciones  representan  la  misma  linea, 
las  ecuaciones  son  equivalentes. 


FIGURA  58 


m - EJERCICIO  185 

Resolver  graficamente: 


1.  . 

x—y—1. 

x+y=7. 

f 3x=— 4y. 

[ 5x— 6y=38. 

\ x+8=y+2. 
^y— 4=x+2. 

10'l 

[ x+3y=6. 

[ 3x+9y=10. 

,1 

\ x— 2y=10. 

[ 2x+3y=— 8. 

H 

[ 3x+4y=l5. 
[ 2x+y=5. 

8. 

< 

3x  y 
— +-=2. 
5 4 

x— 5y=25. 

H 

[ 2x+3y=— 13. 
[ 6x+9y=— 39. 

[ 5x— 3)i=0. 

5x+2y=16. 

x y 1 

' x— 2 y— 3 

3.  ] 

6.  . 

9. 

2 3 6' 

12. 

2 3 

j 

[ 7x— y=— 16. 

4x+3y=10. 

* 

x y 7 

34_-12' 

« 

y— 2 ( x— 3 

2 H 3 

Hallar  graficamente  el  par  de  valores  de  x e y que  satisfacen  cada  uno 
de  los  grupos  de  ecuaciones  siguientes: 


13. 


x+y=9. 

14. 

x+y=5. 

15. 

3xt y,  J'  16. 

• x— y=— 1. 

3x+4y=18- 

* 

x— 2y=— 13. 

x— 2y=— 6. 

2x+3y=]3. 

3x— 2y=— 19. 

x—y-1. 
2y— x=— 4. 
4x— 5y=7. 


S.PereAiBuntso 


EfeLlN 


LEONARD  EULER  (1707-1783)  Matematico  suixo, 
nacido  en  Basilca.  Fue  alumno  dc  Johannes  Bernoulli. 
Durante  doce  anos  gano  el  promio  que  anualmente 
ofrecia  la  Academia  de  Paris  sobre  diversos  temas 
cicntificos.  Federico  el  Grande  lo  Ilam6  a Berlin;  Ca- 


talina dc  Rusia  lo  lleva  a San  Petersburgo,  donde  tra 
baja  inccsantemente.  Por  su  "Tratado  sobre  Mecanica 
puede  considerarse  el  fundador  de  la  ciencia  moderna. 
Su  obra  fue  copiosisima,  a pesar  de  que  los  ultimo* 
diecisiete  anos  de  su  vida  estuvo  totalmente  ciego. 


CAPITULO  XXV 


ECUACIONES  SIMULTANEAS  DE  PRIMER  GRADO 
CON  TRE$  0 MAS  INCOGNITAS 

30g)  RESOLUCION  DE  UN  SISTEMA  DE  TRES  ECUACIONES 
— 7 CON  TRES  INCOGNITAS 

Para  resolver  un  sistema  de  tres  ecuaciones  eon  ties  inc6gnitas  se  pro- 
cede  de  este  modo: 

1)  Se  combinan  dos  de  las  ecuaciones  dadas  y se  elimina  una  de  las 
incognitas  (lo  mds  sencillo  es  eliminarla  por  suma  o resta)  y con  ello  se  ob- 
tiene  una  ecuacion  con  dos  inc6gnitas; 

2)  Se  combina  la  tercera  ecuacion  con  cualquiera  de  las  otras  dos  ecua- 
ciones dadas  y se  elimina  entre  ellas  la  misma  incognita  que  se  elimino 
antes,  obteni&idose  otra  ecuacion  con  dos  incognitas. 

3)  Se  resuelve  el  sistema  formado  por  las  dos  ecuaciones  con  dos  in- 
cognitas que  se  ban  obtenido,  hallando^de  este  modo  dos  de  las  incognitas. 

4)  Los  valores  de  las  incognitas  obtenidos  se  sustituyen  en  una  de  las 
ecuaciones  dadas  de  tres  incognitas,  con  lo  cual  se  halla  la  tercera  incognita. 
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Ejem  plos 


( 1 ) Resolver  el  sistemo 


cando  la  ecuacion  ( 1 ) por  2,  se  tiene: 
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• 341 

x *f  4y  — z=  6. 

(1) 

2x  + 5y  — 7z  = — 9. 

(2) 

3x  — 2y  + z = 2. 

(3) 

vamos  a eliminar  la  x. 

Multipli- 

2x  + 8y-2z  = 12 
\ - 2x  - 5y  + 7z  = 9 

Restando:  3y  + 5z  = 21  ( 4 ) 


Combinamos  la  tercera  ecuacion  (3)  con  cualquiera  de  las  otras  dos  ecua- 
ciones  dadas.  Vamos  a combinarla  con  ( 1 ) para  eliminar  la  x.  Multipli- 
cand© ( 1 ) por  3 tenemos: 

J 3x  + 1 2y  — 3z  = 18 

\-3x+  2y-  z = - 2 

Restando:  1 4y  — 4z  = 16 

Dividiendo  entre  2:  7y  — 2z  = 8 (5) 


Ahora  tomamos  las  dos  ecuaciones  con  dos  incognitas  que  hemos  obtenido 
(4)  y (5),  y formamos  un  sistema: 

3y  + 5z  = 21.  (4) 

7y-2z  = 8.  (5) 


Resolvamos  este  sistema.  Vamos  a eliminar  la  z multiplicando  (4)  por  2 y 
(5)  por  5: 

6y  + 10z  = 42 
35y  — 1 0z  — 40 

41  y =82 

y = 2 

Sustituyendo  y = 2 en  (5)  se  tiene: 

7(2)  — 2z  = 8 
14  — 2z  = 8 
-2z  = -6 

z = 3. 

Sustituyendo  y = 2,  z = 3 en  cualquiera  de  las  tres  ecuaciones  dadas,  por  ejem- 
plo  en  (1  ) , se  tiene: 

x-f4(2)  — 3 = 6 | x = 1. 

x-f  8-3  = 6 r.  y = 2. 

*='• 


VERIFICACION 


Los  valores  x = l#y  = 2,z  = 3 tienen  que  satisfacer  las  tres  ecuaciones  dadas. 
Hagase  la  sustitucion  y se  vera  que  las  tres  ecuaciones  dadas  se  convierten 
en  identidad. 


342  • ALGEBRA 


(2  ) Resolver  el  sistema 


6x-  19 

z — 4 4 = — y. 

5 

v x — 2z 

10 = 2y  — 1 . 

8 

k 4z  -f  3y  = 3x  - y. 


Quitando  denominadores: 


Transponiendo  y reduciendo: 


| 5z  - 20  + 6x  - 19  = - 5y 
80  — x H-  2z  = 1 6y  — 8 
4z  4-  3y  = 3x  — y 

( 6x  + 5y  4*  5z  = 39  (1) 

I - x-16y  + 2z  = -88  (2) 

[ — 3x4-  4y  4-  4z  = 0.  ( 3 ) 


Vamos  a eliminar  x.  Combinamos  (1)  y (2)  y multiplicamos  (2)  por  6 

6x4-  5y  4-  5z  = 39 

— 6x  — 96y  4-  1 2z  = — 528 


Sumando: 

Combinamos  (2)  y (3). 
Multiplicand©  (2)  por  3 y 
cambiandole  el  signo: 

Dividiendo  por  2: 

Combinemos  (4)  y (5): 

Multiplicand©  (4)  por  2 y 
(5)  por  7: 

Sumando: 

Sustituyendo  z = - 2 en  (5): 


— 91y  4-  17z  = -489.  (4) 

3x  + 48y  - 6z  = 264 
j — 3x  4-  4y  4-  4z  = 0 

l 52y  — 2z  = 264 

26y  — z = 132.  (5) 

— 91  y 4-  17z  = — 489  ( 4) 

1 26y  — z=  132  <5) 

- 1 82y  4-  34z  = — 978 

I 182y  — 7z=  924 

27z  = - 54 

z ■=  — 2. 


26y  — ( — 2 ) = 1 32 
26y  4-  2 = 1 32 
26y  = 130 

7 = 5. 

Sustituyendo  y = 5,  z = — 2 en  (3): 

-3x  + 4(5)4-4(-2)  = 0 

- 3x  4-  20  -8  = 0 ' x = 4 

-3x  = -12  R y=  5. 

x = 4.  I * = - 2 

2x-5y=  13.  (1) 

Ay  + z — — 8.  (2) 

x — y — z = — 2.  (3) 


(3)  Resolver  el  sistema 
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En  algunos  casos,  no  hay  reglas  fijas  para  resolver  el  sistema  y depende  de 
la  habilidad  del  alumno  encontrar  el  modo  mas  expedito  de  resolverlo.  Este 
ejemplo  puede  resolverse  ash 

La  ecuacion  ( 1 ) tiene  x e y.  Entonces  tengo  que  buscar  otra  ecuacion  de 
dos  incognitas  que  tengo  x e y para  formar  con  ( 1 ) un  sistema  de  dos 
ecuaciones  que  tengan  ambas  x e y. 


j 4y  z = — 8 
1 x- y-z=- 2 


Reuniendo  (2)  y (3)  : 

Sumando:  x 4- 3y  = — 10  (4) 

Ya  tengo  la  ecuacion  que  buscaba.  Ahora,  formamos  un  sistema  con  ( 1 ) 
y (4) 

2x  — 5y  = 13. 

x 4-  3y  = — 10. 

Multiplicando  esta  ultima  ecuacion  por  2 y restando: 


( 2x-  5y=  13 

\ — 2x  — 6y=  20 

- Uy  =~  33 

y = - 3. 

Sustituyendo  y = — 3 en  ( 1 ) : 


2x  — 5 ( — 3 ) = 13 

2x  + 15  = 13 

2x  = — 2 

x = - 1. 


Sustituyendo  x = — 1 , y = — 3 en  (3): 

— 1 — ( — 3)  — z = — 2 
-14-3  -z  = -2  | x = — 1 • 

-z  = "4  *•  y = -3 

z = a.  | * = 4. 


m-  EJERCICIO  186 


Resolver  los  sistemas: 


1. 

2. 

3. 

4. 


[ x+y+z=6. 

< x—y+2z=5. 

{ x — y — 3z— — 10. 

'x4-y4-z=l2. 

■ 2x—y+z=7. 
x+2y—z=6. 

( x—y+z= 2. 

\ x+y+z=A- 
[2x4-2y— z=— 4. 

( 2x4-y— 3z=— 1. 

\ x— 3)— 2z=— 12. 
{ 3x-2y-z=-5. 


I. 

6. 

7- 

8. 


( 2x+3y+z=l. 

\ 6x— 2y— z=— 14. 
[3x+y-z=l. 

f 5x— 2y4-z=24. 

| 2x+5)>—  2z=— 14. 
[ x— 4y+3z=26. 

f 4x+2y+3z=8. 

< 3x+4y+2z=— 1. 

[ 2x— y+5z=3. 

f 6x+3y+2z=12. 

] 9x— y+42=37. 
[l0x+5y+3z=21. 


I 2x+4y+3z=3. 

9.  \ lOx— 8y— 9z=0. 
[4x+4y— 3z=2- 

I 3x+y+z=l. 

10.  | x+2y— z=l. 

[ x4-y4-2z=— 17. 

f lx+3y— 4z=— 35 

11.  ] 3x-2y+5z=38. 

[ x+y— 6z=— 27. 

1 4x— y+5z=— G. 

12.  | 3x+3)»-4z=30. 

[ 6x+2>i—32=33. 
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[ 2x— 2=14. 

22.  | 4x+y— 2=41. 

[ .3x— y+5z=53. 


23. 


24. 


25. 


26. 


X V 2 

- + ---  = 3. 

2 2 3 

x y z 

- + ---=-5. 

3 6 2 

x y z 

+ - = 0. 

6 3 6 

x y 2 

- + - + - = 21. 

3 4 3 

x y z 

- + ---  = 0. 

5 6 3 

x y z 

1 = 3. 

10  3 6 

y+z 

x = 4. 


27. 


x+y  y+4 


/ o 
x— 2 y— 4 
5 ~ 2 

y—z  x+2 


28. 


3 10 

y+2 


x — ■ 


y 


5 

2+4 

2 

x— 7 


= 2 + 4. 


■ = x — 6. 


31 


3 


- = y — 5. 


y 


2 — 


3 

X+2 

T 

y-x 


= 10. 


29. 


y— z 

x - y + ■=——  = 3. 


x-y 

2 

y— 2 


2 

X— 2 


= 0. 


32. 


— x = — 5. 


EMPLEO  DE  LAS  DETERM  I NANTES  EN  LA  RESOLUCION 
DE  UN  SISTEMA  DE  TRES  ECUACIONES 
CON  TRES  INCOGNITAS 


(307)  DETERMINANTS  DE  TERCER  ORDEN 

' Una  determinante  como 


13' 

9x+4y— 102=6. 
6x— 8y+52=— 1. 

[ I2x+12y— 152=10. 

16.] 

[ x+2y=— 1. 

2y+2=0. 

[x+2z=ll. 

19.  • 

u.  | 

[ 5x+3y— 2=— 11. 
10x— y+2=10. 

[ 15x+2y— 2=— 7. 

1, 1 

r y+2=— 8. 

2x+2=9. 

[ 3y+2x=— 3- 

20.  J 

15.  | 

[ x+y=l. 
y+2=-l. 

[ 2+X  = — 6. 

16.] 

f 3x— 2y=0. 

3y— 4z=25. 

[ z— 5x=— 14. 

21.  j 

' x+y— 2=1. 
2+x— y=3. 
2— x+y=7. 


30. 


32— 5x=10. 
5x— 3y=— 7. 
3y— 52=— 13. 

x— 2y=0. 
y— 22=5. 
x+y+2=8. . 

5x— 32=2. 
2z-y=-5. 
x+2y— 42=8. 


1 1 „ 

— I — — 5* 

* y 

1 1 

— I — — 6. 
x z 

1 1 

— I — = 7. 

y 2 

3 2 A 

- + - = 2. 

x y 


2 


2 

z 


3 

2’ 


y 

1 44 

3 

142 

— I 1 — = — 6. 

x y z 

3 2 4 

— I 1 — = 3. 

x y z 

*-*-*  = 31. 
x y z 


/ 


que  consta  de  tres  filas  y tres  columnas,  es  una  determinante  de  tercer  orden. 


fll 

bi 

Cl 

a2 

b2 

c2 

bz 
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(308)  HALLAR  EL  VALOR  DE  UNA  DETERMINANTE 
DE  TERCER  ORDEN 


El  modo  mds  sencillo  y que  creemos  al  alcance  de  los  alumnos,de  ha- 
liar  el  valor  de  uiia  determinante  de  tercel*  orden  es  aplicando  la  Regia 
de  Sarrus.  Explicaremos  esta  sencilla  regia  prdctica  con  dos  ejemplos. 


1)  Resolver 


por  la  Regia  de  Sarrus. 


Debajo  de  la  tercera  fila  horizontal  se  repiten  las  dos  primeras  filas 
horizon  tales  y tenemos: 

1 -2  -3 

^ 1 Ahora  trazamos  3 diagonales  de  dere* 

5—1  3 cha  a lzquierda  y 3 de  izquierda  a de- 

1 —2  —3  recha,  como  se  indica  a continuacidn: 

-4  2 1 


Ahora  se  multiplican  entre  si  los  tres  numeros  por  que  pasa  cada 
diagonal. 

Los  productos  de  los  numeros  que  hay  en  las  diagonales  trazadas  de 
izquierda  a derecha  se  escriben  con  su  propio  signo  y los  productos  de  los 
numeros  que  hay  en  las  diagonales  trazadas  de  derecha  a izquierda  con  el 
signo  cambiado.  Asi,  en  este  caso,  tenemos: 

6 - 12  - 10  + 30  + 1 - 24  = - 9 

valor  de  la  determinante  dada. 


DETALLE  DE  LOS  PRODUCTOS 

De  izquierda  a derecha: 

1 X 2 X 3 = 6 (-  4)  X (- 1)  X (—  3)  = - 12  5 X (-  2)  X 1 = - 10. 


De  derecha  a izquierda: 

(—  3)  X 2 X 5 = — 30  cafribidndole  el  signo  + 30. 

1 x ( — 1)  x 1 = — 1 cambi^ndole  el  signo  + 1. 

3 X (—  2)  X (-  4)  = 24  cambidndole  el  signo  - 24. 


2)  Resolver  por  Sarrus 


-3  -6  1 

4 1-3 

5 8 7 


Aplicando  el  procedimiento  explicado,  tenemos: 
-3.  -6 


xx 

/xxS 

// 


-21  + 32  4-90  - 5 - 72  + 168=192.  R. 


1 


^3 
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EJERCICIO  187 

Hallar  el  valor  de  las  siguientes  determinantcs: 


(309)  RESOLUCION  FOR  DETERMI NANTES  DE  UN  SISTEMA 
DE  TRES  ECUACIONES  CON  TRES  INCOGNITAS 


1 

2 

1 

2 

5 

-1 

5 

2 

-8 

1. 

1 

3 

4 

4. 

3 

-4 

3 

7. 

-3 

-7 

3 

10. 

1 

0 

2 

. 

6 

2 

4 

. 

4 

0 

-1 

. 

1 

2 

-2 

5 

-1 

-6 

3 

2 

5 

2. 

1 

-3 

3 

5. 

-2 

5 

3 

8. 

-1 

-3 

4 

11. 

-1 

4 

5 

. 

3 

4 

2 

. 

3 

2 

5 

. 

-3 

4 

1 

4 

1 

5 

5 

2 

3 

3. 

2 

-3 

0 

6. 

3 

2 

-6 

9. 

6 

1 

2 

12. 

1 

2 

7 

• 

12 

3 

2 

• 

3 

4 

5 

• 

12  5 10 

8-6  9 

7 4-2 

-9  3 -4 

7 -5  -3 

4 6 1 


11  -5 

-12  3 

-13  1 


Para  resolver  un  sistema  de  tres  ecuaciones  con  tres  incognitas,  por 
determinantes,  se  aplica  la  Regia  de  Kramer,  que  dice: 

El  valor  de  cada  incognita  es  una  fraccion  cuyo  denominador  es  la  de- 
terminante  formada  con  los  coeficientes  de  las  incognitas  (determinante 
del  sistema)  y cuyo  numerador  es  la  determinante  que  se  obtiene  sustitu- 
yendo  en  la  determinante  del  sistema  la  columna  de  los  coeficientes  de  la 
incognita  que  se  halla  por  la  columna  de  los  tlrminos  independientes  de 
las  ecuaciones  dadas. 


Ejem  plos 


j x 4-  y + z = 4. 

( 1 ) Resolver  por  determinantes  2x  — 3y  -f  5z  = — 5. 

3x  + 4y  -f  7z  = 10. 


Para  hallar  x,  aplicando  la  Regia  de  Kramer,  tendremos: 


x = 


4 1 1 

-5—35 
10  4 7 

1 1 1 

2-3  5 
3 4 7 


Vease  que  la  determinante  del  denominador  ( determinante  del  sistema ) esta 
formada  con  los  coeficientes  de  las  incognitas  en  las  ecuaciones  dadas. 

El  numerador  de  x se  ha  formado  sustituyendo  en  la  determinante  del  siste- 
\ 4 

ma  la  columna  ? de  los  coeficientes  de  x por  la  columna  —5  de  los 

terminos  independientes  de  las  ecuaciones  dadas. 

Para  hallar  y,  tendremos: 


1 

4 

1 

2 

- 5 

5 

3 

10 

7 

1 

1 

1 

2 

- 3 

5 

3 

4 

7 

- 46 


-23 


= 2. 
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El  denominador  es  el  mismo  de  antes,  la  determinante  del  sistema.  El  nu- 

1 


merador  se  obtiene  sustituyendo  en  esta  la  columna  -3  de  los  coeficientes 
de  y por  la  columna  —5  de  los  terminos  independientes. 

Para  hallar  z,  tendremos: 


z = 


1 

1 

4 

2 

-3 

- 5 

3 

4 

10 

1 

1 

1 

2 

-3 

5 

3 

4 

7 

23 


-23 


El  denominador  es  la  determinante  del  sistema;  el  numerador  se  obtiene  sus- 


tituyendo en  esta  la  columna 


-5  de  los  terminos  independientes. 

10 


La  solucion  del  sistema  es 

(2)  Resolver  por  determinantes 
Tendremos: 


5 de  los  coeficientes  de  z por  la  columna 


2x  *f  y — 3z  = 1 2 
5x  — 4y  + 7z  = 27 
10x  + 3y-  z = 40. 


y = 


z = 


12 

1 

-3 

27 

-4 

7 

40 

3 

-1 

— 

2 

1 

-3 



5 

-4 

7 

10 

3 

-1 

2 

12 

-3 

5 

27 

7 

10 

40 

-1 

2 

1 

-3 

5 

-4 

7 

10 

3 

-1 

2 

1 

12 

5 

-4 

27 

10 

3 

40 

2 

1 

-3 

— 

5 

-4 

7 

10 

3 

-1 

= 5. 


496 


= — 4. 


248 


= — 2. 
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EJfiRCICIO  188 

Resolver  por  determinantes: 


x+y+z=ll 
x-y+3z=13 
2x+2y— z=7. 

6. 

7x+10y+4z=— 2. 
5x-2y+6z=38. 
3x+y— z=21. 

11. 

< 

x+y+z=-6 
2x+y—  z=— 1 
[ x— 2y+3z=— 6. 

7'1 

f 4x+7y+5z=-2 
6x+3y+7z=6 
[ x— y+9z=— 21. 

3.  • 

2x+3y+4z=3 
2x+Gy+8z=5 
4x+9y— 4z=4. 

1 

[ 3x— 5y+2z=— 22 
2x— y+6z=32 
[ 8x+3y— 5z=— 33. 

* 

*1 

f 4x-y+z=4. 

2y-z+2x=2 
[ <>x+3z-2y=12. 

9.(11 

x+y+z=3 

x+2y=6 

2x+3y=6. 

12. 

< 

5.  < 

[ x+4y+5z=ll 
3x— 2y +z=5 
l 4x+y— 3z=— 26. 

f 3x— 2y=— 1 
4x+z=-28 
[ x+2y+3z=— 43. 

XV  2 

-+-=1 

3 4 4 

x y 

-+£-z=l 
6 2 


ym 

8 


-=0. 


— +y=2z+3 
3 7 

x— y=I 


x fz= — hll. 
4 


REPRESENTACION  GRAFICA  DE  PUNTOS 
DEL  ESPACIO  Y PLANOS 


310)  EJES  COORDENADOS  EN  EL  ESPACIO  (figura  59) 

Si  por  un  punto  del  espacio  O trazamos  tres  ejes  OX,  OY,  OZ,  de 
modo  que  cada  eje  sea  perpendicular  a los  otros  dos,  tenemos  un  sistema 
de  ejes  coordenados  reciangu lares  en  el  espacio.  Si  los  ejes  no  son  per- 

pendiculares  entre  si,  tenemos  un  sistema 
de  ejes  coordenados  oblicuos.  El  punto  0 
se  llama  origen. 

Cada  dos  de  estos  ejes  determinan 
un  piano. 

Los  ejes  OX  y OY  determinan  el  pia- 
no XY;  los  ejes  OY  y OZ  determinan  el 
piano  YZ,  y los  ejes  OZ  y OX  determinan 
el  piano  ZX.  Estos  son  los  pianos  coorde- 
nados. 

Estos  tres  pianos,  perpendicular  cada 
uno  de  el  los  a los  otros  dos,  forman  un 
triedro  trirrectingulo. 

Cuando  los  ejes  estdn  dispuestos  como 
se  indicia  en  la  figura  59,  se  dice  que  el 
triedro  trirrectdngulo  es  inverso.  Si  el  eje 
OX  ocupara  la  posicion  del  eje  OY  y vice- 


<1 ) l'onga  cero  como  cocficicnte  de  las  incdgnilas  que  fallen  en  cada  ecuacidn. 
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versa,  el  triedro  serf  a directo.  Nosotros  trabajaremos  con  el  triedro 
inverso. 

Para  que  el  alumno  aclare  los  conceptos  anteriores,  ffjese  en  el  dngulo 
de  la  izquierda  de  su  saldn  de  clase.  El  suelo  es  el  piano  XY;  la  pared  que 
estd  a la  izquierda  del  alumno  es  el  piano  YZ;  la  pared  que  le  queda  enfrente 
es  el  piano  ZX.  El  eje  OX  es  la  interseccidn  de  la  pared  de  enfrente  con  el 
suelo;  el  eje  OY  es  la  interseccidn  de  la  pared  de  la  izquierda  con  el  suelo; 
el  eje  OZ  es  la  interseccidn  de  la  pared  de  la  izquierda  con  la  pared  del  frente. 
El  punto  donde  concurren  los  tres  ejes  (la  esquina  del  suelo,  a la  izquierda) 
es  el  origen. 


La  posicion  de  un  punto  del  espacio  queda  determinada  por  sus  coor- 
denadas  en  el  espacio,  que  son  sus  distancias  a los  pianos  coordenados. 

Sea  el  punto  P (figura  60).  Las  coordenadas  del  punto  P son: 

1 ) La  abscisa  x,  que  es  la  distancia  de  P al  piano  YZ. 

2)  La  ordenada  yf  que  es  la  distancia  de  P al  piano  ZX. 

3)  La  cota  z,  que  es  la  distancia  de  P al  piano  XY. 

El  punto  P dado  por  sus  coordenadas  se  expresa  P (x,  y , z).  Asf,  el 

punto  (2,  4,  5)  es  un  punto  del  espacio  tal  que,  para  una  unidad  escogida, 
su  abscisa  es  2,  su  ordenada  es  4 y su  cota  es  5. 

(Las  coordenadas  de  un  punto  del  espacio  en  su  saldn  de  clase  son: 
abscisa,  la  distancia  del  punto  a la  pared  de  la  izquierda;  ordenada,  la  dis- 
tancia del  punto  a la  pared  de  enfrente;  cota,  la  distancia  del  punto  al 
suelo). 

En  la  prdctica,  para  representar  un  punto  del  espacio,  se  mide  la  abs- 
cisa sobre  el  eje  OX  y se  trazan  lineas  que  represen  ten  la  ordenada  y la  cota. 

En  la  figura  61  estd  representado  el  punto  P (3,  2,  4). 


311;  COORDENADAS  CARTESIAN  AS  DE  UN  PUNTO 
DEL  ESPACIO 


z 


z 


P (3.  2.4) 


Q 


2-4 


z 


o 


X 


0 


Y 


Y, 


FIGURA  60 


FIGURA  61 
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REPRESENTACION  DE  UN  PUNTO  CUANDO  UNA 
O MAS  COORDENAOAS  SON  0 

Cuando  una  de  las  coordenadas  es  0 y las  otras  dos  no,  el  punto  esti 

situado  en  uno  de  los  pianos  coordenados.  (Figura  G2). 

Si  x = 0,  el  punto  esta  situado  en  el  piano  YZ;  en  la  figura,  Fi(0,  2,  3). 

Si  y = 0,  el  punto  estd  en  el  piano  ZX\ 


r.,4 


1/ 


IZ 

1(0.  0.3) 



i>  < 3. 0. 3.) 

t 

1 

en  la  figura,  P2( 3,  0,  3).  Si  z = 0,  el  punto 
esta  situado  en  el  piano  XY\  en  la  figura, 
Pa(3,  2,  0.). 

Cuando  dos  de  las  coordenadas  son  0 

.3.) 

1 

1 

1 

; p.u.  0, 0,) 

y la  otra  no,  el  punto  esta  situado  en  uno 
de  los  ejes. 

Si  x = 0,  y = 0,  el  punto  estd  situado 

X 

t 

en  el  eje  OZ;  en  la  figura,  P4( 0,  0,  3). 

rd 0.2.0.)  ()(3.  2.  0) 


FIGURA  62 


Si  x = 0,  z = 0,  el  punto  esta  en  el  eje 
OY;  en  la  figura,  P8( 0,  2,  0). 

Si  y = 0,  z = 0,  el  punto  estd  en  el  eje 
OX;  en  la  figura,  P9( 3,  0,  0). 

Si  las  ires  coordenadas  son  0,  el  punto 
es  el  origen. 


EJERCICIO  189 

Representar  graficamente 

1. (1.  1,3).  4.  (8.5,  6). 

2.  (4,  2,  3).  5.  (2,  4,  1). 

3.  (5,  4,  2).  G.  (4.  3,  7). 


los  puntos  siguientes: 

7.  (7.  5,  4).  10.  (4,  0,  4). 


8.  (3.  1,  6). 

9.  (6,  3,  4). 


11.  (4.  2,  0). 

12.  (5.  6,  0). 


13.  (0,  0,  4). 

14.  (5.  0,  0). 

15.  (0.  5,  0). 


(3T3)  EL  PLANO 

Toda  ecuacion  de  primer  grado  con 

ires  variables  representa  un  piano. 

Asi,  toda  ecuacion  de  la  forma  Ax  + 
By  + Cz  = D representa  un  piano.  (Figu- 
ra 63). 

Los  segmentos  OA,  OB  y OC  son  las 
trazas  del  piano  sobre  los  ejes. 

En  la  figura  la  traza  del  piano  sobre 
el  eje  OX  es  OA=a;  la  traza  sobre  el 
eje  OY  es  OB  = b y la  traza  sobre  el  eje  OZ 
es  OC  — c. 

Los  puntos  A,  B y C,  donde  el  piano 
intersecta  a los  ejes,  por  ser  puntos  de  los 
ejes,  tienen  dos  coordenadas  nulas. 


( ) Admitarnos  esto  corao  un  printipio,  ya  que  su  demostraridn  no  cst;\  a I alcancc  de 
los  alumnos  de  Barfiillerato. 
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(3 1 4j  REPRESENTACION  GRAFICA  DE  UNA  ECUACION 
^^DE  PRIMER  GRADO  CON  TRES  VARIABLES 


1)  Representar  la  ecuacion  4x  -f  3y  -f  2z  = 12. 


Para  representar  graficamente  esta  ecua* 
cibn  vamos  a hallar  las  tra/as  del  piano  que 
el  la  representa  sobre  los  ejes  (Fig.  (i4). 

La  traza  sobre  el  eje  OX  se  halla  ha- 
ciendo  y = 0,  2 = 0 en  la  ecuacion  dada.  Ten* 
drenios: 

Para  )•  = 0,  z = 0,  queda  4x  = 12  x = 3. 

Se  representa  el  punto  (3,  0,  0). 

La  traza  sobre  el  eje  OK  se  halla  ha* 
ciendo  x = 0,  2 = 0 en  la  ecuacion  dada.  Ten* 
drenios: 

Para  x = 0.  2 = 0 queda  3y  = 12  y = 4. 

Se  representa  el  punto  (0,  4,  0). 

La  traza  sobre  el  eje  OZ  se  halla  ha* 
ciendo  x = 0,  y = 0 en  la  ecuacion  dada.  Ten- 
dremos: 

Para  x = 0,  )'  = 0 queda  2z=12.’.z  = 6. 


Se  representa  el  punto  (0,  0.  6). 

L’niendo  entre  si  los  ties  puntos  que  hemos  hallado,  obtenemos  un  piano 
que  cs  la  reprcsentacion  grafica  de  la  ecuacibn  4x  + 3y  + 2z  = 12. 


2)  Representar  graficamente  4x  4-  by  + 82  = 20.  (Figura  65). 


Tencmos: 

Para 

y = 0,  2 = 0,  x = y = 5.  Punto  (5,  0,  0). 
Para 

Of) 

x = 0,  2 = 0,  y = V-  = 4.  Punto  (0,  4,  0). 
Para 

X = 0.  y = 0.  z = J = 24-  I’umo  (0,  0,  2-^). 

Uniendo  estos  puntos  entre  si  queda 
trazado  un  piano  que  es  la  representacibn 
grafica  de  la  ecuacibn  4x+5y+8z=20. 
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m-  EJERCICIO  190 


Representar  gnificamcnte  las  ccuaciones: 

1.  3x+6y+2z=6. 

2.  2x+)i+4z=4. 

3.  4x+6y+3z=12. 

4.  15x+6y+5z=30. 

5.  2x+y+3z=6. 


6.  15x+10y+6z=30. 

7.  14x+10v+5z=35. 

8.  3x+)»+2z=10. 

9.  4x+2y+3z=18. 

10.  15x+20y+24z=120 


(315)  PLANO  QUE  PASA  POR  UN  PUNTO 

Si  un  plane)  pasa  por  un  pun  to  del  espacio,  las  coordenadas  dc  esc*  pun* 
to  satisfacen  la  ecuacion  del  piano.  As(,  para  saber  si  el  piano  2x  + y + 3z 
= 13  pasa  por  el  punto  (1,  2,  3),  hacemos  x = l,  y = 2,  z = 3 en  la  ecuacion 
del  piano  y tendremos:  2(1)  4-  2 + 3(3)  = 13,  o sea,  13  = 13;  luego,  el  piano 
pasa  por  el  punto  (1,  2,  3),  o dc  otro  modo,  el  punto  pertenece  al  piano. 


SIGNIFICACION  GRAFICA  DE  LA  SOLUCION  DE  UN 
SISTEMA  DE  TRES  ECUACIONES  CON  TRES  INCOGNITAS 


x + y + z=  12 
Sea  el  sistema  ^ 2x  — y + 3z  = 17 
^ 3x  + 2y  — 5z  = — 8. 


Resolvi^ndolo  se  halla 


x = 3.  y = 4,  z = 5. 


Esta  sol uc ion  representa  un  punto  del  espacio,  el  punto  (3,4,5).  Al'10- 
ra  bien:  x = 3,  y = 4,  z = 5 satisfacen  las  ties  ecuaciones  del  sistema;  luego, 
el  punto  (3,4,5)  pertenece  a los  tres  pianos  que  representan  las  ccuaciones 
dadas;  luego,  el  punto  (3,4,5)  es  un  punto  por  el  que  pasan  los  3 pianos, 
el  punto  comun  a los  3 pianos. 


317)  RESOLUCION  Y REPRESENTACION  GRAFICA  DE  UN 
v ^ SISTEMA  DE  TRES  ECUACIONES  CON  TRES  INCOGNITAS 

Resolver  gnificamente  un  sistema  de  tres  ecuaciones  con  tres  incogni- 
tas es  hallar  el  punto  del  espacio  por  el  que  pasan  los  tres  pianos. 

Para  ello,  dados  los  conocimientos  que  posee  el  altimno,  el  procedi- 
miento  a seguir  es  el  siguiente: 

1)  Se  representan  graficamente  los  tres  pianos  que  representan  las 
tres  ecuaciones  del  sistema,  hallando  sus  trazas. 

2)  Se  traza  la  interseccion  de  dos  cualesquiera  de  ellos,  que  serd  una 
lfnea  recta.  3)  Se  traza  la  interseccion  del  tercer  piano  con  cualquiera  de 
los  anteriores,  (jue  serd  otra  linea  recta.  4)  Se  buses  el  punto  donde  se 
cortan  las  dos  rectas  (intersecciones)  halladas  y ese  serd  el  punto  comun  a 
los  tres  pianos.  I.as  coordenadas  de  este  punto  son  la  solucion  del  sistema. 
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Resolver  graficamente 
el  sistema 

1 2x  + 2 y + z = 12 
! x+  y + z — 8 
3x  + 2y  + 5z  = 30. 


66 


Apliquemos  el  procedimiento  anterior  (Fig.  66). 

Representemos  2x  -f-  2y  + z = 12. 

Para  y — 0.  z — 0,  x = 6 

x = 0.  z = 0,  y — 6 

x = 0,  y = 0,  z = 12. 

El  piano  que  representa  esta  ecuacion  es  el  piano  ABC. 

Representemos  x + y + z = 8. 

Para  y = 0,  2 = 0,  x = 8 

x - 0,  z = 0,  y = 8 

x = 0,  y = 0,  z = 8. 

El  piano  que  representa  esta  ecuacion  es  el  piano  DEF. 

Representemos  3x  4-  2y  + 5z  = 30. 

Para  y=0,  z = 0,  x = 10 
x — 0,  z — 0,  y = 15 

* — 0,  y = 0#  z = 6. 

El  piano  que  representa  esta  ecuacion  es  el  piano  GHI. 

Trazamos  la  interseccion  del  piano  ABC  con  el  piano  DEF  que  es  la  linea  recta  MN; 

trazamos  la  interseccion  del  piano  DEF  con  el  piano  GHI  que  es  la  linea  recta  RQ. 

Ambas  intersecciones  se  cortan  en  el  punto  P;  el  punto  P pertenece  a los  3 pianos. 

Las  coo rdenadas  de  P que  en  la  figura  se  ve  que  son  x = 2#  y = 2,  z = 4 son  la 

solucion  del  sistema. 


M LO  IKItA  BALOOH  ' 12 
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EJERCICIO  191 

Resolver  y representar  graficamente  los  sistemas: 


f x+2y+z=8 

f 2x+2yH-3z=23 

( 

| 2x+2y+z=9. 

3.  ] 2x+3y+2z=20 

5 

[ 3x+3y+5z=24. 

[ 4x+3y+2z=24. 

l 

f x+y+z=5 

f 2x+2y-f3z=24 

I 

3x+2y+z=8 

4-  j 4x+5y+2z=35 

e. 

[2x+3y+3z=14 

[ 3x+2y+z=19. 

318  RESOLUCION  DE  UN  SISTEMA  DE  4 ECUACIONES 
^ 7 CON  4 INCOGNITAS 


Ejemplo 


Resolver  el  sistema 


x4 -y  + z + u=10.  (1) 

2x  — y 4*  3z  — 4u  = 9.  (2) 

3x  4-  2y  — z + 5u  = 13.  (3) 

x 3y  4*  2z  4u  — 3.  (4) 


Combinando  (1)  y (2)  eliminamos  la  x multiplicando  (1)  por  2 y restando: 

2x  + 2y  + 2z  + 2u  = 20 

— 2x  -f  y — 3z  44u  = — 9 

3 y—z  + 6u=  11  ( 5 ) 

Combinando  (1)  y (3)  eliminamos  la  x multiplicando  (1)  por  3 y restando: 

3x  4-  3y  4-  3z  4*  3u  = 30 

— 3x  — 2y  4 z — 5u  = — 13 

y4-4z  — 2u  = 17  (6) 

Combinando  (1)  y (4)  eliminamos  la  x,  restando: 

x-l-  y + 7+  u = 10 

— x -f  3y  — 2z  + 4u  = 3 

4y  — z -f  5u  = 1 3 ( 7 ) 

Reuniendo  las  ecuaciones  (5)#  (6)  y (7)  que  hemos  obtenido  tenemos  un  sis 
tema  de  3 ecuaciones  con  tres  incognitas: 

1 3y  — z + 6u  = 1 1 ( 5 ) 

y -f  4z  — 2u  = 1 7 ( 6 ) 

! 4y  — z 4-  5u  = 1 3.  ( 7 ) 

Vamos  a eliminar  la  z.  Combinando  (5)  y (6)f  multiplicamos  (5)  por  4 y su 
mamos: 

12y-4z  + 24u  = 44 
y 4 4z  — 2u  = 1 7 

13y  4*  22u  = 61  (8) 

Combinando  (5)  y (7)  eliminamos  la  z restandolas: 

3y  — z -f  6u  = 11 

— 4y  -b  z — 5u  = — 1 3 

— y 4-  u = - 2 (9) 
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Reuniendo  (8)  y (9)  tenemos  un  sistema  de  2 ecuaciones  con  2 incognitas: 

13y  + 22u  = 61  (8) 

\ - y+  u = 2 (9) 

Resolvamos  este  sistema.  Multiplicando  (9)  por  13  y sumando: 

1 3y  4-  22u  = 61 

-13y  + 13u  = -26 

35u  =T  35 


u = l. 


Ahora,  sustituimos  u = 1 en  una  ecuacion  de  dos  incognitas,  por  ejemplo  en  (9) 
y tenemos: 

-y+ 1 — — 2 

y = 3. 

Sustituimos  u=  1,  y = 3 en  una  ecuacion  de  tres  incognitas,  por  ejemplo  en  (5)  y 
tenemos: 

3(3)-z  + 6(l)  = ll 
9-z  + 6=ll 

z = 4. 


Ahora,  sustituimos  u = l,  y = 3,  z = 4 en  cualquiera  de  las  ecuaciones  dadas,  por 
ejemplo  en  ( 1 ) y tenemos:  . ^ 

x + 3 + 4+  l =10  x = - 

R. 


x = 2 


3. 

■=t 

U — 
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Resolver  los  sistemas: 


1. 


x-hy-fz-t-w=4 
x+2y+3z— m=— 1 
' 3x+4y+2z+u=— 5 
x-b4y4“3z — — 7. 


2. 


x+y-fz+u=l() 
2x—  y— 2z+2w=2 
x— 2y+3z— ii=2 
x+2y— 4z+2u=l. 


3.  « 


x— 2y+z+3u=— 3 
3x-t-y—4z— 2w=7 
2x+2y—z—u=l 
x-f4y-b2z— 5«=12. 


2x-3y+z-f4tt=0 
3x-f*y— 5z— 3«=— 10 
6x+2y— z4-«=— 3 
x+5y+4z— 3w=— 6. 


5. 


x+y— z=— 4 
4x+3y+2z— m=9 
2x— y— 4z+u=— 1 
x+2y+3z-f2u= — 1. 


[ x+2y+z=— 4 

6>  I 2x+3y+4z=-2 
1 3x+y+z+u=4 
[ 6x+3y— z+w=3. 


7. 


3x-f2y=— 2 
x+y-f  u=— 3 
3x— 2y— u=— 7 
4x+5y-f6z+3u=ll. 


2x— 3z— u—2 


8. 


3y— 2z— 5w=3 

4y—3i/=2 

x—3y+3u=0. 


4. 


JEAN  IE  ROND  D'ALEMBERT  (1717-1783)  Aban- 
donado  al  nacer  en  el  atrio  de  la  Capilla  de  St.  Jean 
le-Rond,  fue  recogido  por  la  esposa  de  un  humildc 
vidriero  y criado  Haifa  la  mayoria  de  edad.  Fue  un 
verdadero  genio  precox.  Concibio  y realixo  con  Dide- 


rot, la  idea  de  la  Enciclopedia.  Dirigio  dicho  movi- 
miento  y redacto  todos  los  articulos  tobre  matematicas 
que  aparecen  en  la  famosa  Enciclopedia.  Fue  Secre- 
tario  Perpetuo  de  la  Academia  Francesa.  Puede  con- 
siderarse  con  Rousseau,  precursor  de  la  Revoluci6n. 


(APITULO  XXVI 

PROBLEMAS  QUE  $E  RESUELVEN  POR  ECUACIONES 
SIMULTANEAS 


(3 19]  La  diferencia 
los  numeros. 

Sea 


de  dos  numeros  es  14,  y - de  su  suma  es  13. 

' 4 

x = el  numero  mayor, 
y = el  numero  menpr. 


Hallar 


De  acuerdo  con  las  condiciones  del  problema,  tenemos  el  sistema: 


x — y — 14 


x + y 

~T~ 


= 13. 


(1) 

(2) 


Quitando  denominadores  y \ x—y  = 14 
sumando:  ( x + y = 52 

2x  = 66 
x = 33 

Sustituyendo  x = 33  en  (1): 

33  — y = 14 
y = 19 

Los  numeros  buscados  son  33  y 19.  R. 


356 
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» EJERCICIO  193 


1.  La  diferencia  de  dos  numeros  es  40  y •-  de  su  suma  es  11.  Hallar  los 
numeros. 

2.  La  suma  de  dos  numeros  es  190  y — de  su  diferencia  es  2.  Hallar  los 

y 9 

numeros. 

3.  La  suma  de  dos  numeros  es  1529  y su  diferencia  101.  Hallar  los  numeros. 

4.  Un  cuarto  de  la  suma  de  dos  numeros  es  45  y un  tercio  de  su  diferencia 
es  4.  Hallar  los  numeros. 

5.  Los  — de  la  suma  de  dos  numeros  son  74  y los  - de  su  diferencia  9. 
Hallar  los  numeros. 

6.  Los  — de  la  suma  de  dos  numeros  exceden  en  6 a 39  y los  — de  su 
diferencia  son  1 menos  que  2(5.  Hallar  los  numeros. 

7.  Un  tercio  de  la  diferencia  de  dos  numeros  es  11  y los  — del  mayor 
equivalen  a los  — del  menor.  Hallar  los  numeros. 

8.  Dividir  80  en  dos  partes  tales  que  los  — de  la  parte  mayor  equivalgan 

3 H 

a los  — de  la  menor. 


9.  Hallar  dos  numeros  tales  que  5 veces  el  mayor  exceda  a ~ del  menor 
en  222  y 5 veces  el  menor  exceda  a — del  mayor  en  6(i. 


(320)i 


6 lbs.  de  cafe  y 6 lbs.  de  azucar  costaron  $2.27,  y 5 lbs.  de  cafe  y 4 lbs. 

de  azucar  (a  los  mismos  precios)  costaron  $1.88.  Hallar  el  precio  de 
una  libra  de  cafe  y una  de  azucar. 

Sea  x = precio  de  1 libra  de  cafe  en  cts. 

y = precio  de  1 libra  de  azucar  en  cts. 

Si  una  libra  de  caf£  cuesta  x,  6 lbs.  costardn  6x;  si  una 
lib.  de  azucar  cuesta  y,  5 lbs.  de  azucar  costaran  5y,  y conro  el 
importe  de  esta  cotnpra  fue  S2.27  6 227  cts.,  tendremos:  /" 

5 lbs.  de  cafe  cuestan  5x,  y 4 de  azucar,  4y,  y como  el  5x  + 4 y — 188. 

iinporte  de  esta  coinpra  fue  de  $1.88  6 188  cts.,  tendremos:  /* 

Reuniendo  las  ecuaciones  (1)  y (2),  tenemos  el  sistema: 


6x  + 5y  = 227. 


\ 6x  + 5y  = 227.  (1) 

/ 5x  + 4y  = 188.  (2) 

Multiplicando  (1)  por  5 \ 30x  + 25y  = 1135 

y (2)  por  6 y restando:  / — 30x  — 24y  = — 1128 


y=  7 

Sustituyendo  y = 7 en  (1)  se  tiene  x = 32. 

llna  libra  de  caf£  costd  32  cts.,  y una  libra  de  azucar,  7 cts.  R. 


(2). 
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Wb  EJERCICIO  194 

1-  5 trajes  y 3 sombreros  cuestan  4180  soles,  y 8 trajes  y 9 sombreros  6940. 
Hallar  el  precio  de  un  traje  y de  un  sombrero. 

2.  Un  hacendado  compro  4 vacas  y 7 caballos  por  $514  y mas  tarde,  a los 
mismos  precios,  compro  8 vacas  y 9 caballos  por  $818.  Hallar  el  costo 
de  una  vaca  y de  un  caballo. 

3.  En  un  cine,  10  entradas  de  adulto  y 9 de  niiio  cuestan  $5.12,  y 17  de 
nino  y 15  de  adulto  $8.31.  Hallar  el  precio  de  un  entrada  de  nino  y una 
de  adulto. 

4.  Si  a 5 veces  el  mayor  de  dos  numeros  se  anade  7 veces  el  menor,  la 
Mima  es  316,  y si  a 9 veces  el  menor  se  resta  el  cuadruplo  del  mayor,  la 
dilerencia  es  83.  Hallar  los  numeros. 

5.  Los  - de  la  edad  de  A aumcntados  en  los  — de  la  edad  de  B suman  15 

7 « 

afios,  y los  ^ de  la  edad  de  A disminuidos  en  los  — de  la  de  B equiva- 
len  a 2 anos.  Hallar  ambas  edades. 

6.  El  doble  de  la  edad  de  A excede  en  50  anos  a la  edad  de  B,  y ~ de  la 

edad  de  B es  35  anos  inenos  que  la  edad  de  A.  Hallar  ambas  edades. 

7.  La  edad  de  A excede  en  13  anos  a la  de  B,%  y el  duplo  de  la  edad  de  B 

excede  en  29  anos  a la  edad  de  A . Hallar  ambas  edades. 

o*l  2 

o.  Si  ~ de  la  edad  de  A se  aumenta  en  los  — de  la  de  B,  el  resultado  seria 

*5  . ^ 3 

37  anos,  y — de  la  edad  de  B equivalen  a — de  la  edad  de  A.  Hallar 
ambas  edades. 


(32^j  Si  a los  dos  terminos  de  una  fraccion  se  anade  3,  el  valor  de  la  frao 
cion  es  y si  a los  dos  terminos  se  resta  1,  el  valor  de  la  fraction 
es  Hallar  la  fraccion. 

Sea 


Entonces 


x = el  numerador 
y = t\  denominador 

— = la  fraccion. 

y 


Anadiendo  3 a cada  termirio,  la  fraccion  se  conviertc  en  y segtin 
las  condiciones  del  problema  el  valor  de  esta  fraccion  es  £;  luego: 

x + 3 _ £ 

“ 2 


y + 3 


= 77-  (i) 


Restando  1 a cada  termino,  la  fraccion  se  convierte  en  — , y segun 
las  condiciones,  el  valor  de  esta  fraccion  es  J;  luego: 

x — 1 _ 1 
y — 1 3 


= 77*  (2) 
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Reuniendo  las  ecuacio- 
nes  (1)  y (2),  tenemos  el 
sistema: 


Quitando  denominadores: 

Transponiendo 
y reduciendo: 

Restando: 


x + 3 _ 1 

J y + *~2‘ 

x-l  _ 1 
- y — 1 3 ’ 

-j  2x  + 6 = )>  + 3 
* 3x  — 3 = y — 1. 

j 2x  - y = - 3 
( 3x  — y = 2 

) - 2x  + y = 3 
t 3x  - y = 2 

x =5 


Sustituyendo  15  — y = 2 
x = 5 cn  (3):  y — 13. 


Luego,  la  fraccidn  es  4*  R. 


(3) 


EJERCICIO  195 

1.  Si  a los  dos  terminos  de  una  fraction  se  anade  1,  el  valor  de  la  Iraccidn 

o t j 

es  f,  y si  a los  dos  terminos  se  resta  1,  el  valor  de  la  £racci6n  es  — . 

>4  2 

Hallar  la  fraccidn. 

2.  Si  a los  dos  terminos  de  una  fraccidn  se  resta  3,  el  valor  de  la  fraccidn 

j - s 

es  — , y si  los  dos  terminos  se  aumentan  en  5,  el  valor  de  la  iraccidn  es  -1-. 

3 _ ft 

Hallar  la  iraccidn. 

3.  Si  al  numerador  de  una  fraccion  se  anade  5,  el  valor  de  la  fraccidn  es  2, 
y si  al  numerador  se  resta  2,  el  valor  de  la  fraccidn  es  1.  Hallar  Ja  fraccidn. 

4.  Si  el  numerador  de  una  fraccion  se  aumenta  en  26  el  valor  de  la  frac- 
cidn  es  3,  y si  el  denominador  se  disminuye  en  4,  el  valor  es  1.  Hallar 
la  fraccion. 

5.  Anadiendo  3 al  numerador  de  una  fraccidn  y restando  2 al  denominador, 
la  Iraccidn  se  convierte  en  — , pero  si  se  resta  5 al  numerador  y se  anade 
2 al  denominador,  la  fraccidn  equivale  a -4  Hallar  la  fraccidn. 

6.  Multiplicand©  por  3 el  numerador  de  una  fraccidn  y anadiendo  12  al 
denominador,  el  valor  de  la  fraccidn  es  y,  y si  el  numerador  se  aumenta 
en  7 y se  triplica  el  denominador,  el  valor  de  la  fraccidn  es  4-  Hallar 
la  fraccidn. 

7.  Si  el  numerador  de  una  fraccidn  se  aumenta  en  — , el  valor  de  la  fraccidn 

4 » . 5 

es  y » y si  el  numerador  se  disminuye  en  — , el  valor  de  la  fraccidn  es  4- 
Hallar  la  fraccidn. 
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322)  Dos  numeros  estan  cn  la  relacion  de  3 a 4.  Si  el  menor  se  aunienta 
en  2 y el  mayor  se  disminuye  en  9,  la  relacion  es  de  4 a 3.  Hallar  los 
numeros. 

Sea  x = el  numero  menor 

y = el  numero  mayor. 


La  relacion  de  dos  numeros  es  el  cociente  de  dividir  uno  3^ 

por  el  otro.  Segun  las  condiciones,  x e y estan  en  la  relacion  y 4 
de  3 a 4;  lucgo. 


Si  el  menor  se  auinenta  en  2,  quedara  x 4-  2;  si  el  x + 2_  4 

mayor  se  disminuye  cn  9,  quedara  y — 9;  la  relacion  de  y — 9 3 

estos  numeros.  segun  las  condiciones,  es  de  4 a 3;  luego, 


Reuniendo  (1)  y (2), 
tenemos  el  sistema: 


Resolviendo  el  sistema 
buscados.  R. 


x 3 
y 4 

x-f  2 4 

I.  y-9  3' 

se  halla  x = 18,  y = 24;  estos  son  los  numeros 


EJERCICIO  196 

1.  Dos  numeros  estrin  en  la  relacion  de  5 a 6.  Si  el  menor  se  aunienta  en 

2 y el  mayor  se  disminuye  en  6,  la  relacion  cs  de  9 a 8.  Hallar  los  numeros. 

2.  La  relacion  de  dos  numeros  es  de  2 a 3-  Si  el  menor  se  aunienta  en  8 

y el  mayor  cn  7,  la  relacion  es  de  3 a 4.  Hallar  los  numeros. 

3.  Dos  numeros  son  entre  si  como  9 es  a 10.  Si  el  mayor  se  aunienta  en  20 

y el  menor  sc  disminuye  en  15*  cl  menor  sera  al  mayor  como  3 es  a 7. 

Hallar  los  numeros. 

4.  Las  edades  de  A y B estan  en  la  relacion  de  5 a 7.  Dentro  de  2 a nos 

la  relacidn  entre  la  edad  de  A y la  de  B sera  de  8 a 11.  Hallar  las  edades 

actualcs. 

5.  Las  edades  de  A y B estdn  en  la  relacion  de  4 a 5.  Hace  5 ahos  la  rela- 
cion era  de  7 a 9.  Hallar  las  edades  actuales. 

6.  La  edad  actual  de  A guarda  con  la  edad  actual  de  B la  relacidn  de 

2 a 3.  Si  la  edad  que  A tenia  hace  4 ahos  se  divide  por  la  edad  que 
tendra  B dentro  de  4 ahos,  el  cociente  es  £.  Hallar  las  edades  actuales. 

7.  Cuando  empiezan  a jugar  A y B,  la  relacidn  de  lo  que  ticne  A y lo 
que  tiene  B cs  de  10  a 13.  Despues  que  A le  ha  ganado  10  bolivares  a B , 
la  relacion  entre  lo  que  tiene  A y lo  que  le  queda  a B es  de  12  a 11. 
rCon  cuanto  empezo  a jugar  cada  uno? 

8.  Antes  de  una  batalla,  las  fuerzas  de  dos  ejercitos  estaban  en  la  relacion 
de  7 a 9.  El  ejdrcito  menor  perdio  15000  hombres  en  la  batalla  y el 
mayor  25000  hombres.  Si  la  relation  ahora  es  de  11  a 13,  ^cudntos  hom- 
bres tenia  \ cada  ejercito  antes  dc  la  batalla? 
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\323j  Si  el  mayor  de  dos  numeros  se  divide  por  el  menor,  el  cociente  es  2 
y el  residuo  9,  y si  3 veces  el  menor  se  divide  por  el  mayor,  el  cocien- 
te es  1 y el  residuo  14.  Hallar  los  numeros. 

Sea 


x = el  numero  mayor 
y = el  numero  menor. 


Segun  las  condiciones,  al  dividir  x entre  y el  cocien- 
te es  2 y el  residuo  9,  pero  si  el  residuo  se  le  resta  al 
clividendo  x,  quedara  x — 9 y entonces  la  division  entre  y 
es  exacta;  luego:  

Dividiendo  3y  entre  x,  segun  las  condiciones,  el 
cociente  es  1 y el  residuo  14,  pero  restando  14  del  di- 
videndo  la  division  sera  exacta;  luego  f 


x — 9 


= 2.  (1) 


7 


3y  — 14 


= 1.  (2) 


Reuniendo  (1)  y (2), 
tenemos  el  si^ema: 


x — 9 

y 

3y  - 14 


= 2. 


= 1. 


(3) 


Ouitando  denominadores:  \ * ^ ^ 

( 3y  — 14=  x. 

\ x — 2v  = 0 
I ransponiendo:  ) J 

1 / - x + 3y  = 14 

~y=l> 3. 

Sustituyendo  y = 23  en  (3)  se  obtiene  x — 9 = 4(>;  luego,  x = 55. 
Los  numeros  buscados  son  55  y 23.  R. 


EJERCICIO  197 

1*  Si  el  mayor  de  dos  numeros  se  divide  por  el  menor,  el  cociente  es  2 y 
el  residuo  4,  y si  5 veces  cl  menor  se  divide  por  el  mayor,  el  cociente  es 
2 y el  residuo  17.  Hallar  los  numeros. 

2.  Si  el  mayor  de  dos  numeros  se  divide  por  el  menor,  el  cociente  cs  3,  y 

si  10  veces  el  menor  se  divide  por  el  mayor,  el  cociente  es  3 y el  resi- 

duo 19.  Hallar  los  numeros. 

3.  Si  el  duplo  del  mayor  de  dos  numeros  se  divide  por  el  uiplo  del  menor, 

el  cociente  es  1 y el  residuo  3,  y si  8 veces  el  menor  se  divide  por  el 

mayor,  el  cociente  es  5 y el  residuo  1.  Hallar  los  numeros. 

4.  La  edad  de  A excede  en  22  aiios  a la  edad  dc  B,  y si  la  edacl  de  A se 

divide  entre  el  uiplo  de  la  de  B,  el  cociente  es  1 y el  residuo  12.  Hallar 

am  has  edades. 

5.  Seis  veces  el  ancho  de  una  sala  excede  en  4 m a la  longitud  de  la  sala, 

y si  la  longitud  aumentada  en  3 m se  divide  entre  cl  ancho,  el  cociente 

cs  5 y el  residuo  3.  Hallar  las  dimensiones  de  la  sala. 
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(324)  La  suma  de  la  cifra  de  las  decenas  y la  cifra  de  las  unidades  de  un 
numero  es  15,  y si  al  niimero  se  resta  9,  las  cifras  se  invierten.  Ha- 
llar  el  numero. 


Sea  x = la  cifra  de  las  decenas 

y = la  cifra  de  las  unidades. 


Segtin  las  condiciones:  , /<lx 

6 x4y  = la.  (1) 


El  numero  se  obtiene  multiplicando  por  10  la  cifra  de  las  decenas  y 
sumdndole  la  cifra  de  las  unidades;  luego,  el  numero  serd  10x4  y. 

Segun  las  condiciones,  restando  9 de  lOx  4 y — 9 = 10y  4-  x. 

esie  numero,  las  cifras  se  invierten,  luego, 


Reuniendo  (1)  y (2),  ^ 
tenemos  el  sistcma: 

Transponiendo  ^ 
y reduciendo:  ^ 

Dividiendo  la  2a.  ecuacion  ^ 
por  9 y sumando: 


x 4y  = 15 

l()x  4 y — 9 = 10 y 4 x 

x 4 y = lo 
9x-9)>  = 9. 

x 4 y = 15 
x — y=  1 

2x  =16 
x=  8. 


(2) 


Sustituyendo  x = 8 en  (1)  se  tiene  8 4 y = 15  y — 7. 
El  numero  buscado  es  87.  R. 


m*  EJERCICIO  198 

1.  La  suma  de  ia  cifra  de  las  decenas  y la  cifra  de  las  unidades  de  un  numero 
es  12,  y si  al  numero  se  resta  18,  las  cifras  se  invierten.  Hallar  el  numero. 

2.  La  suma  de  las  dos  cifras  de  un  numero  es  14,  y si  al  numero  se  suma  36, 
las  cifras  se  invierten.  Hallar  el  numero. 

3.  La  suma  de  la  cifra  de  las  decenas  y la  cifra  de  las  unidades  de  un 
numero  es  13,  y si  al  numero  se  le  resta  45,  las  cifras  se  invierten.  Hallar 
el  numero. 

4-  La  suma  de  las  dos  cifras  de  un  numero  es  11,  y si  el  numero  se  divide 
por  la  suma  de  sus  cifras,  el  cociente  es  7 y el  residuo  6.  Hallar  el 
numero. 

5.  Si  un  numero  de  dos  cifras  se  disminuye  en  17  y esta  diferencia  se 
divide  por  la  suma  de  sus  cifras,  el  cociente  es  5,  y si  el  numero  dismi- 
nuido  en  2 se  divide  por  la  cifra  de  las  unidades  disminuida  en  2,  el 
cociente  es  19.  Hallar  el  numero. 

6 Si  a un  numero  de  dos  cifras  se  anade  9,  las  cifras  se  invierten,  y si  este 
numero  que  resulta  se  divide  entre  7,  el  cociente  es  6 y el  residuo  1. 
Hallar  el  numero. 

7.  La  suma  de  las  dos  cifras  de  un  numero  es  9.  Si  la  cifra  de  las  decenas 
se  aumenta  en  1 y la  cifra  de  las  unidades  se  disminuye  en  1,  las  cifras 
se  invierten.  Hallar  el  numero. 
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(325)  Se  tienen  $120  en  33  billetes  de  a $5  y de  a $2.  ^Cuantos  billetes  son 
de  $5  y cuantos  de  $2? 

Sea  x = el  numero  de  billetes  de  $2 

y = el  numero  de  billetes  de  $5. 

Segun  las  condiciones:  , 

6 x + y = 33.  (1) 

Con  x billetes  de  $2  se  tienen  $2x  y eon  y billetes  de  $5 

se  tienen  $5y,  y como  la  cantidad  total  es  §120,  tendremos:  / 

Reuniendo  (1)  y (2)  tenemos  el  sistemai  * + ? 

7 | 2x  -f  5y  = 120. 

Resolvicndo  se  encuentra  x = 15,  y = 18;  luego,  hay  15  billetes  de  $2 

y 18  billetes  de  §5.  R. 


2x  + 5y  = 120.  (2) 


EJERCICIO  199 

Se  tienen  $11.30  en  78  monedas  de  a 20  cts.  y de  10  cts.  ^Cuantas  mo- 

nedas  son  de  10  cts.  y cuantas  de  20  cts.? 

2*  L’n  hombre  tiene  S404  en  91  monedas  de  a $5  y de  a $4.  ^Cuantas  mone- 

das son  de  §5  y cuantas  de  $4? 

3*  En  un  cine  hay  700  personas  entre  adultos  y niiios.  Cada  adulto  pag6 
40  cts.  y cada  nino  15  cts.  por  su  entrada.  La  recaudacidn  es  de  $180. 
^Cuantos  adultos  y cuantos  ninos  hay  en  el  cine? 

4 Se  reparten  monedas  de  20  cts.  y de  25  cts.  entre  44  personas,  dando  una 
moneda  a cada  una.  Si  la  cantidad  repartida  es  $9.95,  ^cuintas  personas 
recibieron  monedas  de  20  cts.  y cuantas  de  25  cts.? 

5-  Se  tienen  $419  en  287  billetes  de  a Si  y de  a $2.  ^Cuantos  billetes  son 
de  a $1  y cuantos  de  S2? 

b Con  174  colones  compre  34  libros  de  a 3 y de  a 7 colones.  ^Cuantos 
libros  compre  de  cada  precio? 

' Un  comerciante  empleb  6720  sucres  en  comprar  trajes  a 375  sucres  y som- 
breros a 45.  Si  la  suma  del  numero  de  trajes  y el  numero  de  sombreros 
que  comprd  es  54,  ^cuantos  trajes  comprb  y cudntos  sombreros? 


Si  A le  da  a B $2,  ambos  tendran  igual  suma,  y si  B le  da  a A $2, 
A tendra  el  triplo  de  lo  que  le  queda  a B.  ^Cuanto  tiene  cada  uno? 

Sea  x = lo  que  tiene  A 

y = \o  que  tiene  B. 

Si  A le  da  a B $2.  A se  queda  con  S(x  — 2) 
y B tendnS  $(y  + 2),  y segun  las  condiciones 
ambos  tienen  entonces  igual  suma:  luego, f 

Si  B le  da  a A S2,  B se  queda  con  $(y  — 2)  y A 
tendra  $(x-E2)  y segun  las  condiciones  entonces  A 
tiene  el  triplo  de  lo  que  le  queda  a B;  luego, 


x — 2 = y + 2.  (1) 


x 4-  2 = 3(y  — 2).  (2) 


Reuniendo  (1)  y (2),  tenemos  el  sistema 


C X - 2 = y + 2. 

(x  + 2 = 3(y-2). 


Resolviendo  este  sistema  se  halla  x = 10,  y = 6;  luego,  A tiene  $10  y 
B tiene  $6.  R. 


364  • ALGEBRA 


327 1 Hace  8 anos  la  edad  de  A era  triple  que  la  de  B,  y dentro  de  4 anos 


la  edad  de  B ser&  los  — de  la  de  A.  Hallar  las  edades  actuales. 


Sea  x = edad  actual  de  A 

y = edad  actual  de  B. 

Hace  8 anos  A tenia  x-8  anos  y B x — 8 = 3(y  — 8). 

tenia  y — 8 anos;  segun  las  condiciones: 


Dentro  de  4 anos,  A tendri  x + 4 anos  y 
B tendra  y + 4 anos  y segun  las  condiciones: 

Reuniendo  (1)  y (2),  tenemos  el  sistema: 


_y  y + 4 = J(x  + 4). 

i x — 8 = 3(y  — 8). 

I > + 4 = ^(x  + 4). 


(1) 

(2) 


Resolviendo  el  sistema  se  halla  x—  32,  y — 16. 
A tiene  32  anos,  y B . 16  anos.  R. 


m*  EJERCICIO  200 

1.  Si  A le  da  a B $1,  ambos  tienen  lo  mismo,  y si  B le  da  a A $1,  A tendra 
el  triplo  de  lo  que  le  quede  a B.  ^Cuanto  tiene  cada  uno? 

2.  Si  B le  da  a A 2 soles,  ambos  tienen  lo  mismo,  y si  A le  da  a B 2 soles, 
B tiene  el  doble  de  lo  que  le  queda  a A.  <>Cuanto  tiene  cada  uno? 

3.  Si  Pedro  le  da  a Juan  S3,  ambos  tienen  igual  suraa,  pero  si  Juan  le  da 
a Pedro  $3,  este  tiene  4 veces  lo  que  le  queda  a Juan.  Quanto  tiene 
cada  uno? 

4.  Hace  10  anos  la  edad  de  A era  doble  que  la  de  B;  dentro  de  10  anos 
la  edad  de  B sera  los  ~ de  la  de  A.  Hallar  las  edades  actuales. 

5.  Hace  6 anos  la  edad  de  A era  doble  que  la  de  B;  dentro  de  6 anos  sera 
los  — de  la  edad  de  B.  Hallar  las  edades  actuales. 

6.  La  edad  de  A hace  5 anos  era  los  — de  la  de  B;  dentro  de  10  anos  la 
edad  de  B sera  los  ~ de  la  de  A.  Hallar  las  edades  actuales. 

7.  La  edad  actual  de  un  hombre  es  los  de  la  edad  de  su  esposa,  y dentro 
de  4 anos  la  edad  de  su  esposa  sera  los  ~ de  la  suya.  Hallar  las  edades 
actuales. 

8.  A y B empiezan  a jugar.  Si  A pierde  25  lempiras,  B tendra  igual  suma 
que  A,  y si  B pierde  35  lempiras,  lo  que  le  queda  es  los  — de  lo  que 
tendra  entonces  A.  /Con  cuanto  empezb  a jugar  cada  uno? 

9.  Un  padre  le  dice  a su  h i jo:  Hace  6 anos  tu  edad  era  ~ de  la  mia;  dentro 
de  9 anos  sera  los  — , Hallar  ambas  edades  actuales. 
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10.  Pedro  le  dice  a Juan:  Si  me  das  15  cts.  tendr<5  5 veces  lo  que  tu,  y Juan 
le  dice  a Pedro:  Si  tu  me  das  20  cts.  tendre  3 veces  lo  que  tu.  £Cuanto 
tiene  cada  uno? 
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11.  A le  dice  a B:  Dame  la  mitad  de  lo  que  tienes,  y 60  cts.  m£s,  y tendr6 

4 veces  lo  que  tu,  y B le  contesta:  Dame  80  cts.  y tendre  $3.10  mris  que 

tu.  ;Gtidnto  tiene  cada  uno? 

12.  Hace  6 aiios  la  edad  de  Enrique  era  los  y de  la  edad  de  su  hermana, 

y dentro  de  6 anos,  cuatro  veces  la  edad  de  Enrique  sera  5 veces  la 

edad  de  su  hermana.  Hallar  las  edades  actuales. 


(328 j Un  bote  que  navega  por  un  rio  recorre  16  kilometros  en  ly  boras 

a favor  de  la  corriente  y 12  kilometros  en  2 horas  contra  la  corriente. 
Hallar  la  velocidad  del  bote  en  agua  tranquila  y la  velocidad  del  rio. 

Sea  x = la  velocidad,  en  Km  por  bora,  del  bote 

en  agua  tranquila. 

y = la  velocidad,  en  Km  por  hora,  del  rio. 

Entonces  x + y = velocidad  del  bote  a favor  de  la  corriente. 
x —y  = velocidad  del  bote  contra  la  corriente. 

El  tiempo  es  igual  al  espacio  partido  por  la  vclo- 
cidad;  luego,  el  tiempo  empleado  en  recorrer  los  15 
15  Km  a favor  de  la  corriente,  1A  horas,  es  igual  al  x + y 
espacio  recorrido,  15  Km,  dividido  entre  la  velocidad 
del  bote,  x+y,  o sea: ^ 


= li*  (1) 


El  tiempo  empleado  en  recorrer  los  12  Km  contra 
la  corriente,  2 horas,  es  igual  al  espacio  recorrido, 
12  Km,  dividido  entre  la  velocidad  del  bote,  x — y, 

o sea:  


12 

x-y 


= 2.  (2) 


Reuniendo  (1)  y (2),  tenemos  el  sistema: 


*-y 

ocidad  del  bote  en  agua 
tranquila  es  8 Km  por  hora,  y la  velocidad  del  rio,  2 Km  por  hora.  R. 


Resolviendo  se  halla  x = 8,  y = 2;  luego,  la  ve 


15 

x + y 
12 


= 1* 


= 2. 


m-  EJERCICIO  201 

1 Un  hombre  rema  rio  abajo  10  Km  en  una  hora  y rio  arriba  4 Km  en 
una  hora.  Hallar  la  velocidad  del  bote  en  agua  tranquila  y la  velocidad 
del  rio. 

2.  Una  tripulacion  rema  28  Km  en  If  horas  rio  abajo  y 24  Km  en  3 horas 
rio  arriba.  Hallar  la  velocidad  del  bote  en  agua  tranquila  y la  velocidad 
del  rio. 

3.  Un  bote  emplea  5 horas  en  recorrer  24  Km.  rio  abajo  y en  regresar. 
En  recorrer  3 Km  rio  abajo  emplea  el  mismo  tiempo  que  en  recorrer 
2 Km  rio  arriba.  Hallar  el  tiempo  empleado  en  ir  y el  empleado  en 
volver. 
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4.  Una  tripulacidn  emplea  2\  horas  en  recorrer  40  Km  no  abajo  y 5 horas 
en  el  regreso.  Hallar  la  velocidad  del  bote  en  agua  tranquila  y la  velo- 
cidatl  del  no. 

5.  Una  tripulacidn  emplea  6 horas  en  recorrer  40  Km  rio  abajo  y en 
regresar.  En  remar  1 Km  rio  arriba  emplea  el  mismo  tiempo  que  en 
remar  2 Km  rio  abajo.  Hallar  el  tiempo  empleado  en  ir  y en  volver. 

0.  Un  bote  emplea  5 horas  en  recorrer  32  Km  rio  abajo  y 12  Km  rio  arriba. 
En  remar  4 Km  rio  abajo  el  botero  emplea  el  mismo  tiempo  que  en 
remar  1 Km  rio  arriba.  Hallar  la  velocidad  del  bote  en  agua  tranquila 
y la  del  rio. 

329  La  suma  de  tres  numeros  es  160.  Un  cuarto  de  la  suma  del  mayor  y 
el  mediano  equivale  al  menor  disminuido  en  20,  y si  a . de  la  dife- 
rencia  entre  el  mayor  y el  menor  se  suma  el  numero  del  medio,  el  resul- 
tado  es  57.  Hallar  los  numeros. 

Sea  v = numero  mayor 

y = numero  del  medio 
*=  numero  menor. 


Segiin  las  condiciones  del 
problema,  tenemos  el  sistema: 


x 4-  y + z = 160 


x + y 

= z - 20 

4 


4-  y = 57 


Resolviendo  el  sistema  se  halla  x = 62,  y = 50,  z = 48,  cpie  son  los  nu- 
meros buscados.  R. 


(330  La  suma  de  las  tres  cifras  de  un  numero  es  16.  La  suma  de  la  cifra 
^ y de  las  centenas  y la  cifra  de  las  decenas  es  el  triplo  de  la  cifra  de  las 
unidades,  y si  al  numero  se  le  resta  99,  las  cifras  se  invierten.  Hallar  el 
numero. 


Sea  x =la  cifra  de  las  centenas 

V =la  cifra  de  las  decenas 
s =la  cifra  de  las  unidades, 


Segun  las  condiciones,  la  suma  de  las  tres  cifras  es  16;  luego: 

x 4-  y + z = 16.  (1) 

La  suma  de  la  cifra  de  las  centenas  x con  la  cifra  de  las  x 4-  y = 3z. 

decenas  y es  el  triplo  de  la  cifra  de  las  unidades  z;  luego,/ 

El  numero  sera  100x  + 10y  -f  z.  Si  ,nA  . . nn  . 

. , . 7.r  100x4- lOy-fz— 99  = 100z4-10,y-fx. 

restamos  99  al  numero,  las  cifras  se 

invierten;  luego, — 
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Reuniendo  (1),  (2)  y (3),  ^ X+x+y  = 3z 

tenemos  el  sistema:  j 10ox  + 10y  + z - 99  = 100z  + 10y  + x. 

Resolviendo  el  sistema  se  halla  x = 5,  y = 7,  z = 4;  luego,  el  numero 
buscado  es  574.  R. 

» EJERCICIO  202 

1.  La  suma  de  tres  numeros  es  37.  El  menor  disminuido  en  1 equivale  a ^ 

de  la  suma  del  mayor  y el  mediano;  la  difeiencia  entre  el  mediano  y 

el  menor  equivale  al  mayor  disminuido  en  13.  Hallar  los  numeros. 

2.  5 kilos  de  azucar,  3 de  cate  y 4 de  frijoles  cuestan  $1.18;  4 de  azucar, 
5 de  cate  y 3.  de  frijoles  cuestan  $1.45;  2 de  azucar,  1 de  cafe  y 2 de 
frijoles  cuestan  46  cts.  Hallar  el  precio  de  un  kilo  de  cada  mercanda. 

3.  La  suma  de  las  tres  cifras  de  un  numero  es  15.  La  suma  de  la  cifra  de 

las  centenas  con  la  cifra  de  las  decenas  es  los  — de  la  cifra  de  las  unidades, 
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y si  al  numero  se  lc  resta  99,  las  cifras  se  invierten.  Hallar  el  numero. 
4 La  suma  de  tres  numeros  es  127.  Si  a la  mitad  del  menor  se  anade 
- del  mediano  y — del  mayor,  la  suma  es  39  y el  mayor  excede  en  4 
a la  mitad  de  la  suma  del  mediano  y el  menor.  Hallar  los  numeros. 

5.  La  suma  de  las  tres  cifras  de  un  numero  es  6.  Si  el  numero  se  divide 
por  la  suma  de  la  cifra  de  las  centenas  y la  cifra  de  las  decenas,  el 
cociente  es  41,  y si  al  niimero  se  le  anade  198,  las  cifras  se  invierten. 
Hallar  el  numero. 

6 La  suma  de  los  tres  angulos  de  un  triangulo  es  180°.  El  mayor  excede 
al  menor  en  35°  y el  menor  excede  en  20°  a la  diferencia  entre  el  mayor 
y el  mediano.  Hallar  los  angulos. 

7 Un  hombre  tiene  110  animates  entre  vacas,  caballos  y terneros,  -j  del 
numero  de  vacas  mds  — del  numero  de  caballos  mds  — del  numero  de 

9 o 

terneros  equivalen  a 15,  y la  suma  del  numero  de  terneros  con  el  de 
vacas  es  65.  ;Cudntos  animales  de  cada  clase  tiene? 

8 La  suma  de  las  tres  cifras  de  un  numero  es  10.  La  suma  de  la  cifra  de 
las  centenas  y la  cifra  de  las  decenas  excede  en  4 a la  cifra  de  las  uni- 
dades, y la  suma  de  la  cifra  de  las  centenas  y la  cifra  de  las  unidades 
excede  en  6 a la  cifra  de  las  decenas.  Hallar  el  numero. 

9 La  suma  de  los  tres  angulos  de  un  tridngulo  es  180°.  La  suma  del  mayor 
y el  mediano  es  135°,  y la  suma  del  mediano  y el  menor  es  110°.  Hallar 
los  dngulos. 

10.  Entre  A,  B y C ticnen  140  bolivares.  C tiene  la  mitad  de  lo  que  tiene 
A,  y A bs.  10  mds  que  B . <{Cudnto  tiene  cada  uno? 

11  Si  A le  da  $1  a C,  ambos  tienen  lo  mismo;  si  B tuviera  $ 1 menos,  tendria 
lo  mismo  que  C,  y si  A tuviera  $5  mas,  tendria  tanto  como  el  doble  de 
lo  que  tiene  C.  <jCuanto  tiene  cada  uno? 


368  • algebra 


12.  Dcterminar  un  numero  entre  300  y 400  sabiendo  que  la  sunia  dc  sus 
cifras  es  6 y que  leido  al  reves  es  del  numero  primitivo. 

13.  Si  A le  da  a B 2 quetzales,  ambos  tienen  lo  mismo.  Si  # le  da  a C 1 quetzal, 
ambos  tienen  lo  mismo.  Si  A tiene  los  — de  lo  que  dene  C,  £Cuanto  tiene 
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cada  uno? 

14.  Hallar  un  numero  mayor  que  400  y menor  que  500  sabiendo  que  sus 
cifras  suman  9 y que  leido  al  rev£s  es  ^ del  numero  primitivo. 

15.  Si  al  doble  de  la  edad  de  A se  sunia  la  edad  de  B,  se  obtiene  la  edad  de 
C aumentada  en  32  anos.  Si  al  tercio  de  la  edad  de  B se  suma  el  doble 
de  la  de  C , se  obtiene  la  de  A aumentada  en  9 anos,  y el  tercio  de  la 
suma  de  las  edades  de  A y B es  1 ano  menos  que  la  edad  de  C.  Hallar 
las  edades  respectivas. 

B*  EJERCICIO  203 

MlSCELANEA  DE  PROBLEMAS  QUE  SE  RESUELVEN  POR  ECUACIONES 
SIMULTANEAS 

1.  El  perimetro  de  un  cuarto  rectangular  es  18  m,  y 4 veces  el  largo  cqui- 
vale  a 5 veces  el  ancho.  Hallar  las  dimensiones  del  cuarto. 

2.  A tiene  doble  dinero  que  B.  Si  A le  da  a B 12  balboas,  ambos  tendrdn 
lo  mismo.  ^Cudnto  tiene  cada  uno? 

3.  Si  una  sala  tuviera  1 metro  mds  de  largo  y 1 m.  mds  de  ancho,  el  drea 
seria  26  m2  mas  de  lo  que  es  ahora,  y si  tuviera  3 m menos  de  largo  y 
2 m mas  de  ancho,  el  area  seria  19  m2  mayor  que  ahora.  Hallar  las 
dimensiones  de  la  sala. 

4.  Comprd  un  carro,  un  cabal  lo  y sus  arreos  por  5200.  El  carro  y los 
arreos  costaron  $20  mas  que  el  caballo,  y el  cabailo  y los  arreos  costaron 
$40  mds  que  el  carro.  rCuanto  cost6  el  carro,  cudnto  el  caballo  y cudnto 
los  arreos? 

5.  Hallar  ties  nutneros  tales  que  la  suma  del  19  y el  29  excede  en  18  al 
tercero;  la  suma  del  1$  y el  3^  excede  en  78  al  segundo,  y la  suma  del 
29  y el  3°  excede  en  102  al  19. 

6.  La  suma  de  las  dos  cifras  de  un  numero  es  6,  y si  al  numero  se  le  resta 
36,  las  cifras  se  invierten.  Hallar  el  numero. 

7.  Un  pajaro,  volando  a favor  del  viento  recorre  55  Km  en  1 hora,  y en 
contra  del  viento  25  Km  en  1 hora.  Hallar  la  velocidad  en  Km  por  hora 
del  pajaro  en  aire  tranquilo  y del  viento. 

8.  Un  hombre  compro  cierto  numero  de  libros.  Si  hubiera  comprado  5 
libros  mds  por  el  mismo  dinero,  cada  libro  le  habria  costado  $2  menos, 
y si  hubiera  comprado  5 libros  menos  por  el  mismo  dinero,  cada  libro 
le  habria  costado  $4  mds.  <jCudntos  libros  comprd  y cudnto  pagd  por 
cada  uno? 

9 7 kilos  de  cafe  y 6 de  te  cuestan  §4.80;  9 kilos  de  te  y 8 de  cafe  cuestan 

$6.45.  ^Cudnto  cuesta  un  kilo  de  cafe  y cudnto  un  kilo  de  te? 

10.  Un  comerciante  empleb  $1910  en  comprar  50  trajes  de  a §40  y de  a $35. 
;Cudntos  trajes  de  cada  precio  comprd? 
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11.  Si  al  numerador  de  una  fraccidn  se  resta  1,  el  valor  de  la  fraccidn  es4-» 

j 3 

y si  al  denominador  se  resta  2,  el  valor  de  la  fraccidn  es  — . Hallar  la 
fraccidn. 

12.  Dos  bolsas  tienen  200  soles.  Si  de  la  bolsa  que  tiene  m£s  dinero  se  sacan 
15  soles  y se  ponen  en  la  otra,  ambas  tendrian  lo  mismo.  ^Cu^nto  tiene 
cada  bolsa? 

13.  Compr£  un  caballo,  un  coche  y un  perro.  El  perro  me  costo  $20.  El 
caballo  y el  perro  costaron  el  triplo  que  el  coche;  el  perro  y el  coche 

los  j de  lo  que  costd  el  caballo.  Hallar  el  precio  del  caballo  y del  coche. 

14.  Un  numero  de  dos  cifras  equivale  a 6 veces  la  suma  de  sus  cifras,  y si 
al  numero  se  le  resta  9,  las  cifras  se  invierten.  Hallar  el  numero. 

15.  Cierto  numero  de  personas  alquild  un  omnibus  para  una  excursidn. 
Si  hubieran  ido  10  personas  mas,  cada  una  habria  pagado  5 bolivares 
menos,  y si  hubieran  ido  6 personas  menos,  cada  una  habria  pagado 
5 bolivares  mas.  ^Cudntas  personas  iban  en  la  excursidn  y cudnto  pagd 
cada  una? 

16.  Entre  A y B tienen  1080  sucres.  Si  A gasta  los  de  su  dinero  y B ^ del 
suyo,  ambos  tendrian  igual  suma.  ^Cuanto  tiene  cada  uno? 

17.  Ayer  gan£  $10  mas  que  hoy.  Si  lo  que  gane  hoy  es  los  — - de  lo  que 
gane  ayer,  ^cudnto  gane  cada  dia? 

18.  Dos  numeros  estan  en  la  relacidn  de  3 a 5.  Si  cada  numero  se  disminuye 
en  10,  la  relacidn  es  de  1 a 2.  Hallar  los  numeros. 

19.  A le  dice  a B:  Si  me  das  4 lempiras  tendremos  lo  mismo,  y B le  con  testa: 

Si  tu  me  das  4 lempiras  tendre  y de  lo  que  tu  tengas.  ^Cuanto  tiene 
cada  uno? 

20.  H ace  20  ahos  la  edad  de  A era  el  doble  que  la  de  B;  dentro  de  30  ahos 
sera  los  — de  la  edad  de  B.  Hallar  las  edades  actuales. 

21.  Una  tripul acidn  emplea  3 horas  en  remar  16  Km  rio  abajo  y en  re- 
gresar.  En  remar  2 Km  rio  arriba  emplea  el  mismo  tiempo  que  en  remar 
4 Km.  rio  abajo.  Hallar  la  velocidad  del  bote  en  agua  tranquila  y la 
velocidad  del  rio. 

22.  ^ la  edad  de  A excede  en  2 anos  a de  la  edad  de  B,  y el  doble  de 

la  edad  de  B equivale  a la  edad  que  tenia  A hace  15  ahos.  Hallar  las 
edades  actuales. 

23.  En  5 horas  A camina  4 Km  mis  que  B en  4 horas,  y A en  7 horas  camina 

2 Km  mas  que  B en  6 horas.  <{Cu£nto3  Km  anda  cada  uno  en  cada 

hora? 

24.  La  diferencia  entre  la  cifra  de  las  unidades  y la  cifra  de  las  decenas  de 
un  numero  es  4,  y si  el  numero  se  suma  con  el  numero  que  resulta  de 
invertir  sus  cifras,  la  suma  es  66.  Hallar  el  numero. 

25  El  perimetro  de  un  rectangulo  es  58  m.  Si  el  largo  se  aumenta  en  2 ni 

y el  ancho  se  disminuye  en  2 m,  el  drea  se  disminuye  en  46  m2.  Hallar 

las  dimensiones  del  rectangulo. 

26.  El  perimetro  de  una  sala  rectangular  es  56  m.  Si  el  largo  se  disminuye 
en  2 m y el  ancho  se  aumenta  en  2 m,  la  sala  se  hace  cuadrada.  Hallar 
las  dimensiones  de  la  sala. 
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nacido  en  Italia,  y do  sangre  francesa.  A los  16  anos 
fue  nombrado  profesor  de  matematicas  en  la  Real 
Escuela  de  Artilleria  de  Turin.  Fue  uno  de  los  mas 
grandei  analistas  del  siglo  XVIII.  Su  mayor  contribu- 


cion  al  Algebra  csta  en  la  memoria  que  escribio  en 
Berlin  hacia  1767,  "Sobre  la  resolucion  de  las  ecua- 
ciones  numerical".  Pero  su  obra  fundamental  fue  la 
"Mecamca  Analitica".  Respetado  por  la  Revolucion, 
fue  amigo  de  Bonaparte  que  lo  nombro  Senador. 


CAMULO  ^y|| 

ESTUDIO  ELEMENTAL  DE  LA  TEORIA  (OORDINATORIA 


LA  TEORIA  COORDINATORIA  estudia  la  ordenacidn  dc  las  cosas  o 
elementos. 


'332;  La  distinta  ordenacion  de  las  cosas  o elementos  origina  las  coordina- 
ciones,  permu taciones  y combinaciones. 


v333  COORDINACIONES  0 ARREGLOS  son  los  grupos  que  se  pueden  for- 
mar  con  varios  elementos  (letras,  objetos,  personas),  tomdndolos  uno 
a uno,  dos  a dos,  tres  a ties,  etc.,  de  modo  que  dos  grupos  del  mismo  nu- 
mero  de  elementos  se  diterencien  por  lo  menos  en  un  elemento  o,  si  tie- 
nen  los  mismos  elementos,  por  el  orden  en  que  estan  colocados. 


Vamos  a formal*  coord inaciones  con  las  letras  a,  b,  c,  d. 

Las  coordinadas  monarias  de  estas  cuatro  letras  son  los  a,  b , c , d . 

grupos  de  una  letra  que  podcmos  formar  con  ellas,  o sea:  / 

Las  coord  inaciones  binarias  se  forman 
escribiendo  a la  derecha  de  cada  letra 
todas  las  demas,  una  a una,  y serin:  y* 

(Wasc  que  los  grupos  ab  y ac  sc  difcrcncian  en  un  elemento  porque  el  primeio  tiene  b 
que  no  ticne  cl  segundo  y el  segundo  lienc  c que  no  tiene  cl  primero;  los  grupos  ab  y cd  se 
difcrencian  en  dos  elementos;  los  grupos  ab  y ba  se  dilcrencian  en  el  orden  dc  los  elementos). 


ab , 

ac , 

ba , 

be, 

bd, 

ca , 

cb, 

cd, 

da. 

db , 

dc. 
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Las  coord inaci ones  ternarias  se  forman  escribiendo  a la  derecha  de 
cada  binaria,  una  a una,  todas  las  letras  que  no  entren  en  ella  y seran: 


abc, 

abd, 

acb , 

acd, 

adb, 

adc, 

bac, 

bad, 

bca, 

bed, 

bda, 

bde, 

cab, 

cad, 

eba, 

cbd% 

eda , 

cdb, 

dab, 

dac, 

dba, 

dbc, 

dca, 

deb . 

(Wase  que  los  grupos  abc  y abd  se  diferencian  en  un  elemento;  los  grupos  abc  y bac  sc 
diferencian  en  el  orden). 

Las  coord inaciones  cuaternarias  se  formarfan  escribiendo  a la  derecha 
de  cada  ternaria  la  letra  que  no  entra  en  ella. 

El  simbolo  de  las  coordinaciones  es  A , con  un  subindice  que  indica 
el  numero  de  elementos  y un  exponente  que  indica  cuantos  elementos  en* 
tran  en  cada  grupo  (orden  de  las  coordinaciones). 

Asi,  en  el  caso  anterior,  las  coordinaciones  monarias  de  a,  b,  c,  d'  se 
expresan  JA 4;  las  binarias,  ~A<\  las  ternarias,  M4;  las  cuaternarias, 

334/  CALCULO  DEL  NUMERO  DE  COORDINACIONES 

DE  m ELEMENTOS  TOMADOS  n A n 

Con  m elementos,  tornados  de  uno  en  uno,  se 
pueden  formar  m coordinaciones  monarias;  luego, 


V1 


'At 


Park  formar  las  binarias,  a la  derecha  de  cada  uno  de  los  rn  elementos 
se  escriben,  uno  a uno,  los  demks  m — 1 elementos;  luego,  cada  elemento 
origina  m — 1 coordinaciones  binarias  y los  m elementos  darkn  7n(ra-l) 
coordinaciones  binarias;  luego, 

2Am  — m(m  — 1), 

° 2Am  = 'Am(m-  1), 

porque  m = lA 

Para  formar  las  ternaria-  a la  derecha  de  cada  binaria 
cscribimos,  uno  a uno,  los  m - 2 elementos  que  no  entran  en 
ella;  luego.  cada  binaria  produce  m — 2 ternarias  y tendremos: 

Para  formar  las  cuaternarias,  a la  derecha  de  cada 
ternaria,  escribimos,  uno  a uno,  los  m — 3 elementos 
que  no  entran  en  ella;  luego,  cada  ternaria  produce 
m — 3 cuaternarias  y tendremos: — 


3Am  = 2Am(tn 


4Am  = 3Am(m 


Continuando  el  procedimiento, 
obtendrfamos  la  serie  de  formulas: 


lAm  = m 

2 Am  = 1Aw(m  — 1) 
3Am  = 2Am(m  — 2) 
Mw  = Mra(fn-  3) 


aAm  = a~1Am(m  — n + 1). 

Multiplicando  miembro  a miembro  estas  igualdades  y suprimiendo  los 
factores  comunes  a los  dos  miembros,  se  tiene: 

nAm  = m(m  — l)(m  — 2) (m  — n + 1)  (1) 

que  es  la  fdrmula  de  las  coordinaciones  de  m elementos  tornados  de  n en  n. 


372  # algebra 


(1)  $Cuantos  numeros  distintos.de  4 cifras  se  pueden  for- 
mar  con  los  numeros  1,  2,  3,  4,  5,  6,7,  8 y 9? 

Aplicamos  la  formula  ( 1 ) . 

Aqui  m — 9,  n — 4. 

4 A®  = 9x8x  ...  X(9-4*H  ) = 9X8X7X6  = 3024.  R. 


Ejemplos 


(2)  $Cuantas  senates  distintas  pueden  hacerse  con  7 banderas  izando  3 de  cada 
vez? 

Las  senales  pueden  ser  distintas  por  diferenciarse  una  de  otra  en  una  o mas 
banderas  o por  el  orden  en  que  se  izan  las  banderas. 

Aplicamos  la  formula  ( 1 ) . Aqui  m = 7,  n = 3.  Tendremos: 

8A7  = 7 X ....  X(7  — 3 + 1 1 = 7X6X5  = 210  senales.  R. 

335)  Si  sc  establece  la  condicion  de  que  cierto  numero  de  elementos  tienen 
que  ocupar  lugares  fijos  en  los  grupos  que  se  formen,  al  aplicar  la 
formula,  m y n se  disminuyen  en  el  numero  de  elementos  fijos.  Por 
ejemplo: 

Con  10  jugadores  de  basket,  <jde  cuantos  modos  se  puede  disponer  el 
team  de  5 jugadores  si  los  dos  forwards  ban  de  ser  siempre  los  mismos? 

Aqui  hay  dos  jugadores  que  ocupan  lugares  fijos:  m = 10  y rc  = 5,  pero 
tenemos  que  disminuir  m y n en  2 porque  habiendo  2 jugadores  fijos  en 
dos  posiciones,  quedan  8 jugadores  para  ocupar  las  3 posiciones  que  que- 
dan;  luego,  los  arreglos  de  3 que  podemos  formar  con  los  8 jugadores  son: 

= Mg  = 8x7x6  = 336  modos.  R. 


(336)  PERMUTACIONES  son  los  grupos  que  se  pueden  formar  con  varios 
elementos  entrando  todos  en  cada  grupo,  de  modo  que  un  grupo  se 
diferencie  de  otro  cualquiera  en  el  orden  en  que  estan  colocados  los  ele- 


mentos. 


Asf,  las  permutaciones  que  se  pueden  ab  y ba. 

formar  con  las  letras  a y b son / 

Las  permutaciones  de  las  letras  a,  b y c se  obtiencn  formando  las  per- 
mutaciones de  a y b}  que  son  ab  y ba,  y haciendo  que  la  c ocupe  todos  los 
lugares  (detras,  en  el  medio,  delante)  en  cada  una  de  ellas  y senin: 

abc,  acb,  cab, 

bac,  bca,  cba. 


Las  permutaciones  de  a,  b,  c y d se  obtienen  haciendo  que  en  cada 
una  de  las  anteriores  la  d ocupe  todos  los  lugares  y asi  sucesivamente. 


(337)  CALCULO  DEL  NUMERO  DE  PERMUTACIONES 
DE  m ELEMENTOS 


Las  permutaciones  son  un  caso  particular  de  las  coordinaciones:  el 
caso  en  que  todos  los  elementos  entran  en  cada  grupo.  Por  tanto,  la  f6r- 
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mula  del  numero  de  permutaciones  de  m elementos,  Pm,  se  obtiene  de  la 
fdrmula  que  nos  da  el  numero  de  coord inac ion es 

nAm  = m(m  — l)(m  — 2) (m-n  + 1) 

haciendo  m = n.  Si  hacemos  m = n el  factor  m — n + 1 = 1,  y quedari: 

Pm  = m(m  — 1)  (m  — 2) . . . . X 1, 
o sea,  Pm  = 1 x 2 x x x m = m 

La  expresidn  m!  se  llama  una  factorial  e indica  el  proauc-  Pm  = m! 

to  de  los  numeros  enteros  consecutivos  de  1 a m.  Por  tan  to, 


Ejem  plos 


( 1 ) $De  cuantos  modos  pueden  colocorse  en  un  estante  5 
libros? 

En  cada  arreglo  que  se  haga  han  de  entrar  los  5 libros, 
luego  aplicando  la  formula  (2)  tenemos: 


P6  = 5!  = 1 X 2 X 3 X 4 X 5 = 120  modos.  R. 


(2)  $De  cuantos  modos  pueden  sentarse  6 personas  a un  mismo  lado  de  una  mesa? 

PQ  = 6\  = 720  modos.  R. 

(338;  Si  se  establece  la  condicion  de  que  determinado?  elementos  han  de 
ocupar  lugares  fijos,  el  numero  total  de  permutaciones  es  el  que  se 
puede  formar  con  los  demds  elementos. 


Ejemplo 


Con  9 jugadores,  jde  cuantos  modos  se  puede  disponer  una 
novena  si  el  pitcher  y el  catcher  son  siempre  los  mismos? 

Hay  dos  elementos  fijos,  quedan  9 — 2 = 7 para  permutar, 
luego  P7  = 7!  = 5040  modos.  R. 


339)  PERMUTACIONES  CIRCULARES 

Cuando  m elementos  se  disponen  alrededor  de  un  circulo,  el  numero 
de  permutaciones  es  (m  - 1)  si  se  cuenta  siempre  en  el  mismo  sentido  a 
partir  de  un  mismo  elemento. 


Ejemplo 


$De  cuantos  modos  pueden  sentarse  6 personas  en  una  mesa 
redonda,  contando  en  un  solo  sentido,  a partir  de  una  de  ellas? 

P6-i  = P®  = 51  = 1 20  modos. 


(340)  COMBINACIONES  son  los  grupos  que  se  pueden  formar  con  varios 
elementos  tomandolos  uno  a uno,  dos  a dos,  tres  a tres,  etc.,  de  modo 
que  dos  grupos  que  tengan  el  mismo  numero  de  elementos  se  diferencien 
por  lo  menos  en  un  elemento. 

Vamos  a formar  combinaciones  con  las  letras  a , b,  c,  d. 


374  • ALGEBRA 


Las  combinaciones  binarias  se  forinan  escribicndo  a la  derecha  de  cada 
letra,  una  a una,  todas  las  letras  siguientes  y seran: 

abj  ac,  ad, 

be,  bd, 
cd . 


Las  combinaciones  ternarias  se  forman  escribiendo 
a la  derecha  de  cada  binaria,  una  a una,  las  letras  que 
siguen  a la  ultima  de  cada  binaria;  serdn: 


abc,  abd,  acd,  bed. 


En  los  ejemplos  anteriores  se  ve  que  no  hay  dos  grupos  que  tengan 
los  mismos  elementos;  todos  se  diferencian  por  lo  menos  en  un  elcmento. 


CALCULO  DEL  NUMERO  DE  COMBINACIONES 
DE  m ELEMENTOS  TOMADOS  n A n 


Si  en  las  combinaciones  binarias  anteriores  permutamos  los  elementos 
de  cada  combination,  obtendremos  las  coordinaciones  binarias;  si  en  las 
combinaciones  ternarias  anteriores  permutamos  los  elementos  de  cada  com* 
binacion,  obtendremos  las  coordinaciones  ternarias;  pero  al  perm u tar  los 
elementos  de  cada  com  binacion,  el  numero  de  grupos  (coordinaciones)  epic 
se  obtiene  es  igual  al  producto  del  numero  de  combinaciones  por  el  nume- 
ro de  permutaciones  de  los  elementos  de  cada  combination.  Por  tanto, 
designando  por  nCm  las  combinaciones  de  rn  cosas  tomadas  n a n,  por  Pn 
las  permutaciones  que  se  pueden  formar  con  los  n elementos  de  cada  grupo 
y por  " Am  las  coordinaciones  que  se  obtienen  al  permutar  los  n elementos 
de  cada  grupo,  tendremos: 

nCm  x Pn  = aAm  /.  »Cm  = -^-  (3) 

* n 

lo  que  dice  que  el  numero  de  combinaciones  de  m elementos  tornados 
n a n es  igual  al  numero  de  coordinaciones  de  los  m elementos  tornados 
n a n dividido  entre  el  numero  de  permutaciones  de  los  n elementos  de 
cada  grupo. 


Ejemplos 


( 1 ) Entre  7 personas,  gde  cuantos  modos  puede  formarse  un 
comite  de  4 personas? 

ApHcamos  la  formula  (3). 


Aqui  m — 7,  n = 4. 

4A7  7 X 6 X 

.c,  = -= 


,.(7  — 44  1) 
4! 


7 X 6 X 5 x 4 

= 35  modos. 

1 X 2X  3x  4 


R. 


(2) 


En  un  examen  se  ponen  8 temas  para  que  el  alumno  escoja  5. 
lecciones  puede  hacer  el  alumno? 

r°As  8 X 7 X X (8  — 5+1)  8X7X6X5X4 


'"’Cm  = - 


Ix2x3x4x5 


gCuantas  se- 
= 56.  R. 
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»-  EJERCICIO  204 

1.  <;Cudntos  numeros  distintos  de  3 cifras  se  pueden  formar  con  los  nu- 
meros  4,  5,  6,  7,  8 y 9? 

2.  Con  5 jugadores,  <jde  cudntos  modos  se  puede  disponer  un  team  de  basket 
de  5 hombres? 

3.  Con  7 personas,  <JCudntos  comit^s  distintos  de  5 personas  pueden  formarse? 

4.  Entre  la  Guaira  y Liverpool  hay  6 barcos  haciendo  los  viajes.  <;De  cuan- 
tos modos  puede  liacer  el  viajc  de  ida  y vuelta  una  persona  si  el  viaje 
de  vuelta  debe  hacerlo  en  un  barco  distinto  al  de  ida? 

5.  <jDe  cudntos  modos  pueden  sentarse  3 personas  en  5 sillas? 

6.  De  12  libros,  ^cudntas  selecciones  de  5 libros  pueden  hacerse? 

7.  <jDe  cudntos  modos  pueden  disponerse  las  letras  de  la  palabra  Ecuador, 
entrando  todas  en  cada  grupo? 

8.  <{CU4htas  selecciones  de  4 letras  pueden  hacerse  con  las  letras  de  la  pala- 
bra A \ f r e do 

9.  Se  tiene  un  libro  de  Aritm^tica,  uno  de  Algebra,  uno  de  Geometria, 
uno  de  Fisica  y uno  de  Quimica.  <*De  cuantos  modos  pueden  disponerse 
en  un  estante  si  el  de  Geometria  siempre  estd  en  el  medio? 

10.  <jCudntos  numeros  distintos  de  6 ciiras  pueden  formarse  con  los  nu- 
meros 1,  2,  3,  4,  5 y 6? 

11.  <jDe  cudntos  modos  pueden  disponerse  en  una  fila  un  sargento  y 6 sol- 
dados  si  el  sargento  siempre  es  el  primero?,  <:si  el  sargento  no  ocupa  lugar 
fijo? 

12.  ,;De  cudntos  modos  pueden  sentarse  un  padre,  su  esposa  y sus  cuatro 
hijos  en  un  banco?,  <jen  una  mesa  redonda,  contando  siempre  a partir 
del  padre? 

13.  <jCudntas  senales  distintas  pueden  hacerse  con  9 bandcras,  izando  3 de 
cada  vez? 

14.  ^Cudntos  numeros,  mayores  que  2000  y menores  que  3000,  se  pueden 
formar  con  los  numeros  2,  3,  5 y 6? 

15.  <jCudntas  selecciones  de  3 monedas  pueden  hacerse  con  una  pieza  de 
5 centavos,  ur*a  de  10,  una  de  2o.  , una  de  40  y una  de  a peso? 

16.  <jDe  cudntos  modos  puede  disponerse  una  tripulacidn  de  5 hombres  si 
el  timonel  y el  stroke  son  siempre  los  mismos? 

17.  Hay  7 hombres  para  formar  una  tripulacidn  de  5,  pero  el  timonel  y 
el  stroke  son  siempre  los  mismos.  <jDe  cudntos  modos  se  puede  disponer 
la  tripulacidn? 

18.  <:De  cudntos  modos  pueden  disponerse  11  muchachos  para  formar  una 
rueda? 

19.  De  £ntre  8 candidatos,  ^cudntas  ternas  se  pueden  escoger? 

20.  ^Cudntos  numeros  de  5 cifras  que  empiecen  por  1 y acaben  por  8 se 
pueden  formar  con  los  numeros  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8? 

21.  Con  5 consonantes  y ties  -vocales,  <{cudntas  palabras  distintas  de  8 letras 
pueden  formarse?,  <?cudntas,  si  las  vocales  son  fijas? 

22.  ,;De  cudntos  modos  se  puede  disponer  un  team  de  basket  de  5 hombres 
con  5 jugadores  si  el  centre  es  fijo? 
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CAPITULO  XXVIII 

POTENCIACION 


(342^1  POTENCIA  de  una  expresion  algebraica  es  la  misma  expresion  o el 
resultado  de  tomarla  coino  factor  dos  o mas  veces. 

La  primera  potencia  de  una  expresion  es  la  misma  expresion. 

Asi  (2a)1  = 2 a. 

La  segunda  potencia  o cuadrado  de  una  expresion  es  el  resultado  de 
tomarla  como  factor  dos  veces.  Asi\  (2a)2  = 2a  x 2a  = 4a2. 

El  cubo  de  una  expresion  es  el  resultado  de  tomarla  como  factor  tres 
veces.  Asi,  (2a)8  = 2a  x 2a  x 2 a = 8a:t. 

En  general,  (2a)'1  = 2a  X 2a  x 2a n veces. 

343)SIGNO  DE  LAS  POTENCIAS 

Cualquier  potencia  de  una  cantidad  positiva  evidentemente  es  positi- 
va,  porque  equtvale  a un  producto  en  que  todos  los  factores  son  positivos. 
En  cuanto  a las  potencias  de  una  cantidad  negativa,  ya  se  vio  (85)  que: 

1)  Toda  i>otencia  par  de  una  cantidad  negativa  es  positiva. 

2)  Toda  potencia  impar  de  una  cantidad  negativa  es  negativa. 


Asi,  (-  2a)2  = (-  2a)  X (-  2a)  = 4a2 

(-  2a)3  = (-  2a)  X (-  2a)  X (-  2a)  = - 8a3 

(-  2a)4  = (-  2a)  X (-  2a)  X (-  2a)  x (-  2a)  = 16a4,  etc. 
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(344)  POTENCIA  DE  UN  MONOMIO 

Para  elevar  un  monomio  a una  potencia  se  eleva  su  coeficiente  a esa 
potencia  y se  multiplica  el  exponente  de  cada  letra  por  el  exponente  que 
indica  la  potencia. 

Si  el  monomio  es  negativo,  el  signo  de  la  potencia  es  + cuando  el 
exponente  es  par,  y es  — cuando  el  exponente  es  impar. 

(1)  Desarrollar  (3ab2J:i 


Ejemplos 


( 3 ab2)  > = 3 3.0i*s.b2*»  = 27osb8.  R. 

En  efecto: 

( 3ab2)3  = 3 ab2  X 3 ab2  X 3 ab2  = 27o3be. 

(2)  Desarrollar  (—  3a2b3)L. 

[ — 3a2b8J  2 = 32.  a2*2 . b3*2  = 9o4b°.  R. 

En  efecto: 

< - 3 a2b3  J*  = ( - 3 a2b3 ) X ( - 3a2b8  ) = 9a4bc.  R. 

(3)  Desarrollar  ( — 5x3y4]3 

^-5x3y4):t=-125xV2.  R- 


(4)  Desa-rollar 


(--)■ 
' 3y2' 


Cuando  el  monomio  es  una  fracdon,  para  elevarlo  a una  potencia  cualquiera, 
se  elevo  su  numerador  y su  denominador  a esa  potencia . Asi,  en  este  caso, 


tenemos: 


2x  \ \ zx  r i ox’ 

~ V ' ~~  I3v2)4_il7« 


( 2x  )4 
|3y2)4 


16x4 


81  y8 


R. 


(5)  Desarrollar  ^ a3b4j 
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Desarrollar: 

1.  (4a2)2. 

2.  (—5a)8. 

3.  (3xy)3. 

4.  (— 6a2b)2. 

6.  (— 2x2y3)3. 

6.  (4a2b3c*)8. 

7.  (— 6x4y5)2. 

8.  (~7ab*c*)*. 


(--a3b4)  =-  — a15b20.  R. 

V 3 / 243 


/ 2m  \3 
\ "n2”  j # 

^ ab2 \ 3 
\5_)' 

/ 3x2  \2 

\ 4y  / 

/ 2ab2 v * 

V 3m8  / 


9. 

(ambn)x. 

17. 

10. 

(— 2x3y5z°)4. 

11. 

(— 3m3n)3. 

12. 

(a2b3c)m. 

18. 

13. 

(— m2nx3)4. 

14. 

(— 3n2b)5. 

19. 

15. 

(7x5y6z8)2. 

16. 

(_  2y  ) ' 

20. 

21. 

22. 

23. 

24. 


1 2m3n  \ 5 
V 3x4  / ’ 


(->)' 
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345  CUADRADO  DE  UN  BINOMIO 

Sabemos  (87  y 88)  que:  <a  ***  b)-  = a-  4 2a  b 4 bJ 

(a  — b)-  = a2  — 2al>  4-  b' 

Au nq ue  en  los  productos  notables  ya  hemos  trabajado  con  estas  for- 
mas, trabajaremos  algunos  casos  mds,  dada  su  importancia. 


Ejemplos 


( 1 ) Desarrollar  ( 3o®  — 5a2b4  )2. 

( 3a«  - 5a-b4  )"  = ( 3o®  )2  - 2 ( 3o® ) | 5o2b4 ) + ( 5o2b4  )2 
= 9012  - 30o®b4  + 25o4b8.  R. 


(2)  Desarrollar  ( — x2  + — y*  ) . 


(lx2  + iys  ) = (ix2)  +-2  (lx2)  (^y»)  + (ly») 


4 9 

= -x4  + xV  + — y6.  R. 
9 16 


(3) 


Desarrollar  (lOo8  — — o2b7  )! 

( 10a3--^o2b7)*=(10a8)2-2(10a3)  (jo2b7)  + (ya3b7) 


(4) 


= 100o"-16oBb7+^a4b'4.  R. 


/ x3  5y2y 

Desarrollar 


10  6xB ■ 


^4)  = u)-JQ(5)+(5) 


w3  v 2 


5y2 


5y- 


,2  v 2 


._L  ..  y2  2v 

100  X 6x2  36x'° 


R. 
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Desarrollar: 

h (a8+7b4)2- 


9.  Y*. 

V 4 5 / 


14. 


/2x_3y\2 

V 3 5 / ‘ 


2. 

(3x4— 5xy3)2. 

10. 

/5  3 „\3 

15. 

/a8 

4fl2  \ 2 

3. 

(a2bs— a8)2. 

(rs+zxr ) • 

(t+ 

■«)• 

4. 

(7x»-8x3)»4)2. 

11. 

/ias_iasfcTy. 

16. 

(f- 

2f)1 

5. 

(9flb2+5a2b3)2. 

\9  7 / 

\2x 

3 / 

6. 

(3x2y3— 7xsy2)2. 

12. 

17- 

(54 

-2£V. 

7. 

(xy—a3b2)3. 

\5  4 / 

\6y4 

10x2/ 

8. 

(\  \2 
(p+p)  ■ 

13. 

(14)- 

18. 

(la® 

\8 

4o2\  2 

~9b8/  ' 
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346JCUBO  DE  UN  BINOMIO 

Sabemos  (90)  que: 

(a  + b)8  = a3  + 3a2b  + 3ab2  + b3. 
(a  - b)s  = a3  - 3a2b  + 3ab2  - b3. 


Ejemplos 


( 1 ) Desarrollar  ( 4o3  + 5a2b2  )3. 

( 4o3  + 5c rb2  )3  = ( 4a3  )3  + 3 ( 4a3  )2(  5a2b2 ) + 3 ( 4a3)  (5a2b2  )2  + ( 5 a-b-  )3 
= 64ae  + 240a sb2  + 300a7b4  + 1 25a  «b8.  R. 

/ / 3 5 3 

(2'  Desarrollar  ( — x y‘ ) . 


27  0 

9 

5 

125 

= x3  — 

— xV*  H — xy4 

y°.  R. 

125 

10 

4 

216 

2x3  10y4  3 

(3)  Desarrollar  ( \ . 

V5y  3 / 


2x3 

1 Oy4  \ 3 

17 

~T> 

5y 


5y 


■ 5y 


8x#  8 „ 40  1000  „ 

xV  + -*V y12.  R. 

125y8  5 3 27 
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Desarrollar: 

1.  (2fl+3b)8. 

2.  (4a-3b2)8. 

3.  (5x2+6y3)3. 

4.  (4x3— 3xv2)3. 

5.  (7a4— 5a2b3)3. 
6-  (as+9a5x4)3. 
7.  (8x4— 7x2y4)3. 


9. 

/ l 2 \ 3 

(r  V)  ■ 

14. 

/ 2a2  5 \ 3 

\ 5 2&s  / ’ 

10. 

('ia2_ifc2y. 

V 4 5 / 

15. 

11. 

\ 6 10  / 

16. 

/3a  4b2  \ 3 

V2b+~  / ’ 

12. 

/ 7 4 \ 3 

(r’~y)  ■ 

17. 

(h-y)' 

On2  ■ 


x 


3 


1 


3 
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CUADRADO  DE  UN  POLINOMIO 

347)  DEDUCCION  DE  LA  REGLA  PARA  ELEVAR 
UN  POLINOMIO  AL  CUADRADO 

1)  Vamos  a elevar  al  cuadrado  el  trinomio  a + b + c.  Escribiendolo 
(a+b)  + c podemos  considerarlo  como  un  binoinio  cuyo  primer  termino 
es  (tf4-  6),  y el  segundo,  c.  Tendremos: 

(a  + b 4*  c)2  = [(a  4*6)4-  c]*=(a4-  6)24-2(fl4-  6)c4-  c2 

= a2  4-  2ab  4*  62  4*  2 ac  4-  2bc  4-  c2 
(ordenando)  = a2  4-  62  4c24  2ab  4-  2 ac 4*  2bc.  (1) 

2)  Sea  el  trinomio  (a  — 6 4-c).  Tendremos: 

(a-64-c)2=  [(a-6)4-c]*=(«-6)2  + 2(a  -6)c4-c2 

= a2  — 2ab  4-  62  4-  2nc  — 26c  4-  c2 
(ordenando)  = a 2 4-  62  4-  c2  — 2ab  4-  2ac  — 2bc.  (2) 

3)  Sea  el  polinomio  a 4- 6 4-c  — d.  Tendremos: 

(a  + b + c - d y = [(a  + b)+  (c- d))*=(a  + by  + 2(d  + b)(c  -d)  + (c-  d)2 
= ft2  4-  2ab  4-  62  4-  2flc  4-  26c  — 2ad  — 2bd  4-  c2  — 2cd  4-  d2 
(ordenando)  = a2  4-  62  4-  c2  4-  d2  4-  2ab  4-  2ac  - 2fld  4-  26c  - 2bd  - 2cd.  (3) 

Los  resultados  (1),  (2)  y (3)  nos  permiten  establecer  la  siguiente: 

REGLA 

El  cuadrado  de  un  polinomio  es  igual  a la  suma  de  los  cuadrados  de 
cada  uno  de  sus  terminos  mas  el  duplo  de  las  combinaciones  binarias  que 
con  ellos  pueden  formarse. 

Esta  regia  se  cumple,  cualquiera  que  sea  el  numero  de  terminos  del 
polinomio. 

Las  combinaciones  binarias  se  entienden  productos  tornados  con  el  sig- 
no  que  resulte  de  multiplicar. 

Observese  que  los  cuadrados  de  todos  los  terminos  son  positivos. 

( 1 ) Elevar  al  cuadrado  x2  — 3x  4-  4. 

Aplicando  la  regia  anterior,  tenemos: 

( x2  - 3x  4-  4 )2  = ( x2  )2  4-  ( - 3x  )2  4-  42  4-  2 ( x2)  ( - 3x  ) 4-  2 ( x2 ) ( 4 ) 4-  2 ( - 3 x ) ( 4 ) 
= x4  4-  9x2  4-  16  — 6x3  4-  8x2  — 24x. 

= x4  - 6x3  4-  17x2  - 24x  4*  16.  R. 

Observese  que  las  combinaciones  binarias  se  forman:  1°  y 2°,  lp  y 39,  T y 3\ 
cada  termino  con  los  siguientes,  nunca  con  los  anteriores  y que  al  former  las 
combinaciones  cada  termino  se  escribe  con  su  propio  sign o. 


E jem  plos 
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( 2)  Desorrollar  ( 3x*  — 5 x2  — 7 )2. 

( 3x3  — 5x2  — 7 )2  = ( 3x3  )2  + ( — 5x2  )2  + { — 7 )2  + 2 ( 3x3  ) ( — 5x2 ) 
+ 2 1 3x3 ) (-  7 ) + 2 ( - 5x2  )(  - 7 ) 

= 9x®  + 25x4  + 49  - 30x5  - 42x3  + 70x2 
= 9x6  - 30x8  + 25x4  - 42x3  + 70x2  + 49.  R 


( 3)  Elevar  al  cuadrado  a3  — 3o2  + 4o  — 1. 

|o3-3a2  + 4a  — l)2  = (o3)2  + ( — 3o2)2  + |4o)2  + (-l  )2  + 2 ( o3 ) ( - 3a2) 
+ 2 (o3  ) ( 4o ) + 2 1 a3 ) ( - 1 ) + 2 ( - 3a2 ) ( 4o  ) + 2 ( -3o2  ) ( - 1 ) + 2 ( 4a ) ( ■ - 1 ) 
= a®  + 9a4  + 1 6a2  + 1 — 6a5  + 8a4  — 2cr3  — 24a3  + 6a2  — 8a 
= as  - 6a5  + 17a4- 26a3  + 22a2- 8a + 1.  R. 
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Elevar  al  cuadrado: 

1.  x2— 2x+l. 

2.  2x2+x+l. 

3.  x2— 5x+2. 

4.  x3— 5x2+6. 

5.  4a4-3a2+5. 

6.  x+2y— z. 

7.  3— x3— x°. 

8.  5x4— 7x2+3x. 


9.  2a3+2ab-‘6b3. 
10.  m3—2m3n+2ni. 


11.  7-^+T 

12.  i-6jr+|. 

13.  j*2-*+p 


14. 

x 3 a 

3 o 1 .4 

15.  — ci — —a+—. 

4 2 5 


J7.  Xs— X-+X+1. 

18.  x3 — 3x2 — 2x-l“2. 

19.  x44-3x2— 4x+5. 

20.  x4— 4x3+2x— 3. 

21.  3— 6a-t-a2— a3. 

22.  — x3  — x2+— x + 2. 

2 3 

1 „ 2 „ . 8 1 

23.  — a3 a2H — a . 

2 3 4 2 

24.  xr'— x4-fx3— x24-x— 2 
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(348)  DEDUCCION  DE  LA  REGLA  PARA  ELEVAR 
UN  POLINOMIO  AL  CUBO 

1)  Sea  el  trinomio  a + H c.  Tendremos: 

(a  4-  b + c):i=  [(a  4-  b ) + c]  •=  ( a + b )3  4-  3 (a  4-  b)'2c  + 3(a  4-  b)c2  4-  c3 
= (a  4-  b)3  4-  3(a2  4-  2 ab  4-  b2)c  4-  3 (a  4-  b)c2  4-  c3 
= a3  4*  3 arb  4-  Sab2  + b3  4-  3a2c  4-  6abc  4-  3 b2c  4-  3ac2  4-  3 be2  4-  c3 
(or  denando)  = a3  4-  b3  4-  c3  4-  3 a2b  4-  3 a2c  4*  3 b2a  4-  3 b2c  4-  3c2a  4*  Sc2b  4-  6abc.  (1) 


2)  Elevando  a + b + c + d al  cubo  por  el  procedimiento  anterior,  se 
obtiene: 

(a  4-  b 4-  c4-  d ) = a3  4-  b3  4-  c3  -f  d3  4-  3<z2fc  4*  3a2c  + 3a2d  4-  3t2a  4-  Sb2c  + Sb2d 
4-  3 c2a  4-  3 c2b  4*  3c2d  4-  3 d2a  4-  3 d2b  + 3d2c  4-  6abc  4-  6abd 
4-  6acd  4-  6bcd . (2) 
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Los  resultados  (1)  y (2)  nos  permiten  establec.er  la  siguiente: 

REGLA 

El  cubo  de  un  polinomio  es  igual  a la  suma  de  los  cubos  de  cada  uno 
de  sus  terminos  mas  el  triplo  del  cuadrado  de  cada  uno  por  cada  uno  de 
los  demas  mas  el  sextuplo  de  las  combinaciones  ternarias  (productos)  que 
pueden  formarse  con  sus  terminos. 

1)  Elevar  al  cubo  x2  — 2x  4- 1. 

Aplicando  la  regia  anterior,  tenemos: 

(x2  - 2x  4 l)3  = (x2)3  4 (-  2x)8  + l3 

4*  3(x2)2(—  2x)  + 3(x2)2(l) 

4 3(—  2x)2(x2)  4*  3(—  2x)2(l) 

4 3(l)2(x2)  4 3(1)2(  - 2x)  4 6(x2)(  - 2x)  (1) 

(ordenando  = xG  — 8x3  4 1 — 6xr>  4 3x4  4 12x4  4 12x2  4 3x2  — 6x  — 12x3 
y reduciendo)  = xG  — 6x:'  4 15x4  — 20x3  4 15x2  — 6x  4 1.  R. 

Tengase  bien  presente  que  todas  las  cantidades  negativas  al  cuadrado 
dan  signo  m£s. 

En  los  trinomios  solo  hay  una  combinacion  ternaria:  lo.f  2o.  y 3o. 

2 ) Elevar  al  cubo  x3  — x2  4 2x  — 3. 

(x3  - x2  4 2x  - 3)3  = (x3)3  4 (-  x2)3  4 (2x)3  4 (-  3)3 

4 3(x3)2(—  x2)  4 3(x3)2(2x)  4 3(x3)2(-  3) 

4 3(—  x2)2(x3)  4 3(—  x2)2(2x)  4 3(-  x2)2(-  3) 

4 3(2x)2(x3)  4 3(2x)2(—  x2)  4 3(2x)2(-  3) 

4 3(—  3)2(x8)  4 3(—  3)2(—  x2)  4 3(-  3)2(2x) 

4 <>(x3)(-  x2)(2x)  4 6(x3)(—  x2)  (-  3)  4 6(x3)  (2x)(-  3)  4 6(-  x2)(2x)(-  3) 
= xu  - xG  4 8x3  - 27  - 3x8  4 6x7  - 9x6  4 3x7  4 6x5  - 9x4  4 12xr> 

- 12x4  - 36x2  4 27x3  - 27x2  4 54x  - 12x6  4 18x5  - 36x4  4 36x3 
= x”  - 3x8  4 9x7  - 22x6  4 36x5  - 57x4  4 71x3  - 63x2  4 54x  - 27.  R. 
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Elevar  al  cubo: 

1.  x24x41.  4 2— 3x4x2. 

2.  2x2— x— 1.  5.  x3— 2x2— 4. 

3.  1— 3x42x2.  6.  x4— x2— 2. 

BINOMIO  DE  NEWTON 


7. 

8. 

9. 


a3H . 

2 3 

Jx2-Jx42. 
a3— a2+a— 1. 


10.  x3— 2x24x— 3. 

11.  x3— 4x242x— 3. 

12.  1— x~42x4— x6. 


(349)  ELEVAR  UN  BINOMIO  A UNA  POTENCIA 
ENTERA  Y POSITIVA 

Sea  el  binomio  a 4 b.  La  mul tipi icacion  da  que 
(a  4 b )2  = a 2 4 2 ah  4 />-  ( a 4 b)3  = a3  4 3 a2b  4 3 ab2  4 b 3 


(a  4 b)4  = a4  4 4 a3h  4 (\a2b2  4 4 ab3  4 b 4. 
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En  estos  desarrollos  se  cumplen  las  siguientes  leyes: 

1)  Cada  desarrollo  dene  un  termino  mas  que  el  exponente  del  bi- 
nomio. 

2)  El  exponente  de  a en  el  primer  termino  del  desarrollo  es  igual  al 
exponente  del  binomio,  y en  cada  termino  posterior  al  primero,  dismi- 
nuye  1. 

3)  El  exponente  de  b en  el  segundo  termino  del  desarrollo  es  1,  y en 
cada  termino  posterior  a este,  aumenta  1. 

4)  El  coeficiente  del  primer  termino  del  desarrollo  es  1 y el  coeficien- 
te  del  segundo  termino  es  igual  al  exponente  de  a en  el  primer  termino 
del  desarrollo. 

5)  El  coeficiente  de  cualquier  termino  se  obtiene  multiplicand©  el 
coeficiente  del  termino  anterior  por  el  exponente  de  a en  dicho  termino 
anterior  y dividiendo  este  producto  por  el  exponente  de  b en  ese  mismo 
termino  aumentado  en  1. 

6)  El  ultimo  termino  del  desarrollo  es  b elevada  al  exponente  del 
binomio. 

Los  resultados  anteriores  constituyen  la  Ley  del  Binomio,  que  se  cam- 
ple para  cualquier  exponente  entero  y positive  como  probaremos  en  segui- 
da.  Esta  Ley  general  se  representa  por  medio  de  la  siguiente  formula: 

nfn  — 1)  n(n  — l)(n-2> 

(a  b)n  =an+  na"  lb  an“Jb  an"3b3 

1.2  1.2.3 

nin— l)(n— 2)(n—3) 

+ TiXi  a‘"b‘ ' + b'-  a> 

Esta  formula  descubierta  por  Newton  nos  permite  clevar  un  binomio 
a una  potencia  cualquiera,  directamente,  sin  tener  que  ha  liar  las  potencias 
anteriores. 


®PRUEBA  POR  INDUCCION  MATEMATICA 
DE  LA  LEY  DEL  BINOMIO 


Vamos  a probar  que  la  Ley  del  Binomio  se  cumpie  para  cualquier  ex- 
ponente entero  y positivo. 

Admitamos  que  la  Ley  se  cumpie  para  (a  *f  b)n  y obtendremos  el  re- 
sultado  (1). 

Multiplicando  amjjos  miembros  de  la  formula  (1)  por  a + b (se  mul- 
tiplica primero  por  a , despues  por  b y se  suman  los  productos)  y combi- 
nando  los  t^rminos  semejantes,  se  tendrd: 

n(n  + l) 

(fl  t b m+l  = an  + l + ( n + l )atifr  H an  lb 2 

1 . 2 

n(n  + l)(n  — 1)  n(n  *bl)(n  — l)(n  — 2) 

4- a*  7;‘  ...  bn4K  (2) 

1.2.3  1.2. 3. 4 
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Este  desarrollo  (2)  es  similar  al  desarrollo  (1),  teniendo  n- hi  donde  el 
anterior  tiene  n. 

Vemos,  pues,  que  la  Ley  del  Binomio  se  cumple  para  (a-hfe)0*1  igual 
que  se  cumple  para  ( a + b)n : 

Por  tanto,  si  la  Ley  sc  cumple  para  un  exponente  entero  y |x>sitivo 
cualquiera  n tambien  se  cumple  para  n + 1.  Ahora  bien,  en  el  numero  349 
probamos,  por  medio  de  la  multiplicacidn,  que  la  Ley  $e  cumple  para 
(fl  + 6)4,  luego,  se  cumple  para  (a  + b)8;  si  se  cumple  para  (a  + b)8,  se  cum- 
ple para  (a  + b)fl;  si  se  cumple  para  ( a + b )•  se  cumple  para  (a  + b)7  y asf 
sucesivamente;  luego,  la  Ley  se  cumple  para  cualquier  exponente  entero 
y positivo. 


35., 


351  DESARROLLO  DE  (a  — b) 0 

Cuando  el  segundo  termino  del  binomio 


(a  - fc)“  = [a  + (-  6)]" 


es  negativo,  los  signos  del  desarrollo  son  alter- 

nativamente  + y En  efecto:  /* 

y al  desarrollar  4-  ( — ^)]n  los  t^rminos  2o.,  4o.,  60.,  etc.,  de  acuerdo  con 
la  formula  (1)  contendrdn  el  segundo  termino  (—  b)  elevado  a un  exponente 
impar  y como  toda  potencia  impar  de  una  cantidad  negativa  es  negativa, 
dichos  t£rminos  serdn  negativos  y los  t£rminos  3o.,  5o.,  7o.,  etc.,  contendrdn 
a (—  b)  elevada  a un  exponente  par  y como  toda  potencia  par  de  una  can- 
tidad negativa  es  positiva,  dichos  t^rminos  serin  positivos.  Por  tanto,  po- 

demos  escribir:  , 

nn- 1) 

a — b P =■  a”  — nau  lb  4-  — - a°~2b2 

1.2 


n(n— l)(n  — 2) 


1.2.3 


an~3b*  4 + (-  b i 


El  ultimo  termino  serd  positivo  si  n es  par,  y negativo  si  n es  impar. 
En  el  desarrollo  de  una  potencia  cualquiera  de  un  binomio  los  deno- 
minadores  de  los  coeficientes  pueden  escribirse,  si  se  desea,  como  factor ia- 
les.  As f,  1.2  puede  escribirse  2!;  1.2.3  = 31,  etc. 

( 1 ) Desarrollar  ( x + y )4. 

Aplicando  la  ley  del  binomio,  tenemos: 

( x + y )4  = x4  + 4xsy  + 6x2y2  + 4xy3  + y4.  R. 

El  coeficiente  del  primer  termino  es  1;  el  del  segundo  termino  es  4,  igual  que 
el  exponente  de  x en  el  primer  termino  del  desarrollo. 

El  coeficiente  del  fercer  termino  6 se  halla  multiplicand©  el  coeficiente  del  ter- 
mino anterior  4 por  el  exponente  que  tiene  x en  ese  termino  3,  o sea  4X3=12 
y dividiendo  este  producto  por  el  exponente  de  y en  dicho  29  termino  aumen- 
tado  en  1,  o sea  por  2 y se  tiene  12-?- 2 = 6. 

El  coeficiente  del  49  termino  se  halla  multiplicand©  el  coeficiente  del  termino 
anterior  6 por  el  exponente  de  x en  ese  termino:  6X2=12  y dividiendo  este 
producto  por  el  exponente  de  y en  ese  termino  aumentado  en  1,  o sea  por  3 
y se  tiene  12-?-  3 = 4,  y asi  sucesivamente. 


Ejemplos 
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( 2 ) Desarrollar  ( a — 2x ) ? 

Como  el  2 9 termino  es  negativo  los  signos  alternon: 

(a-2x)  =or*  5o4|2x)-U0o3|2x)2- 10a2(2x)M  5o(2x)4  |2x  )s 

( efectuando ) = a5  10a4x  40a3x2  80o2x3  80ax4  32xr\  R. 


Los  co eficientes  se  obtienen  del  mismo  modo  que  se  explico  en  el  ejemplo 
anterior. 


OBSERVACION 

En  la  practice,  basta  hollar  la  mitad  o la  mitad  mas  1 de  los  coeficientes,  se- 
gun  que  el  exponente  del  binomio  sea  impar  o par,  pues  los  coeficientes  se 
repiteri;  en  cuanto  se  repite  uno  se  repiten  los  demas. 


( 3)  Desarrollar  ( 2x2  + 3y4) 

( 2x2  +3 y)  = (2x2)5  + 5(2x2)4(3y4)  + 10(2x2)3(3y4)2  ’ 10(2x2)2(3y4)3  + 5(2x2)(3y4)4  (3y4)5 

= 32x10  + 240x8y4  720xV  + 1080x4y12  ♦ 810x2y16  + 243y20-  R. 


/ b3\  ,l 

( 4)  Desarrollar  ^ a5 j . 


b3 

c 

/ 

b3  >. 

2 „ , / b3  \ 

a" 

) = ( o® )®  6 

( a3 

)r>(— ) + 

1 5 1 o5  )4  ( 

— ) 

■ 20  or>  »(  — ) 

2 

V 2 / 

V 

\ 2 ' 

_ / 

b3 

\ 4 

/b3>“ 

, b3 

n 

V 

+ 1 5 ( o5 12  ( 

) -6(a“) 

( — )+'( 

[ — 

) 

V 

T 

V 2 / 

/ 

~ 0s«  _ 

3a25b3  H a20b8 

4 

- 5-o,sb®  + 
2 

— a^b12 
16 

3 

16" 

aRbIB  + 1 R, 
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Desarrollar: 

1.  (x— 2)4. 

10. 

2.  (a+3)4. 

3.  (2— x)n. 

11. 

4.  (2x+5y)4. 

5.  (a- 3)°. 

12. 

6.  (2 a -5)*. 

13. 

7.  (x-+2),3)s. 

8.  (x3+l)«. 

14. 

9-  (2a— 3b)8. 

18. 

(x4— 5y8)6- 

16. 

(x2+2y2)7. 

(2x-2)° 

17. 

(x3-l)8. 

V 2/- 

18. 

V 2/ 

l*  3 / 

19. 

(2m3— n4)7. 

(2ms— 3n4)*. 

20. 

(x2— 3)7. 

\2  3 7 / 

/ b2\° 

21. 

/I  5a  \* 

( 3 a ) • 

( — ) . 

V 3 / 

\5  2 / 

*Ulf  O M A MAI 


OON 
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352)TR  I ANGULO  DE  PASCAL 

Los  coeficientes  de  los  terminos  del  dcsarrollo  de  cualquier  potencia 
de  un  binomio  los  da  en  seguida  el  siguiente  triangulo  llamado  Triangulo 
de  Pascal: 

1 

1 1 


1 

2 

1 

1 

3 

3 

1 

1 

4 

6 

4 

1 

1 

5 

10 

10 

5 

1 

1 

6 

15 

20 

15 

6 

1 

1 7 

21 

35 

35 

21 

7 1 

8 

28 

56 

70 

56 

28 

8 

9 36 

84 

126 

126 

84 

36  9 

El  modo  de  formar  este  triangulo  es  el  siguiente: 

En  la  primera  fila  horizontal  se  pone  1. 

En  la  segunda  fila  se  pone  1 y 1. 

Desde  la  tercera  en  adelante  se  empieza  por  1 y cada  numero  poste- 
rior al  1 se  obtiene  sumando  en  la  fila  anterior  el  ler.  numero  con  el  2o., 
el  2o.  con  el  3o.,  el  3o.  con  el  4o.,  el  4o.  con  el  5o.,  etc.,  y se  termina  por  1. 

Los  coeficientes  del  desarrollo  de  cualquier  potencia  de  un  binomio 
son  los  numeros  que  se  hallan  en  la  fila  horizontal  en  que  despu^s  del  1 
estd  el  exponente  del  binomio. 

Asi,  los  coeficientes  del  desarrollo  de  (x+y)4  son  los  numeros  que  es- 
tdn  en  la  fila  horizontal  en  qtie  despu^s  del  1 estd  el  4,  o sea,  1,  4,  6,  4,  1. 

Los  coeficientes  del  desarrollo  de  (m  4-  n)5  son  los  numeros  de  la  fila 
horizontal  en  que  despu£s  del  1 estd  el  5,  o sea,  1,  5,  10,  10,  5.  1. 

Los  coeficientes  del  desarrollo  de  (2x  — 3y)7  son  los  numeros  de  la  fila 
horizontal  en  que  despu^s  del  1 estd  el  7,  o sea,  1,  7,  21,  35,  35,  21,  7,  1. 

En  la  prdctica,  basta  formar  el  tridngulo  hasta  la  fila  horizontal  en 
que  despu^s  del  1 viene  el  exponente  del  binomio.  Los  numeros  de  esta 
uUima  fila  son  los  coeficientes  que  se  necesitan. 

Este  tridngulo  es  atribuido  por  algunos  al  matemdtico  Tartaglia. 

Desarrollor  ( x2  — )fl  por  el  triangulo  de  Pascal. 

Se  forma  el  triangulo  hasta  la  fila  horizontal  en  que  despues 
del  1 viene  el  6 o sea: 


1 

1 1 

1 2 1 

13  3 1 

14  6 4 1 

5 10  10  5 1 

6 15  20  15  6 1 


Ejemplo 
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Entonces,  tomando  los  coeficientes  de  esta  ultima  fila,  tenemos: 

( x2  — 3y5  )8  = { x2 )®  —6  ( x2 ) ® { 3y° ) + 15  ( x2  )4  ( 3y5  )2  —20  ( x2  )3(  3ys  )3 
. +15  ( x2  )2  ( 3yr’ ) 4 —6  (x2)(3y5)5  + (3y5)8 
= x12  - 1 8 x10y5  + ' 35  x8y 10  - 540  x9y 15  + 1 21 5 x4y20  - 1 458  x2y2»  + 729 y™.  R 
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Desarrollar,  hallando  los  coeficientes  por  el  triangulo  de  Pascal: 


1.  ( a+2b)» . 

2.  (2m2— 3n3)5. 

3-  (x2+y3)8. 

4-  (3 -?y. 

5.  (2x3— 3y4)8. 


7-  (H)  - 

8.  (1-x4)*. 
_2__  3_y 
V3x  2-J 


9.  ( 


11.  (x3+mn)s. 

/ 62\  9 

12.  (»—)  . 

/ l \ 10 
* (‘-)  ' 
14.  (2m2-5n5)8. 


/I  , „\5 

10. 

✓ 2 

m2  v 7 

/ v3  v 

( — X2  + >I3  ) . 

— . 

15.  (4-—) 

\ 2 / 

\ m 

2 / 

V 4 / 

(353)TERMINO  GENERAL 

La  formula  del  termino  general  que  vamos  a establecer  nos  pennite 
hallar  directamente  un  termino  cualquiera  del  desarrollo  de  un  hinomio, 
sin  hallar  los  terminos  anteriores. 

Considerando  los  terminos  del  desarrollo 

n(n  — 1)  n(n  — 1)  (n  — 2) 

(a  -r  b)n  = an  -h  nan_16  H an~2b 2 H an_3fc3  + . . . 

v 7 1.2  1.2.3 

observamos  que  se  cumplen  las  leyes  siguientes: 

1)  El  numerador  del  coeficiente  de  un  termino  cualquiera  es  un  pro* 
ducto  que  empieza  por  cl  exponente  del  hinomio;  cada  factor  posterioi  a 
este  es  1 menus  que  el  anterior  y hay  tantos  fact  ores  como  terminos  prc- 
ccden  al  termino  de  que  se  trate. 

2)  El  denominador  del  coeficiente  de  un  termino  cualquiera  es  una 
factorial  de  igual  numero  de  factores  que  el  numeradoi. 

3)  El  exponente  de  a en  un  termino  cualquiera  es  el  exponente  del 
hinomio  disminuido  en  el  numero  de  terminos  que  preceden  a (lit ho 
termino. 

4)  El  exponente  de  b en  un  termino  cualquiera  es  igual  al  numero 
de  terminos  que  lo  preceden. 

De  acuerdo  con  las  leyes  anteriores,  vamos  a hallar  el  termino  que 
ocupa  el  lugar  r en  el  desarrollo  de  (a  + /;)n. 

Al  termino  r lo  preceden  r — 1 terminos.  Tendremos: 

1)  El  numerador  del  coeficiente  del  termino  r es  n(n  — l)(n  — 2)  ... 
hasta  que  haya  r — 1 factores. 
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2)  El  denominador  es  una  factorial  1.2.3...  que  tiene  r— 1 fac tores. 

3)  El  cxponente  de  a es  el  exponente  del  binomio  n menos  r—  1,  o 
sea,  n — (r  — 1). 


4)  El  exponente  de  b es  r — 1. 

Por  tanto,  tendremos: 

n(n  — l)(n  — 2)*..  hasta  r — 1 factores 

1 X2  x 3 X. . . X (r  — 1 ) 

(jue  es  la  formula  del  termino  general. 


-(r-l)^r-l 


Ejemplos 


(1)  Hollar  el  5°  termino  del  desarrollo  de  (3a-f  b)7. 

Aquf  r = 5.  Al  59  termino  lo  preceden  4 terminos;  r — 1 
= 4.  Tendremos: 

7 X 6 X 5 X 4 7X5 

f,  =■ ( 3o  )7~4b4  = ( 3a  )8b4 

1 X?  X3  X4  1 


= 35  ( 27a3  )b4  = 945a8b4.  R. 


(2)  Hollar  el  69  termino  del  desarrollo  de  ( x2  — 2y)10. 
Al  6V  termino  le  preceden  5 terminos.  Tendremos: 


t*  = 


10  X 9 X 8 X 7 X 6 
1 X2  X3  x 4 X5 


(x2)10-* 


( — 2y )» 


= 252  ( x2 )*  ( - 32y*  ) = - 8064X1 V R. 


Cuando  el  segundo  termino  del  binomio  es  negative,  como  en  este  caso  — 2y, 
el  signo  del  termino  que  se  busca  sera  + si  en  el  planteo  este  segundo  termino 
tiene  exponente  par  y sera  — si  tiene  exponente  impar,  como  sucede  en  el 
caso  anterior. 
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Hallar  el 

1.  3er*  termino  de  (x— y)R. 

2.  4?  termino  de  (a— 4b)7. 

3.  5^  termino  de  (1-fx)11. 

4.  49  termino  de  (3x— 2y)6. 
6.  59  termino  de  (a2—26)°. 

6.  6“  termino  de.(2fl—-^)H. 


7.  79  termino  de  (x2— 2y)10. 

8.  8?  termino  de  (x—  y2)11.* 

9.  10^  termino  de  (a2*fb)15. 

10.  9^  termino  de  (1— x2)12. 

11.  El  penultimo  termino  de  (2 a—b2)6. 

12.  El  termino  del  medio  de  (3x2—y2)8. 
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RADICACION 

354  RAIZ  de  una  expresion  algebraica  es  toda  expresidn  algebraica  que 
— 7 elevada  a una  potencia  reproduce  la  expresidn  dada. 

Asi  2 a es  raiz  cuadrada  de  4a2  porque  (2a)2  = 4a2  y —2 a tambi&i  es  raiz 
cuadrada  de  4a2  porque  (—  2a)2  = 4a2. 

3x  es  raiz  cubica  de  27x3  porque  (3x)3  = 27x3. 

El  signo  de  raiz  es  , llamado  signo  radical.  Debajo  de  este  signo 
se  coloca  la  cantidad  a la  cual  se  extrae  la  raiz  llamada  por  eso  cantidad 
subradical. 

El  signo  \Z~~  lleva  un  indice  que  indica  la  potencia  a que  hay  que  ele- 
var  la  raiz  para  que  reproduzca  la  cantidad  subradical.  Por  convencion  el 
indice  2 se  suprime  y cuando  el  signo  V no  lleva  indice  se  entiende  que 
el  indice  es  2. 

Asi,  Vo4  significa  una  cantidad  que  elevada  al  cuadrado  reproduce  la 
cantidad  subradical  a4;  esta  raiz  es  a2  y —a2  porque  (a2)2  = a4  y (—  a2)2  = a4. 

8x3  significa  una  cantidad  que  elevada  al  cubo  reproduce  la  canti- 
dad subradical  8x3;  esta  raiz  es  2x  porque  (2x)3  = 8x8. 

V — 32a6  significa  una  cantidad  que  elevada  a la  quinta  potencia  re- 
produce la  cantidad  subradical  — 32ar>;  esta  raiz  es  —2a  porque  (—2a)5 
= - 32a5. 
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355)  EXPRESION  RADICAL  O RADICAL  es  toda  rai'z  indicada  de  un  nu- 
mero  o de  una  expresidn  algebraica.  Asi,  VI,  ^9 a\  ^16 a3  son  ex- 
presiones  radicales. 

Si  la  raiz  indicada  es  exacta,  la  expresidn  es  racional;  si  no  es  exacta, 
es  irracional. 

Las  expresiones  irracionales  como  n/2T,  >3^3 a5  son  las  que  coinunmente 
se  llaman  radicales. 

El  grado  de  un  radical  lo  indica  su  indice.  Asi,  V2 a es  un  radical  de 
segundo  grado;  n/502  es  un  radical  de  tercer  grado;  V&c  es  un  radical  de 
tuarto  grado. 

|56)  SIGNOS  DE  LAS  RAICES 

1)  Las  rakes  i in  pa  res  de  una  camidad  tiencn  el  inisino  signo  quc  la 
cantidad  subradical. 

Asi,  x 27a8  = 3a  porque  (3ai;<  = 27a8. 

27a3  = - 3a  porque  (—3a  —27 a3. 

Vx10  = x 2 porque  x2)fi=x10. 

^-x10  = x2  porque  (—  x-)5= -x10. 

2)  Las  raices  pares  de  una  camidad  posiiiva  lienen  dohlc  signo: 

+ y 

Asi,  \/25x2  = 5x  o — 5x  porque  (5x)2  = 25x2  y (— 5x)2  = 25x2. 

Esto  se  indica  de  este  modo:  ^25x2=  ±5x. 

Del  propio  modo,  ^ 16a4  = 2a  y — 2a  porque  (2a)4  = 16a4  y (—  2a)4  = lba4. 
Esto  se  indica:  ^16a4  = ±2 a. 


357)  CANTIDAD  IMAGINARIA 

L^.s  raices  jxires  de  una  cantidad  negativa  no  se  pueden  cxtraer,  por 
que  toda  cantidad,  ya  sea  positiva  o negativa,  elevada  a una  potencia  par. 
da  un  resultado  positivo.  Estas  raices  sc  llaman  cantidades  imaginarias. 

Asi,  >/—  4 no  se  puede  extraer.  La  raiz  cuadrada  de  — 4 no  es  2 por- 
que 22  = 4 y no  — 4,  y tampoco  es  — 2 porque  (—  2)2  = 4 y no  -4.  V — 4 e$ 
una  cantidad  imaginaria. 

Del  propio  modo,  V — d,  V — a5,  ^ — 16x2  son  cantidades  imaginarias 

(358)  CANTIDAD  REAL  es  una  expresidn  que  no  contiene  ninguna  canti- 
^ dad  imaginaria.  Asi,  3a,  8,  \r5  son  cantidades  reales. 


[359)  VALOR  ALGEBRAICO  Y ARITMETICO  DE  UN  RADICAL 

En  general,  una  cantidad  tiene  tantas  raices  de  un  grado  dado  como 
unidades  tiene  el  grado  de  la  raiz.  Asi,  toda  cantidad  tiene  dos  raices  cua 
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dradas,  tres  raices  cubicas,  cuatro  raices  cuartas,  etc.,  pero  generalmcnte 
una  o mas  raices  de  estas  son  imaginarias.  Mas  adelante  hallaremos  las 
tres  raices  cubicas  de  la  unidad,  dos  de  las  cuales  son  imaginarias. 

El  valor  real  y positivo  de  un  radical,  si  existe,  o el  valor  real  negativo 
si  no  existe  el  positivo,  es  lo  que  se  llama  valor  aritmetico  del  radical.  Asi, 

>/”"! 9=±  3;  el  valor  aritmetico  de  '^9  es  +3. 
a/  16  = ± 2;  el  valor  aritmetico  de  \/  16  es  4*1*. 

A1  tratar  de  radicales,  siempre  nos  referimos  a su  valor  aritmetico. 

.360)  RAIZ  DE  UNA  POTENCIA 

Para  extraer  una  raiz  a una  potencia  se  divide  el  exponente  de  la  po- 
tencia  por  el  indice  de  la  raiz. 

tn 

Decimos  que  vV  = « . 

En  efecto:  ( - Y 

a“  ) =a"  =aw, 

Aplicando  esta  regia,  tenemos: 

4 

\ a*  = a = a2. 


cantidad  subradical. 


V x»  = x = X3. 

Si  el  exponente  de  la  potencia  no  es  divisible  por  el  indice  de  la  raiz, 
se  deja  indicada  la  division,  originandose  de  este  modo  el  exponente  frac- 
cionario. 

1 2 

Asi,  ZcT=dr . ^ x2  = x‘[ . 


vfl  = ar . 

En  el  capitulo  siguiente  se  trata  ampliamente  del  exponente  frac- 
cionario. 


361  RAIZ  DE  UN  PRODUCTO  DE  VARIOS  FACTORES 

Para  extraer  una  raiz  a un  producto  de  varios  factores  se  extrae  dicha 
raiz  a cada  uno  de  los  factores. 

Asi,  V~abc  = <Y~a.  Vb . <y~cf  porque 
(Vli.  VF.  =' Va  \ )n.  (<y~c  ] cantidad  subradical. 


I.  RAIZ  DE  UN  MONOMIO 


362  De  acuerdo  con  lo  anterior,  para  extraer  una  raiz  a un  monomio  se 


sigue  la  siguiente: 


REGLA 

Se  extrae  la  raiz  del  coeficiente  y se  divide  el  exponente  de  cada  letra 
por  el  indice  de  la  raiz. 
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Si  el  indice  del  radical  es  impar,  la  raiz  tiene  el  mismo  signo  que  la 
cantidad  subradical,  y si  el  indice  es  par  y la  cantidad  subradical  positiva, 
la  raiz  tiene  el  doble  signo 

( 1 )  Hollar  la  raiz  cuadrada  de  9a2b4. 

\f9<?&  = ± 3ab2.  R. 

(2)  Hollar  la  raiz  cubica  de  —8 aGx6y9. 

n/—  8 a3x6y9  = ” 2 ax2y3.  R. 

(3)  Hallar  la  raiz  cuarta  de  1 6a4msx4m. 

^16a4m8x4m  = ±2arn2xro.  R. 

(4)  Hallar  la  raiz  quinta  de  — 243m,5n10x. 

y — 243m15n10x  = — 3mHrrx.  R. 


Ejemplos 


4 a2 

(5)  Hallar  la  raiz  cuadrada  de  — 

9b4 


Cuando  el  monomio  es  una  fraccion,  como  en  este  caso,  se  extrae  la  raiz 
al  numerador  y denominador. 


V 4cr 

V? b4 


2a 

. R. 

3b2 


(6)  Hallar  la  raiz  cubica  de  — 


8xG 


2 7a3m12 


V-. 


8x" 
27a3  m12 


2x2 

3am4 
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Hallar  las  siguientes  raices: 


1. 

V 4 a2b*. 

13. 

2. 

V25  x<y. 

14. 

3. 

27  as69. 

15. 

4. 

>^-8a3Mx12. 

1 A 

5. 

V 64xy 

10- 

6. 

7. 

^ xi&y2<^5 

17. 

8. 

s/ — 64a3x0y,(*. 

9. 

— 243mftnir\ 

18. 

10. 

Vsi.v11)^55. 

11. 

lOOOv1'))18. 

19. 

12. 

s/81n,2t24. 

^64a,2/>1Nc30. 
V 49a2n54n. 

vr>.iy  io* 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


»/ 128 

/x2m 
I2ly* 

V b"< 

V 


125x9 

21(>m12 


1 0‘24v30 
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II.  RAIZ  CUADRADA  DE  POLINOMIOS 

363)  RAIZ  CUADRADA  DE  POLINOMIOS  ENTEROS 

Para  extraer  la  raiz  cuadrada  de  un  polinomio  se  aplica  la  siguicute 
regia  practica: 

1)  Se  ordena  el  polinomio  dado. 

2)  Se  halla  la  raiz  cuadrada  de  su  primer  termino,  que  sera  el  primer 
termino  de  la  raiz  cuadrada  del  polinomio;  se  eleva  al  cuadrado  esta  raiz 
y se  resta  del  polinomio  dado. 

3)  Se  bajan  los  dos  terminos  siguientes  del  polinomio  dado  y se  divi- 
de el  primero  de  estos  por  el  duplo  del  primer  termino  de  la  raiz.  El  co- 
ciente  es  el  segundo  termino  de  la  raiz.  Este  2o.  termino  de  la  raiz  con  su 
propio  signo  se  escribe  al  lado  del  duplo  del  primer  termino  de  la  raiz  y 
se  lorma  un  binomio;  este  binomio  se  multiplica  j>or  diclio  2o.  termino  y 
el  producto  se  resta  de  los  dos  terminos  que  habiamos  bajado. 

4)  Se  bajan  los  terminos  necesarios  para  tener  3 terminos.  Se  duplica 
la  parte  de  raiz  ya  hallada  y se  divide  el  primer  termino  del  residuo  entre 
el  primero  de  este  duplo.  El  cociente  es  el  3er.  termino  de  la  raiz. 

Este  3er.  termino,  con  su  propio  signo,  se  escribe  al  lado  del  duplo 
de  la  parte  de  raiz  hallada  y se  forma  un  trinomio;  este  trinomio  se  multi- 
plica por  dicho  3er.  termino  de  la  raiz  y el  producto  se  resta  del  residuo. 

5)  Se  continua  el  procedimiento  anterior,  dividiendo  siempre  el  pri- 
mer termino  del  residuo  entre  el  primer  termino  del  duplo  de  la  parte  de 
raiz  hallada,  hasta  obtener  residuo  cero. 


(1  ) Hollar  la  raiz  cuadrada  de  a4  -f  29a2  — 10aa  — 20a  + 4. 
Ordenando  el  polinomio  se  obtiene: 


V a*—  10a3  + 29a2  — 20a  f 4 


a2  - 5a  -h  2 


- 10a?  + 29a2 
10a3-  25a2 


( 2a2  — 5a)  ( - 5a)  = — 10a3  -|-25a2 
( 2a2  - 10a  + 2)  2 = 4a2  -20a  +4 


4a2-  20a -h  4 
- 4a2-  20a -4 


0 


EXPLICACION 


Hallamos  la  raiz  cuadrada  de  a4  que  es  a2;  este  es  el  primer  termino  de  la 
raiz  del  polinomio.  a2  se  eleva  al  cuadrado  y da  a4;  este  cuadrado  se  res- 
ta del  primer  termino  del  polinomio  y bajamos  los  dos  terminos  siguientes 
— 10a3  + 29a2.  Hallamos  el  duplo  de  a2  que  es  2a2. 
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Dividimos  — 1 Ooi * 3  -5-  2a2  = — 5o,  este  es  el  segundo  termino  de  la  raiz.  Es- 
cribimos  — 5a  al  lado  de  2a2  y formamos  el  binomio  2a2  — 5a;  este  binomio 
lo  multiplicands  por  — 5a  y nos  da  — 10a3  + 25a2.  Este  producto  lo  restamos 
( cambiandole  los  signos ) de  — 10a3  + 29a2;  la  diferencia  es  4a2.  Bajamos 
los  dos  terminos  siguientes  y tenemos  4a2  — 20a  + 4.  Se  duplica  la  parte  de 
ralz  hallada  2 ( a2  — 5a ) = 2a2  — 10a.  Dividimos  4a2  -s-  2a2  = 2,  este  es  el 
tercer  termino  de  la  raiz. 

Este  2 se  escribe  al  lado  de  2 a2-—  10a  y formamos  el  trinomio  2a2  — 10a  + 2, 
que  se  multiplica  por  2 y nos  da  4a2  — 20a  + 4.  Este  producto  se  resta  ( cam- 
biandole los  signos ) del  residuo  4a2  — 20a  + 4 y nos  da  0. 

PRUEBA 

Se  eleva  al  cuadrado  la  raiz  cuadrada  a2  — 5a  + 2 y si  la  operacion  esta  co- 
rrecta  debe  dar  la  cantidad  subradical. 


( 2)  Hollar  la  raiz  cuadrada  de 

9x«  + 25x4  + 4 - 6xB  - 20xs  + 20x2  - 16x. 
Ordenando  el  polinomioy  aplicando  la  regia  dada,  se  tiene: 


v 9x«  ~6x‘  +25x4  - 20x3  H 20x2  ~16x  +4 
-9x« 


6x*  H 25x4 
6x*  x4 


24x4  -20x3  + 20x2 
— 24x4  + 8x3  ~16x2 


— 1 2x3  + 4x2  1 6x  4 

12xs  4x2  M6x  4 


0 


3x3  - x2.+  4x  - 2 

i 6x3  x2  ) I x*  ) = 6xB  + x4 

( 6x*  — 2x2  4x  ) 4x 

= 24x4  - 8x3  H6x2 

( 6x*  -2x2  + 8x  — 2 ) ( — 2 ) 

= — 12x*  +4x2  -16x  4 4 
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Hallar  la  taiz  cuadrada  de 


1-  16x2— 24xy2+9y4. 

2-  25a4— 70a3x+49a2x2. 

3.  x4+6x2— 4x3— 4x+l. 

4-  4a3+5a2+4a4-|-l+2a. 

5.  29n2— 20n+4— 10n3+n4. 

6.  x8— 10x5+25x4+12x3— 60x2+.36. 

7-  16a*+49a4-30a2-24a8+25. 

8.  x2+4y2+z24-4xy— 2xz— 4yz. 

9-  9— 6x3+2x»— 5x«+x12 
10.  25x8— 70x*+49x4+30x#+9x2— 42x3. 


11.  4a4+8a35-8a262-12a53+964. 

12.  x°— 2xs+3x4+l+2x— x2. 

13-  5x4— 6x54-x8+16x3— 8x2— 8x+4. 

14.  x8+6x8— 8xB+19x4— 24x3+46x2— 40x+25. 

15.  16x«-8x7+x8-22x4+4x5+24x3+4x2-12x+9. 

16.  9-36a+42a2+13a4-2aB-18a3+a«. 

17.  9x«-24x5+28x4-22x3+12x2-4x+l. 

18-  16x8— 40xs-f73x4— 84x3+66x2— 36x+9. 

19.  m°— 4mBn-f4w‘w2+4m3n4— 8m2nB+4n8. 

20.  9x8— 6xsy+13x4y2— 16x3y3+8x2y4— 8xyB+4y6. 


21.  16aH25a4/>2— 24a36— 20a3l>3+10a2f>4— 4afcB+k8. 

22.  36x’'— 36x6y2+48xr,y3— 15x4y4— 24x3yB+ 28x2y°— 16xy7+4y8. 

23.  26a4x2-40a5x+25a«-28a3x3+17a2x4-4ax3-i-4x8. 

24.  4a8-12a7-16a5+14a4+17a8-10a3+5a2-2a+l. 

25.  x10— 2x9+3x8— 4xT+5x8— 8x5+7x4— 6x3-f5x2— 4x+4. 
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Ejemplos 


a 4 9o2b-  oab  2ob3  b' 

( 1)  Hollar  la  raiz  cuadrada  de 1 h 1 . 

16  10  2 5 25 


Ordenando  en  orden  descendente  con  relacion  a la  a,  y aplicando  la  misma 
regia  del  caso  anterior,  tenemos: 


o3b  a2  . oAb  2 

La  division  de entre  — se  verifica X — = — ab,  simplificando. 

2 2 2 a2 


La  operacion 


9o2b2 


10 


— o2b2  se  verifica  convirtiendo  — a2b“  en  fraccion  equi- 


9a2b2  10a?b2 

valente  de  dencminador  10  y se  tiene: = 

10  10 

a2b2  a2  a2b2  2 

La  division  de entre  — se  verifica X — = 

10  2 10  a2 


crb2 

IF* 


b2 

?• 


simplificando. 


4 a2  31  2x  12a  x2 

(2)  Hallar  la  raiz  cuadrada  de 1 1 

x2  3 a x 9o2 

Vamos  a ordenar  en  orden  descendente  con  relacion  a la  a.  Como  hay  dos  ter* 
minos  que  tienen  a en  el  numerador,  un  termino  independiente  y dos  terminos 
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que  tienen  o en  el  denominador,  la  manera  de  ordenar  este  polinomio  en 
orden  descendente  con  relacion  a la  a es  la  siguiente: 

4a2  12a  31  2x  x2 

x2  x 3 a +9o2 

porque,  como  se  vera  en  el  capitulo  siguiente,  — equivale  a —a0:  — eaui- 
x2  a-2x2  3 3 a 

vale  a 2a_1x  / ■—  equivale  a — — , luego  se  guarda  el  orden  descendente  de 

7<*  7 

las  potencies  de  a.  Tendremos: 


NOTA 

La  raiz  cuadrada  de  un  polinomio  fraccionario  puede  extraerse  pasando  las 
letras  que  estan  en  ios  denominadores  a los  numeradores  cambiandole  el 
signo  a sus  exponentes.  En  el  capitulo  siguiente,  despues  de  estudiar  los  expo- 
nentes  negativos,  se  extraen  raices  cuadradas  por  este  procedimiento. 


EJERCICIO  215 

Hallar  la  raiz  cuadrada  de: 

*4  , ■ 5*2  4x  4 

4 3 3 9' 

a2  2x  i 2 a x2 

— b 2 1 . 

X2  An  » Ay  n* 


3x  a2 
ac  be 


3U  * , , o , uc  l _ 

• ab  + b2  -i + ■ 

4 4 2 16 

. 9fl4  3 a2  29  a2  4 a 16 

4. + + — 

16  4 20  5 25 

5.  + + »££+* 

16  2 4 4 


x* 

2x 

„ 25 

5i)y 

b 

25 

3 

2xy  4 

7 9 

— + 
3 

25  y-. 

X4 

4 x'Ay 

ti2x*y2 

“b 

4 xy3 

T~ 

3 

15 

5 

^ 25 

a4 

9 a*b* 

2 b2 

+ b- 

16 

10  4 

25  + 18 

15 

+ 81 

4 1 

9.  x2  -f  4x  + 2 1 . 

x x2 

x2  79  _ 20  _ lOx  4 
9 .3  x T~  + x* 


10. 
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11. 

a4  30  9 

— - 5a2  + 28  + — • 

4 a2  a4 

16. 

CO  1 

i 

i 

x 1 

16 

12. 

a4  2a®  a2  2ax  x2 

1 | 2 H — . 

17. 

4a262 

9 3x  x2  3 a2 

49x2y2 

3X2)?2  x3y  xy3  y4 

20  r+~r+25' 

2ab  21  7xy  49x2y2 
7xy  + 20  5 ab  + 25a2b2' 


9a2  x 65  3a  4x2 

13.  — — — + — — h — . 18. 

x2  3a  16  2x  9a2 

50  25 

14.  9x4  + 30x2  + 55  + — + — . 19- 

x2  x 4 

4 a2  , 5x  2 a 25x2 

15.  — +1— 1 — • 20. 

25x2  12  3a  5x  9a2 


9a2x2  4m  n 6ax 


2om2n 2 45ax 


23  4m2n2 

25  mn  + 75  + 81a2x2 


152  32  8 

—x®  H — x4  H — x8  — x5 x2  4 — x + 4. 

4 3 3 9 3 

1 3 59  , 3 2 43  1 . 

a H a2 a* a5  H a4  + —a®. 

4 4 48  2 3 36  4 


III.  RAIZ  CUBICA  DE  POLINOMIOS 

(365)  RAIZ  CUBICA  DE  POLINOMIOS  ENTEROS 

Para  extraer  la  raiz  cubica  de  un  polinomio  se  aplica  la  siguiente  re- 
gia pr£ctica: 

1)  Se  ordena  el  polinomio. 

2)  Se  extrae  la  raiz  cubica  de  su  primer  termino,  que  sera  el  primer 
termino  de  la  raiz;  esce  termino  se  eleva  al  cubo  y se  resta  del  polinomio. 

3)  Se  bajan  los  tres  terminos  siguienteS  del  polinomio  y se  divide  el 
primero  de  ellos  por  el  triplo  del  cuadrado  del  termino  ya  hallado  de  la 
raiz;  el  cociente  de  esta  division  es  el  segundo  termino  de  la  raiz. 

4)  Se  forman  tres  productos:  lo.  Triplo  del  cuadrado  del  primer 

termino  de  la  raiz  por  el  segundo  termino.  2o.  Triplo  del  primer  termino 
[K>r  el  cuadrado  del  segundo.  3o.  Cubo  del  segundo  termino  de  la  raiz. 
Estos  productos  se  restan  (cambidndoles  los  signos)  de  los  tres  terminos  del 
|>olinomio  que  se  liabian  bajado. 

5)  Se  bajan  los  terminos  que  faltan  del  polinomio  y se  divide  el  pri- 
mer termino  del  residuo  por  el  triplo  del  cuadrado  de  la  parte  ya  hallada 
de  la  raiz.  El  cociente  es  el  tercer  termino  de  la  raiz. 

Se  forman  tres  productos:  lo.  Triplo  del  cuadrado  del  binomio  que 
forman  el  lo.  y 2o.  termino  de  la  raiz  por  el  3er.  termino.  2o.  Triplo  de 
dicho  binomio  por  el  cuadrado  del  tercer  termino.  3o.  Cubo  del  tercer 
termino  de  la  raiz.  Estos  productos  se  restan  (reduciendo  antes  terminos 
semejantes  si  los  hay)  del  residuo  del  polinomio.  Si  la  diferencia  es  cero, 
la  operacion  ha  terminado.  Si  aun  quedan  tdrminos  en  el  residuo.  se  con- 
tinua  el  procedimiento  anterior. 


398  • ALGEBRA 


Ejemplos 


( 1 ) Hollar  la  raiz  cubica  de  x6  — 9x5  4-  33x4  — 63x3  -f  66x2  — 36x  4*  8. 


El  polinomio  esta  ordenado.  Aplicando  la  regia  anterior,  tenemos: 


EXPLICACION 

Se  halla  la  raiz  cubica  de  xtt  que  es  x2;  este  es  el  primer  termino  de  la  raiz. 
x2  se  eleva  al  cubo  y se  resta  de  x°.  Bajamos  los  tres  terminos  siguientes  del 
polinomio;  se  halla  el  triplo  del  cuadrado  de  x2  que  es  3x4  y se  divide 

— 9x°  -T-  3x4  = — 3x.  Este  es  el  segundo  termino  de  la  raiz. 

Se  forman  tres  productos:  1)  Triplo  del  cuadrado  de  x2  por  — 3x  que  da 

— 9x5.  2)  Triplo  de  x2  por  ( — 3x  )2  que  da  2 7x4.  3)  Cubo  de  — 3x  que 

da  — 27x3. 

Estos  productos  se  restan  ( cambiandoles  los  signos ) de  — 9x5  4-  33x4  — 63x3; 
nos  queda  6x4  — 36x3  y bajamos  los  terminos  que  faltan  del  polinomio. 

Se  halla  el  triplo  del  cuadrado  de  la  parte  ya  hallada  de  la  raiz  que  es  el  bi- 
nomio  x2  — 3x  y segun  se  detalla  arriba  el  triplo  del  cuadrado  de  este  bino- 
mio  nos  da  el  trinomio  3x4  — 18x3  4-  27x2. 

Dividimos  el  primer  termino  del  residuo  6x4  entre  el  primer  termino  de  este 
trinomio  y tenemos  6x4  4-  3x4  = 2.  Este  es  el  tercer  termino  de  la  raiz. 

Se  forman  tres  productos:  1)  Triplo  del  cuadrado  del  binomio  x2  — 3x  por  2 

que  nos  da  6x4  — 36x3  4-  54x2.  2)  Triplo  del  binomio  x2  — 3x  por  22  que  nos 
da  12x2  — 36x.  3)  Cubo  de  2 que  nos  da  8.  Estos  productos  se  restan,  cam- 
biandoles los  signos,  del  residuo  del  polinomio  y nos  da  cero. 

Observese  que  en  los  productos  teniamos  54x2  semejante  con  12x2,  se  redu- 
cen  y da  66x2;  cambiandole  el  signo  para  restar  da  — 66x2  que  aparece  de- 
bajo  de  4-  66x2. 
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(2)  Hollar  la  rafz  cubica  de 

8a«  4 12a8b  4-  45a2b<  - 35 a3b3  - 30a  !b2  4-  27ab8  - 27b°. 

Ordenandolo  en  orden  descendente  con  relacion  a la  a y aplicando  la  regia 
anterior,  tenemos: 


\'4o«~  12a5fa  - 30a4b2  35o3b3  -f  45a2b4  + 27obJ  - 2 7b# 

-8a® 


12a*b  — 30a4b2  - 35o3b3 
- 12o5b  - 6o4b2  - o3b3 


- 36a* b‘  - 36a:'b3  45a2b4  +27ob5  27b« 

36a4b2  ->  3 6o3bs  45o2b4  - 27ob8  t 27b® 


2o2  + ob  - 3b2 


3(  2a2j2  = 12o4 

3 1 2o* )*.ob  = 12a8b 
3 ( 2a2 ) ! ob  )*  = 6o4b2 
( ob  )3  = o*b* 

3 1 2o2  • ob)2 

= 3 ( 4a4  4o3b  + o2b2  ) 
= 12a4  4 12o3b+3o2b2 


3(  2a*  + ob)2(-  3b2) 

= 36a*b-  3 6o3b3  9o2b4 

3(  2o2  I-  ob)  | - 3b2)* 

= 54o2b4  + 27ab5 

( 3b2)s=  27b". 


El  segundo  termino  de  lo  rolz  ob  se  obtiene  dividiendo  12or‘b  -5-  12a4  = ob 
El  tercer  termino  de  la  raiz  —3b2  se  obtiene  dividiendo  — 36a4b2-H2o4  = — 3b2. 
Los  productos  se  forman  como  se  explico  en  el  ejemplo  onterior. 

Observese  que  en  los  ultimos  productos  tenemos  — 9o2b4  semejonte  con  54o2b4, 
se  reducen  y dan  45 o2b4;  cambiandole  el  signo  resulta  — 45o2b4  que  oporece 
debajo  de  + 45o2b4. 


m-  EJERCICIO  216 

Hallar  la  raiz  cubica  de: 

1.  8— 36y+54y2— 27y3. 

2.  64a®+300a2b4+125b®+240a4b2. 

3.  *°+3x8+6x4+7x3+6x2-t-3x+l. 

4.  8x*— 12x8+llx3— 6x4— 3x+3x2— 1. 

5.  1 -t-33x2-9x+66x4-63x3-36x5+8x«. 

6.  8— 36x+66x2— 63x3+33x4— 9x5+x®. 

7.  x9— 6x8+12x7— 20x®+48x8— 48x4+48x8— 96x2— 64. 

8.  x12— 3x8— 3x10+6x4+llx6— 12x2— 8. 

9.  66x4— 63x3— 36x8+33x2+8xa— 9x+l. 

10.  27aa— 135a8+117a4+235a3— 156a2— 240a— 64. 

11.  a8-6a8b+15a452-20a3b3+15a2b4-6ab8+ba. 

12.  x«+42x4y2-117x3y3-9x5y+210x2)»4-225xy3+125y®. 

13.  a,2-3a,o+15a8+60a4-48a2-25a«+64. 

14.  a9— 9a8x+27a7x2— 21aax3— 36a8x4+54a4x3+12a3x#— 36a2x7+8x9. 

15.  a9-3a8+6a7-10a8+12a8-12a4+10a3-6a2+3a-l. 

16.  x9— 12x8+54x7— 121x*+180x5— 228x4+179x3— ]44x2+54x— 27. 
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(366)RAIZ  CUBICA  DE  POLINOMIOS  CON  TERMINOS  FRACCIONARIOS 
Se  aplica  la  misma  regia  empleada  anteriormente. 


Hollar  la  raiz  cubica  de 

a3  153x  15o2  153a  15x2  x3 

1 1 140 l — 

x8  4a  x2  2x  4a2  8a3' 


Ordenando  en  orden  descendente  a la  Jl/  tendremos: 


que  se  verifica  — X — - = — , simplificando. 

2x  3a2  2a 

Hay  que  tener  cuidado  de  simplificar  cada  vez  que  se  haga  una  multiplicacion. 


Ejemplo 


» EJERCICIO  217 

Hallar  la  raiz  cubica  de: 

x6  x3  5x4  55x8  20x2 

— — -f  — — H 4x  4-  8. 

8 4 3 27  3 

3a8  7a6  a7 


2.  «9  + 1- 
9x2 


8 ’ 4 + 6 + 12  27' 

60  36  8 


3.  — +15x-45  + - + — • 

8 4 x x2  x8 


a3  15a  5 _ 3a2  15 6 _ 36*  b»_ 

4'  85*  + ~Sb  ~ 2 ~ 45*  + ~8a"  4aS  + 8a*‘ 

8 a8  2 a2  a 13  x x2  x8 

5 27xa  _3x2'118x  + 24  - 36a""6a2’  - 27a* ' 
8a*  3a  4a2  276  276*  276* 

r 1 h 4 H 4- h 1 . 

27  b*  b 3 62  8a  64a3  16a2 


6. 


t runsw/cU 


Q6fkng> 
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TEORIA  DE  LOS  EXPONENTS* 


(367)  EXPONENTE  CERO.  ORIGEN 

El  exponente  cero  proviene  de  dividir  potencias  iguales  de  la  misma 
base.  Asf, 


Ua2  = fl2-2=„0 


xr*  -s-  xr’  = x5-fi 


x 


» 


INTERPRETACION  DEL  EXPONENTE  CERO 

Toda  cantidad  elevada  a cero  equivale  a 1. 

Decimos  que 

1 a°  = l. 

En  efecto:  Segun  las  leyes  de  la  division,  a*  -s-  an  = an~a  = a°f  y por  otra 
parte,  coino  toda  cantidad  dividida  por  sf  misma  equivale  a 1,  se  tiene 

a"  -s-  an  = 1. 


Ahora  bien,  dos  cosas  (a0  y 1)  iguales  a una 
tercera  (an  + an)  son  iguales  entre  sf;  luego, 


a°  = 1. 


(.368)  EXPONENTE  FRACCIONARIO.  ORIGEN 

El  exponente  fraccionario  proviene  de  extraer  una  rafz  a una  poten- 
cia  cuando  el  exponente  de  la  cantidad  subradical  no  es  divisible  por  el  fn- 
dice  de  la  rafz. 


401 
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Sabemos  (360)  que  para  extraer  una  raiz  a una  potencia  se  divide  el 
exponente  de  la  potencia  por  el  indice  de  la  raiz.  Si  el  exponente  no  es 
divisible  por  el  indice,  hay  que  dejar  indicada  la  division  y se  origina  el 
exponente  fraccionario.  Asi: 

1 2 

V~a  = a?.  ^Ta1  —c^. 

INTERPRETACION  DEL  EXPONENTE  FRACCIONARIO 

Toda  cantidad  elevada  a un  exponente  fraccionario  equivale  a una 
raiz  cuyo  indice  es  el  denominador  del  exponente  y la  cantidad  subradical 
la  inisma  cantidad  elevada  a la  potencia  que  indica  el  numerador  del  ex- 
ponente. 

Decimos  que  an  = 

En  efecto:  Se  ha  probado  (360)  que 

xn  m 

= luego,  reciprocamcnte,  an  = Va"\ 


Ejem  plos 


(1) 

1 111 

Expresar  con  signo  radical  x5,  2a2,  x3y4. 

3 

x5=^3_ 

i 

2 a2  = 2 \fa. 

2 1 

xy=-y7‘V7.  R. 

(2) 

Expresar  con  exponente  fraccionario 

2 y©*,  n/x3  Vy*. 

l 

n/cT  = a3. 

8 

2 VcP  = 2a4. 

8 4 

>/x^  x2y5.  R. 
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Expresar 

coil 

signo  radical: 

i 

i 

4 5 

£ 

1.  X3. 

4.  xy2. 

7.  2 aW. 

10.  8 mn3. 

3 

4 3 

2 4 2 

7 5 

2.  m\ 

5.  a*b2. 

8.  3x7y5z7. 

11.  4a2&3c6. 

3 

3 1 1 

1 5 i 

2 3 4 

3.  4 a*. 

6.  x2y4z5. 

9-  a*b*c*. 

12.  5m5n5x5. 

Expresar 

con 

exponente  fraccionario: 

13. 

\TaF'. 

16. 

ym.  19- 

3vGc*  Vy*. 

22.  3 yin"7  yn*. 

14. 

17. 

2VZ*.  20. 

2s ZabH*. 

23.  3^0”  y&". 

15. 

Vx. 

18. 

2i. 

5a  s/  x2y3z9. 

24.  vi  V7?3  y/c*. 
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(,369;  EXPONENTE  negativo.  origen 

El  exponente  negativo  proviene  de  dividir  dos  potencias  de  la  misma 
base  cuando  el  exponente  del  dividendo  es  menor  que  el  exponente  del 
divisor.  Ast, 

a2  -7-  a3  = a2~3  = er1.  x3  + x1  = x3'1  = x-4. 


INTERPRETACION  DEL  EXPONENTE  NEGATIVO 

Toda  cantidad  elevada  afun  exponente  negativo  equivale  a una  frac- 
ci6n  cuyo  numerador  es  1,  y su  denominador,  la  misma  cantidad  con  el 
exponente  positivo. 


Decimos  que 
En  efecto: 


a~n  = — 


. — ^m-(ra+n)  — 


am 


am 

am  x a" 


1 

an  1 


y tambi£n 

y como  dos  cosas(  a n y ) iguales  a una  tercera  ^ son  iguales 


entre  si,  tenemos  que 


<ru  = 


a*' 


De  acuerdo  con  lo  anterior,  se  tiene  que: 

2 1 -$  1 

a-2  = — a *=—. 

a* 


a- 


x~3y  ^ — 


x3yi 


(370)  PASAR  LOS  FACTORES  DEL  NUMERADOR  DE  UNA 
EXPRESION  AL  DENOMINADOR  O VICEVERSA 

Cualquier  factor  del  numerador  de  una  expresion  se  puede  pasar  al 
denominador  y viceversa  con  tal  de  cambiarle  el  signo  a su  exponente. 
a‘2b~3 

Sea  la  expresion  "~4  5 . De  acuerdo  con  el  significado  del  exponen- 
tc  negativo,  tendremos: 


a~2b~3 

X'4)T5 


_1_  J. 

a 2 b 3 


1 

a2b3 


1 1 

— x 


x4y5 


d2b 3 


X4y?> 

a2b 3 


y5  x4yr> 


Asi\  que  nos  queda  que 
a~2b '3 


x4yG 


— r = (1)  y reciprocamente 


x ~*y- 


x4yG 

a2b3 


a~2b -3 
x'4y5 


. (2) 


En  la  igualdad  (1)  vemos  que  los  factores  a'2  y b~ 2 que  estan  en  el  nu- 
merador del  primer  miembro  con  exponentes  negativos,  pasan  al  denomi- 


404  • ALGEBRA 


nador  del  segundo  miembro  con  exponentes  positivos  y los  factores  x-4  e y5 
que  est;in  en  el  denominador  del  primer  miembro  con  exponentes  negati- 
ves, pasan  al  numerador  del  segundo  con  exponentes  positivos. 

En  la  igualdad  (2)  vemos  que  los  factores  x4  e y5  que  est;in  en  el  nu- 
merador del  primer  miembro  con  exponentes  positivos,  pasan  al  denomi- 
nador del  segundo  miembro  con  exponentes  negativos  y los  factores  a 2 y b3 
que  estdn  con  exponentes  positivos  en  el  denominador  del  primer^miem- 
bro,  pasan  al  numerador  del  segundo  miembro  con  exponentes  negativos. 


(371)  TRANSFORMAR  UNA  EXPRESION  CON  EXPONENTES 
NEGATIVOS  EN  UNA  EXPRESION  EQUIVALENTS 
CON  EXPONENTES  POSITIVOS 


Ejemplos 


( 1 ) Expresar  con  exponentes  positivos  x_1y~2  y Sab^c-3. 
Segun  el  numero  anterior,  tenemos: 


Y2  = -7.  R. 

xy 


3 a 

3ob1c-3=  R. 

be4 


_ 2 x 

(2)  Expresar  con  exponentes  positivos  oj  . y 

cr-b4 

2x  Y4 


a~~b  3 


= 2 a2b3.  R. 


1 1 

x xx2y4  x2y 

.1  ' ~~2  ~ 2 
2x  2y  4 


Observese  que  al  pasar  un  factor  del  numerador  al  denominador  o viceversa 
el  coeficiente  numeric o no  se  pasa. 


(3) 


Expresar  con  exponentes  positivos 


2 a2b-V7 
5 a-3b-Vc' 


2o2b~5c~7  _ 2a2a8b4c6  _ 2a5 
50-^b-4 c-0  ~ 5b5c7  “ 5bc 


1 

xy  2z~3 

(4)  Expresar  con  exponentes  positivos  3 2- 

4x  *y2z  8 

1 3 2 7_ 

xy  2z"3  . xx4z3  x4 

2 ~ 1 ~ n’ 

4x  4y2z  3 4y2y2z3  4y2z3 
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EJERCICIO  219 

Expresar  con  exponentes  positivos  y simplificar: 

i I 

8.  5 a *b  *c*.  13 

l 

9. 


1.  a2b~*. 

2.  3x-«. 


3m~4n  2 
8 m*n-A 


3.  <r46  2 

£ 

4.  3x-2)T  3. 

_ j_ 

5.  m 2rr5. 

6.  a2b~xc, 

_ _3 

7.  \x2y  6. 

EJERCICIO  220 


10. 


11. 


12. 


2x-2 

3 

2 a~2b-3 
a-^r1 

X-ly-2--3 

fl-2^-5c-8 


14. 


15. 


16. 


4a2 


7a~*b2c  3 

2 m~5n-7 
a2m3n~ 4 
1_ 

a 2x-2 

3fl3X2|y-1 


17. 


18. 


19. 


20. 


46  2x3 

1 

Z 2 

3 a 46  5c4 
3 a2mn 

J_  __8  ' 

<r3m  2n  4 

_ j2  _* 

x 8y  4 


x^z" 


Pasar 

los  factores 

literates  del 

numerador  al  denominador: 

1. 

a2 
b 2 

. «-!*-* 

4.  

, 3 

7.  m'3. 
5 

10. 

2 

a 3b3c~2. 

2 

i 

2. 

3x_1 

y2  * 

5. 

7 

8 3 a-26* 

c4 

11. 

3x_1y  2 

y3 

i 

1 

3. 

4mn2 

X3 

6.  — . 
5y2 

/ 

1 

9.  x 2y2. 

12. 

2m-2n2 

1) 

Pasar 

los  factores 

literales  del 

denominador  al  numerador: 

13. 

2 

15  X2y 

17  3a° 

19. 

w 2m2 

a 

1U»  . 

y-2 

3 

7x~5y  4 

i 

3m“3n  4 

14. 

3 a 

16  4 

18  - 1 

20. 

a8 

V2 

1- 
x"  2)!2 

r 

a *b  8 

i* 

x2y  2 

Expresar  sin  denominador: 
3a263 


21. 


a_1x 


22. 


3xy2z8 

x_1y~2z~3 


23. 


m~2n-'x  2 


m-4n-5x- 2 
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372  EJERCICIOS  SOBRE  EXPRESIONES  CON  EXPONENTES 


CERO,  NEGATIVOS  0 FRACCIONARIOS 

_3 

i a 4 

( 1 ) Expresar  — - con  signo  radical  y exponentes  positivos. 


Ejemplos 


— r = aV  = ^o*  V7. 


R. 


(2)  Expresar  - — ■ — — con  exponentes  fraccionarios  positivos. 


2 S 

y a 5 a 5 X* 

8 ” S 

3^x5  3x  2 3a3 


R. 


(3)  Hallar  el  valor  de  1253. 

j? 

1 253  = v 1 252  = ^ (53)2  = 52  = 25.  R. 

De  & (53)2  pasamos  a 52  porque  el  exponente  3 y la  raiz  cubica  se  destruyen. 


(4)  Hallar  el  valor  de 
1 


dr- 


4 \ — 5. 

2 — . 


(-,) 


vwvw  ay  i 


24£ 


32 


Vease  que  los  exponentes  2 y la  raiz  cuadrada  se  destruyen. 
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Expresar  con 

signo  radical  y exponentes 

positivos: 

i 

2 3 

-A 

1.  x" 

5.  2m  bn*. 

8. 

3a  2 

l 

i 

2. 

X4 

J_  2_ 

6.  1 

a 2b'A 

i ‘ 

i 

4x3 

9. 

a 2 

5 1 

3.  5 a'b~*. 

4a2 

3 

2 3 4 

4 3v‘ 

y5 

7.  * 

10. 

x 3y5z  7. 

1 

_ J2  ' 

X 2 

y 3 

11. 

x 2m-’An 
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Expresar  con  exponentes 


16.  Var*. 

19. 

17.  2\/x-V- 

2 

a3 

18.  -= 
Vx-5 

20. 

21. 

Hallar  el  valor  de: 

3 fi 


28.  162. 
2 

32-  (t )#* 

26.  83. 

1 

3 

33-  (i)'T 

27.  814. 

e 

to 

00 

wl 

1 

2 

29.  (-27) ». 

- (5)^ 

2 

30.  (-32)t. 

_ 1 

3 

35.  ( 11 ) . 

31.  49'  2. 

' 243  7 

3>S/m2 

22  1 

5'y»Ff' 

' vOT-« ' 

2 

8 

a^YF- 8. 

rt0  3x  3 
23.  — — . 

V^jr7 

x2Vx~1. 

24.  V m-ly  n~3 

2 

3 

36-  (-J 

)T 

».  (sj)  ’■ 

37.  -1 

g-3 

«•  (5s)  ‘ 

5 

2 3 

33'  (5)' 

4 

42.  8TX42. 

5 1 

o 

43.  92  X 27’ 8. 

33'  (-5 

)‘f 

1 3 

44.  243  5 X 1287. 

;373)  VALOR  NUMERICO  DE  EXPRESIONES  ALGEBRAICAS  CON 
EXPONENTES  CERO,  NEGATIVOS  0 FRACCIONARIOS 


Ejemplos 


L 1 

( 1 ) Valor  numerico  de  a~2b  + a2b4  -f  x°  para  0 = 4,  b = 16,  x = 3. 


Sustituyendo  las  letras  por  sus  valores,  tendremos: 

JL  1 

4-2.16  + 42.164  + 3°. 

Ahora,  el  exponente  negativo  lo  hacemos  positivo,  los  exponentes  fraccio- 
narios  los  convertimos  en  rafces  y tenlendo  presente  que  toda  cantidad  ele- 
vada  a cero  equivale  a 1,  tendremos: 

-—.16  -h  VT-S/T?  -h  1 =1  + 2.VJ2*]8+1  =1  + 2.23  + l = 1 +16 -hi  =18.  R. 


(2) 


i 


3 -1  a~3b8  1 

Valor  numerico  de  — — -hx  5y° f - — — para 

_I1  2 bW 

a 2b8 


a =4,  b = 8,  x = 32,  y = 7. 
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Sustituyendo,  tendremos: 


3 

L 

1 3 

4 *.8t 


a 

32  5.7°  — 


2 

4*. 8*  1 

2 8°.'$''32I 


Ahora  hacemos  positivos  los  exponentes  negativos: 

i_ 

3.4*  7°  8*  1 

1 ' ~ 2.4s  8°. '$''32*  ‘ 

8*  32s 


Los  exponentes  fraccionarios  los  convertimos  en  rolces  y recordondo  que  toda 
cantidad  elevada  a cero  equivale  a 1,  tendremos: 

3.^  _i i_ 

^ ^32»  2.64 

3.2  1 2 1 

VW  2 . 64 

6_  J_  j_  _L 

~ 2*  ¥ 64  2* 


_3  1__L  _L_  £ 

2 8 ' 64  16  '64’ 


EJERCICIO  222 


Hallar  el  valor  numerico  de: 

1.  a 2 4-  axb2  4-  x°  para  a = 3,  fc  = 4. 

2.  3x  2 4-  x2^-3  4-  x°y3  para  x = 4,  y = 1. 

a-4  ±-JL 

3.  2a~*b  -f  — 4*  a2b  4 para  a = 4,  b =.  16. 


*T  _±__±  x 

4.  — 2+x  ^ 3 — x°y°  4-  — para  x = 16,  y = 8. 

yT 

x0  <y~3 

5 h h 2x°  4-  x4y-2  para  x = 81,  y = 3. 

x-1  y°  7 


i i 


i i 


6.  a2x3  4-  a 2x  3H - h 3x°  para  a = 16,  x = 8. 


a *x 


4*1 


— 4-3<r*62<r3-- 
b1 


a~ 

i 

b2(rx 


4-  b4  4-  c°  para  a = 3,  b = 16,  c = 2. 


7. 


TEORIA  DE  LOS  EXPONENTES  £ 4Q9 


8. 


9. 


X0  £ I x-2 

— 4-x3-y54-  — 4-y°  para  x = 8,  y = 32. 


.4  i 


1 4*  a°b  — <Y~a  b 5 para  a = 21,  b = 243. 

b 5 cl 


374  MULTI  PLICACION  DE  MONOMIOS  CON  EXPONENTES 
- NEGATIVOS  Y FRACCIONARIOS 

La  Ley  de  los  exponentes  en  la  multiplicacidn,  que  nos  dice  que  para 
multiplicar  potencias  de  la  misma  base  se  suman  los  exponentes  es  general, 
y se  aplica  igualmente  cuando  las  cantidades  que  se  multiplican  tienen 
exponentes  negativos  o fraccionarios. 

(1)  0-4X0  =0-4+1  — a-3. 

(2)  0 3 X a 3=  03+ (-5)  = 0)  5=  O'2. 

(3)  o -1X0  2 =ai2  = a-8. 

(4)  03  Xa-3=a:<3  =ao=l. 

2.  3 13  Jt 

(5)  02  X 04  =02*7  = o4. 


Ejemplos 


EJERCICIO  223 

Multiplicar: 


3 1 

( 6 ) a i x o = 


a 1 

~—4- 

O 1 : 


1. 

X2 

por 

X"8. 

7. 

1.  8 

3m5  por  m 5. 

13. 

1 

X~Y 

por 

1 

x~2y  2. 

2. 

a~2 

por 

a -3. 

8. 

3 

2 a4  por  a 

1 

2 

14. 

1 

3 a2b2 

por 

1 

2 a~2b  2. 

3. 

X3 

1 

por 

X"8. 

0. 

x"2  por  x 

1 

8# 

15. 

azbl 
1 3 

por 

a~2b~2. 
1 1 

4. 

a 2 

por 

a. 

10. 

3 n2  por  n 

2 

’ 8# 

.16. 

a 2b4 

por 

a2b4. 

1 

1 

2 1 

1 

i 2 

B. 

X2 

3 

por 

X4. 

1 

11. 

4 a~2  por  a 

1 

~T 

17. 

m 3n3  por  m 3n3. 
8 

6. 

a4 

por 

a4. 

12. 

a~xlr2  por 

ab 2. 

18. 

2a-‘fc4 

por 

ab~2. 

375  MULTI  PLICACION  DE  POLINOMIOS  CON  EXPONENTES 
— NEGATIVOS  Y FRACCIONARIOS 


Ejemplos 


1_  1_ 

’ 2 . 


X y * 4-  y-1. 


( 1 ) Multiplicar  2x_1  4*  3x  2y  2 4-  y~l  por  x-1 

Los  polinomios  estan  ordenados  en  orden  ascendente 
con  relacion  a x porque  el  exponente  de  x en  el  segun- 

do  termino es  mayor  que  el  exponente  de  x en  el  primer  termino  — 1 

2.  1 

y el  tercer  termino  y’1  equivale  a x°y_1  y 0 es  mayor  que  — 
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1  t 

Tendremos:  2x~l  4 3x  2y  2 4-  y~l 
_ 2 _ 1 

x"1  — x 2y  2 4-  y1 

3 I 

2x-2  -f  3x  2y~ 2 -h  x-V1 

£ 1 i £ 

- 2x“  V2  - 3x  V ~ x2y2 

_2_2 

2xly-1  4-  3x  2y  2 4*  y"2. 

£.1  2 2 

2x  8 I x Jy  8 R. 

1 2 1 _2 
(2)  Multiplicar  ob'1  - a3b  + o3  por  a3b“3  — b 2 — a 3b  2 

Ordenando  en  orden  descendente  con  relacion  a la  a,  tendremos: 

2 2 

ab_1  4-  o3  — a3b 

2 i_ 

a3b-3  _ fc-2  _ Q"  3b-l 

± 1 

a3b“4  + ob-3  — a3b-2 

JL  1 

— * ab-3  — o8b-2  + o¥ 

_2  2 

— a3b"2  — a3b"1  -f  1 

2 ^ 

a3b  4 -3 aV-  4-1.  R. 

El  1 ultimo  se  obtiene  porque  el  producto 

2 i 

( — a3b ) X ( — a"  3b_1 ) = a°b°  = 1 X 1 =1. 


» EJERCICIO  224 


Multiplicar,  ordenando  previamente: 


1.  a~4+2+3a  2 por  a*4— a 2 41. 

2.  x2— 14-x~2  por  x2-t-2— x 2. 

2 2 2 I 

3.  x+x8+2x8  por  x34x  3— 2. 


2 2 2 2 _I 

4.  2nA— a242«4  por  a4-a  44l. 

2 - 2 _ 2 _ 2 

5.  a3— 242a  3 por  34«  3— 4 a 3. 

2 2 2 2_  _ 2 

6.  x442x4— x 4 por  x2— 24x  2. 


7.  a2b-14a4b  por  a_2b"24a"4— a’*b~l. 

8.  x^-Hx-y+^V  Por  x~ytt— x~f,y_4+x"3)?'2. 

2 2-1  1 _2 

9.  a4^_34-a46~2— a 46_1  por  a2^1— 2+3a  2b. 

2 _2  _ 1 _2 

10.  tf_142«  2b  242b  1 por  a1— a 2b  24 b~l. 

3  1 1 3 1 1 
4x2— x2y2— x2y24xy  por  x24y2. 


11. 
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}_  1 1 1 11  11 

12.  x— 2a3x3+a3x3— 3a  por  x3H-2a3x-f  3a3x3. 

13.  5a2+4— 3a— 2a*1  por  3a— 5a_1-b2. 


14.  2x— 3-hx_1+4x-2  por  x_1— 2x"2-fx-8. 

11  -1-1  11  _ 2 

15.  m—  m2n2+n— m 2n2  por  rrc2+n2+m  2n. 

1 _ 2 JL  1.  - 1 

16.  a5— a 5+2aB  por  a5— 2— a 5. 

2.  1 1.1 

17.  m-b3m3-f-2m3  por  2—2 m 3+2 m 8. 

-11  -1  li  -11  _ 2 _2_2_ 

18.  x 4y2+3x  4y-x*y2  por  x 4y2-3x  4-x  *y  2. 

19.  x^^-bSx3^-3^- 2x4)r5  por  x_3y3— x-^-l-Sx"1^”1. 

1_  1 2 1-1  22 

20.  a 3b2H-2a  $b—a~2b 2 por  3a36  2+l+a  362. 

376  DIVISION  DE  MONOMIOS  CON  EXPONENTES 
NEGATIVOS  Y FRACCIONARIOS 

La  Ley  de  los  exponentes  en  la  divisidn,  que  nos  dice  que  para  divi- 
dir  potencias  de  la  misma  base  se  resta  el  exponente  del  divisor  del  expo- 
nente  del  dividendo,  se  aplica  igualmente  cuando  los  exponentes  de  las 
cantidades  que  se  dividen  son  negativos  o fraccionarios. 


Ejemplos 


(1)  a 1 a ~ = a ’ = a"3. 

(2)  a-’  aW  — a2fl  = a3. 

( 3)  a'3  a ‘ = a*  ( a-3+5=  a2. 


1 1 

(4)  a2  -f  a4— 

(5)  a a — 

-1  2 

(6)  a 4 -o  = 


0 

1 - 

a 


i 


» EJERCICIO  225 

Dividir: 

1.  a2  entre  a-2. 

2.  x"3  entre  x2. 

^ i_ 

3 m2  entre  m 4. 
4.  a2  entre  a6. 

5-  x"3  entre  x~7. 

i 

6.  a2  entre  a. 

1 -1 

7.  x 3 entre  x 3 


2 2 

8.  a5  entre  a B. 

-1  2 

9.  m 4 entre  m2. 

_i^ 

10.  a8  entre  a. 

2 2 

11.  4xB  entre  2x  2 

j_ 

12.  a-3  entre  a 4. 

13.  x~2y~l  entre  x~zy~2. 


14.  a263  entre  ab. 

15.  a2b~ 3 entre  a1^. 

2_  2 _ 2 

16.  x 2y  8 entre  x ^y*1. 

2 2 2 2 

17.  m4n  4 entre  m 2n*. 

1 _2 

18.  Sx'2)?5  entre  4xy  5. 

2 _2 

19.  a36  entre  a 46~3. 

20.  x~4y"5  entre  x2y~l. 
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377  DIVISION  DE  POLINOMIOS  CON  EXPONENTES 
NEGATIVOS  Y FRACCIONARIOS 


Ejemplos 


( 1 ) Dividir  a_1b"3  — 2 ab"5  + a3b-7  entre  a2b'2  — 2a:ib  3 + o4b'4. 


Dividendo  y divisor  estan  ordenados  en  orden  ascendente  con  relacion  a la  a. 
Tendremos: 


cf  1b"3  -2  ab*5  + a3b-7 

— a~lb~3  + 2b  4 — ab~5 


2b“4  — 3ab~5 
- 2b~4  + 4ab'5  - 2a2b"6 


ab- 5 - 2a2b"°  + o3b  7 
- ab-5  + 2a2b~6  — o3b~7 


o2b  2 - 2a3b-3  + a4b"4 

a 3b“l  -4-  2 a 2b  2 + a lb  3 R 


Al  dividir  2b"4  entre  a2b~2  como  en  el  dividendo  no  hay  a y en  el  divisor  hay 
a2  debe  tenerse  presente  que  2b"4  equivale  a 2 o°b"4  y dividiendo  esta  can- 
tidad  entre  a2b“2  tenemos: 

2o°b"4  a2b"2  = 2a°‘2b‘4*2  = 2a-2b"2 

que  es  el  segundo  termino  del  cociente. 

-JL  -i  J_  _ 

( 2 ) Dividir  4x  + 11  — x 2 + 7x2  -f  3x_l  entre  4x2  — 1 + x 2 

Ordenando  en  orden  descendente  con  relacion  a la  x,  tenemos: 

JL  1 1 i_ 

4x  + 7x2  + 11-  x 2 + 3x_1  4x2  — 1 -f  x 2 

1 i 7 

- 4x+  x2-  1 xi  |-2  + 3*  * R. 

jL  j_ 

8x2  -MO  — x'2 
— 8x2  -f  2 — 2x  2 


1 2 — 3x  2 -f  3x-1 

i_ 

— 1 2 4-  3x~  2-3x^ 


jl_ 

Al  efectuar  la  division  de  12  entre  4x2  podemos  considerar  que  12  tiene  x° 

I o 1 o-  - - — 

y tendremos:  12-Mx2  = 12x  -r*  4x2  = 3x  2 = 3x  2. 

O sea  que  si  en  el  divisor  hay  una  letra  que  no  la  hay  en  el  dividendo,  esa 
letra  aparece  en  el  cociente  con  su  exponente  con  el  signo  cambiado. 

m-  EJERCICIO  226 

Dividir,  ordenando  previamente: 

1.  x-8+x"2+2x"6-f2  entre  x"4-*x"24-l. 

11  11 

2.  a3— 2n3+l  entre  fl+a342tf3. 

3.  m4-fm2— 2+3m"2— m"4  entre  m2— 1+ml 
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L — 2.  1.  L 

4.  2x— x2-fx4-f3x4— 2 entre  x4— x 4-fl. 

_2  __4  ^ _ 4_ 

5.  3ra3— 5-flOra  3— 8m~2  entre  3-fra  8— 4m  3. 

_d  j_  2.  _ _L  _1  _± 

6.  a4— 4a4-f  4a  4— a 4 entre  a2-  2-fa  2. 

7.  4x~3— x~3— 7x*4-f  9x~2— 7x_1-f2  entre  4x_2-fx-1—3-f2x. 

8.  a"126-n4-a_86-7-fa"46-3  entre  a~7fc-6— a_56~4+a-3/.r2. 

9.  m_4?7-fm~27rl-f ?r3  entre  m'4fm*2n'2- m^rr1. 

10.  15a3— 19a+a2+17— 24a'1+10a"2  entre  3a*f2— 5a*1. 

i.  .1  _JL  A _i_ 

11.  a4£r4— a46  3-f5a  46~1— 3a  4 entre  a2b  l— 2-f3a  2b. 

_A_A  _i__l 

12  x_2-fx  2y  2-fx~J)r1-f2)r2  entre  xl— x ,2y  2+y~l. 

_i_  _ i i_  _ j_ 

13.  w— 6m5-fm  5 entre  m5-f2m3— in  6. 

i_  2_  -.1 

14.  2x+4x  3-f24-4x3  entre  x+3x3+2x3. 

1 i.  i.  1 J. 

15-  4x2-f3x2y2— x2^2  entre  x2+y2. 

_7  A i.  21  4 A -!JL 

16.  x3— 7ax3— 3a3x— 9a3x3  entre  x3-f2a3x-f3a3x3. 

AAA  1 All 

17.  a2-\-a2b—b2—a-lb‘2  entre  a2-f/?2-fa  2b. 

_ A A _ A A A 

18.  w~2n2— llm_,n-fl  eritre  m 4n2+3m  4n— ra4n2. 

19.  x 1y2+4+13x2y“4-f6x3y  e entre  x3y3— x^-fSx^y1. 

-A  AAA  A A _AA 

20.  3-f7a  3fr2-fa-2b2— a 2b'2  entre  3a3b  2+l+a  362. 


POTENCIAS  DE  MONOMIOS  CON  EXPONENTES 
NEGATIVOS  0 FRACCIONARIOS 


La  regia  establecida  anteriormente  (344)  para  elevar  un  monomio  a 
una  potencia  se  aplica  igualmente  en  el  caso  que  las  letras  del  monomio 
esten  afectadas  de  exponentes  negativos  o fraccionarios. 


Ejemplos 


(1)  fer2  Y = a ®”3  = a-®. 


q\* 

2 

(2)  ( 

a2  ! = a 

d 

II 

,?b 

II 

i 

LiV  S 

« 3 

(3)  1 

P 4 / = o 4 

= a*  = a 2. 

(4) 

( 2a,b3  ) 

= 8o  1 ' b =8o-3b. 
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EJERCICIO  227 

Hallar  el  valor  de: 


1.  (0-1)’. 

2.  (o-’fe-i)8. 

3.  ur. 


(,*)’ 

7.  * 

L-jy. 

10.  • 

(**)* 

(.*)*. 

8.  1 

ww 

11.  < 

Cwfc-8) 

U)‘. 

9. 

(fl-36-1)4. 

12.  * 

(2m  2w 

4. 

5. 

6. 


i379j  POTENCIAS  DE  POLINOMIOS  CON  EXPONENTES 
NEGATIVOS  Y FRACCIONARIOS 

Aplicaremos  las  reglas  estudiadas  para  elevar  un  binomio  a una  po- 
tencia  cualquiera  y un  polinomio  al  cuadrado  o al  cubo,a  casos  en  que 
haya  exponentes  negativos  y fraccionarios. 


Ejemplos 


(1)  Desarrollar  ( 3a'3  -f  b 2 )2 


(,3a-3  + fa'2 ) = (3o-3  ) - 2 (3o-3  ) (b  * ) + (fa  2 ) » 9o  ' 60  b b R. 

(x8-4y-2)  . 


( 2)  Desarrollar 


(,Wr=  («?)"  3(?)V)  s(?) (<r* ) - (4 ,-J 

A 2 

= x'J  - 12xV“2  4*  48xy4  - 64y  « R. 

( 3)  Desarrollar  (a~3-v&)8: 

Convirtiendo  la  raiz  en  exponente  fraccionario  y aplicando  la  formula  del 
Binomio  de  Newton,  tendremos: 

= (il-b*) 

-(;*)*  ,W)  ,oO WY 

Hi  8 1 43  2 

= o'  T-  5a  3b‘-  + 1 0a  -fa  - 1 Oo  -‘fa-  + 5a  3b2  - fa1'  R. 
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l4  ) Elevar  al  cuadrado  x4  — x4  4 x 4. 

Aplicando  la  regia  del  numero  (347),  tenemos: 

(x4-x4  + x 4)’  = (x4)*  + (-X~)  +(*’*) 


+ 2 (x4 ) ( -X4)  -f  2 ( x4  ) (x'4)  +2(-x4)  (x4) 


A 1 _ JL  i. 

= x2  + x2  -f  x 2 — 2x  4-  2x2  — 2 

JL  JL  i 

= x1  - 2x  + 3x2 -2  + x * R. 


JL  _ i 

(5)  Elevar  al  cubo  a3  — 2 4*  a 3. 


Aplicando  la  regia  del  numero  (348),  tendremos: 

(0i)*+  (_,y+  (.-!)•+, U),(-1)+,U)*(.-i) 


(-2)  (o>)  + 3 ( — 2 ) (a  *)  + 3(0  * ^ ^ o3  ) 

(.-iy(->)+<0)  (-*)(.-» 


4 3 

4-  3 

4 1 JL  1 1 -L 

= a - 8 4 a'1  - 6a3~ 4-  3a3  4 12a3  4 12a  3 4 3a"  3 - 60  3 - 12 

11  11 
— a - 6a 3 4 15a3  - 20  4 15a  3 - 6a  * 4a1.  R. 


EJERCICIO  228 

Desarrollar: 

• wy. 


1.  \ «24b 


2.  (x4— y3)  • 

3.  (m"*+2ro)  • 

4.  (<r2fc3-a3fc-2)2. 

5.  (a-4-3b‘4)  • 

6.  (<r2+v^)2. 

7.  (3/x3— y*  2)  • 


9.  (aU)8 


10. 

(^-ay-1)3. 

19. 

(x-3+^)5. 

/ 4 , -4V 

20. 

(a-2+3a->+2)2. 

11. 

\7rc3+4tt  -/  • 

/ 1 J.  i’ 

/ _±\3 

21. 

\x2— x4+2x  4. 

12. 

Ua-4-3k  2 / • 

/I  1\2 

13. 

(\TS-^)3. 

22. 

Va  2+3+a2/  • 

/ 3 1 

(i  3v 

23. 

\m42m4— 3mL> 

14. 

\a'-+fc3/  • 

/ 1 1 

/ --V 

24. 

3— 24a  : 

15. 

\x-2-y  3J  • 

( 1 IV 

/ 1 _i\5 

25. 

\x*+X*-l)  • 

\2  16. 

\ x:i+y  4,>  • 

/ 1 ~iy 

>■  17. 

(n/7?T— 

26. 

\fl3~24a  3/  • 

( 1 11 

18. 

(a-— 2 Vm)11. 

27. 

\ m°+2m34w2 

0- 
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RAICES  DE  POLINOMIOS  CON  EXPONENTES 
NEGATIVOS  O FRACCIONARIOS 


JL  j_  JL  i_ 

Hollar  la  raiz  cuadrada  de  a — 2 a4  — 4 4-  4a  2 4-  4a4  4*  a2. 


Ordenando  el  polinomio  y aplicando  la  misma  regia  establecida  en  el  numero 
(363),  tendremos: 


m-  EJERCICIO  229 


Hallar  la  raiz  cuadrada  de: 
1.  x 44-13x  244)X-3+44-12x-1. 


7_  2 JL 

4.  a2+4a4— 2a2—  12a44-9a. 


2. 

3. 


i i 


4_  2_  2, 

9a34-25a3— 6a4-16— 8a3. 


2 2 2 J_  J_  2^ 

6.  m7?  8— 4m2n  84-G— 4m  ^-hm1??3. 

£ 2 2.  JL 

6.  a5~8aR4- 1 Otf 5 4- 24a  R4-9. 


Hallar  la  raiz  cubica  de: 


7. 


3 

a-8— 6a  2-f21a~2— 44a  24-63a~1— 54a 


JL 

24-27. 


2 2 1 _ 1 

8 x2— 6x3+ 15x3— 204-  15x~  3-6x  34-x  2. 

2.  L.  L 

9.  a24-3a4-5a4+3a4-l. 


(381)  RAIZ  CUADRADA  DE  UN  POLINOMIO  CON  TERMINOS 
FRACCIONARIOS  USANDO  LA  FORMA  DE 
EXPONENTES  NEGATIVOS 


El  uso  de  los  exponcntes  negatives  nos  evita  tenet  t|iie  trabajar  con 
fracciones  algebraicas  al  extraer  una  rafz  a polinomios  con  terminos  frac- 
cionarios. 
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Ejemplo 


Hollar  la  raiz  cuadrada  de 


4a*  80 


+ 16- 


12* 

a a* 


Pasando  los  factores  literales  de  los  denominadores  a los  numerodores  cambidn 
doles  el  signo  a sus  exponentes  (370),  tendremos: 

4a2x'2  — 8ax_1  + 16  — 12a**x  + 9a"2x2. 

Ahora  extraemos  la  raiz  cuadrada  de  este  polinomio: 


V 4aV2  - 8ax_1  +16  1 2q-,x  t 9aV 

2ox->  - 2 + 3a-‘x 

— 4o2x'2 

1 4ax_1  2 ) ( ■ 2 1 = — 8ax-1  + 4 

— 8ax_1  +16 

8ax~’  — 4 

(4ax‘l  4 t Sa^xlSa^x 

12  -12a-»x  + 9a*2x2 

= 12  — 12a_1x  -f  9o"2x2. 

-12  +12o'x  -9a-2x2 

m-  EJERCICIO  230 

Extraer  ia  raiz  cuadrada  de  los  fxdinomios  siguicnics  pasando  los  factores 
literales  de  los  denominadores  a los  numcradores: 


a‘  2x  1 2 a x- 

1.  — — — + 2 H . 

x-  3n  9 3*  «2 

„ , , 2 4 4 1 

2.  X2  — 4 4 1 - + — 


25  20  4 

3-  a*  — 10a  + 4 + — H — 


5. 


4x2 
25y2 

«*  2as  as  2 ax 


6.  _ + _ + __r__2  + : 


3x 


50  25 

7.  9m4  + 30m2  + 55  H h * — . 


m' 


30  9 

b* 

t 

m2  m* 

a 4 6«2 

10.  — + — + 7- 

y 2x  25y2 

b -*  b -* 

X 5y+  9x2 

s,  * V , ,o 

4 n2b2  2 ah  21  Ixy  49x2y2 
‘ 49x^2  ~Txy  + 20~'EaT>  + 


a 4 a2  4 bz  b 3 

9.  r + 6-T  + T. 

a* 

(Ur2  J_ 
a2  a*b4 
i 


x- 


y 3 


Sx  2 1 

— t+t 

ys  xy* 


HOIIHA  O At  DON  •• 


\GUSTIN-LOUIS  CAUCHY  (1789-1857)  Matemi- 
rico  francos.  Su  vida  estuvo  sometida  a los  axares 
de  las  revoluciones  y contrarrevoluciones  que  prima- 
ron  en  su  tiempo.  Legitimista  convencido,  no  acepta 
el  cargo  en  la  Academia  para  no  tener  que  jurar  ante 


la  Revolucidn.  Fue  profesor  de  matematicas  en  Turin. 
Fue  uno  de  los  precursors  de  la  corriente  rigorista  en 
esta  discipline.  Comenxo  la  creacion  sistematica  de  la 
teoria  de  los  grupos,  tan  imprescindible  en  la  mate- 
mitica  modema.  Dio  una  definicion  de  las  funciones. 


CAPITULO  XXXI 


RADICALES 


>'382}  RADICAL,  en  general,  es  toda  rafz  indicada  de  una  cantidad. 

Si  una  rafz  indicada  es  exacta,  tenemos  una  cantidad  racional,  y si  no 
lo  es,  irracional. 

Asf,  Via*  es  una  cantidad  racional  y Vita  es  una  cantidad  irracional. 


Las  rafces  indicadas  inexactas  o cantidades  irracionales  son  los  radica- 
ls propiamente  dichos. 

El  grado  de  un  radical  es  el  fndice  de  la  rafz.  Asf,  Vx  es  un  radical 
de  segundo  grado,  VSa  es  un  radical  de  tercer  grado. 


( 383 |)  RADICALES  SEMEJANTES  son  radicales  del  mismo  grado  y que  tie- 
nen  la  misma  cantidad  subradical. 


Asf,  2 VS,  5 VS  y \ VS  son  radicales  semejantes;  2 VS  y 5 V2  no  son 
semejantes. 


REDUCCICN  DE  RADICALES 


384  REDUCIR  UN  RADICAL  es  cambiar  su  forma  sin  cambiar  su  valor. 
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I.  SIMPLIFICACION  DE  RADICALES 


RADICALES  £ 4 | 9 


385 1 SIMPLIFICAR  UN  RADICAL  es  reducirlo  a su  mis  simple  expresion. 

Un  radical  esti  reducido  a su  mas  simple  expresidn  cuando  la  canti- 
dad  subradical  es  entera  y del  menor  grado  posible. 

Para  simplificar  radicales  debe  tenerse  muy  pre- 
sente (361)  que  para  extraer  una  rai'z  a un  producto 
se  extrae  dicha  raiz  a cada  uno  de  sus  factores,  o sea, 

En  la  simplificacidn  de  radicales  consideraremos  los  dos  casos  si- 
guientes: 


YEUE=YE.  YU.  YE. 


CASO  I 

Cuando  la  cantidad  subradical  contiene  factores  cuyo  exponente  es 
divisible  por  el  indice. 

(1  ) Simplificar  V 9a3. 

'/~9a 8 =vH 32.o2.o  = v 3s y a2 . a = 3o  ' a . R. 

2 V75xV- 

2 75xV  = 2 3.5i.x*.y*.y=2^r52.  x*.  y‘.  3y 

= 2.5.x2.y2.v  3y=10x2y2v  3y.  R. 

En  la  practica  no  se  indican  las  raices,  sino  que  una  vez  arreglados  los  factores 
de  la  cantidad  subradical,  aquellos  cuyo  exponente  sea  divisibe  por  el  Indice , 
se  sacan  del  radical  dividiendo  su  exponente  por  el  Indice. 

(3)  Simplificar  ^ V 49x3y*. 

i 49x3y7  = ~Yy^mX2mx.ye.y  = j X 7xy8  xy=w  v xy.  R. 

(4)  Simplificar  4 y/250a*b*. 

4 250a3b8  = 4 2.53.a8rb?.b2  = 4.5ob2  2b2  = : . R. 

(5)  Simplificar  | ^ 32 mn8. 

\Y 3W  = | n/24 . 2mn8  = ? X 2n2 ^ 2m  = 3n- . R. 

(6)  Simplificar  V 4a4  — 8a3b. 

\/  4a4-  8a3b  = 7 4a8  ( a - 2b  j = 22 .a2.a(a-  2b)  =(2a)  ^a2  - 2a b . R. 

(7)  Simplificar  V 3x2  — 12x  4- 12. 

v/  3x2-12x  + 12  = v7  3 ( x2  — 4x  + 4)  = \/3(x  -2)2  = (x  - 2 I VT.  R. 


Ejemplos 


(2)  Simplificar 


» EJERCICIO  231 

Simplificar: 

l.  VTs.  3. 

2-  3v^48.  4.  -is/128. 


5.  2^243. 

6.  \^50 a*b. 


7.  3V81xY. 

8.  — Vl08aBi>7. 
2 


9-  - V 125  wh6. 

5 

10.  2a  V 44fl3fc7c9. 
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11. 

2^16xy. 

17.  2 xy<y  128x2yH. 

22. 

V 3a862— 3a2b2. 

12. 

18.  — V 27asmT 

3a 

23- 

V 8x2y4+16xy4. 

13. 

5a  ^ 160x7y9z13. 

19.  -</liT5a*b. 

24. 

V2x2— 4xy+2y2. 

14. 

5i 

25. 

V (a-ftKa^-b4). 

18. 

3^/5x8),uzi« 

20.  -v81a46. 

26. 

>/  2atfT->+4amn+2an2. 

16. 

|^32xy». 

21.  V 9«+186. 

27. 

V9a»-36a2+36a. 

(8)  Simplificar 


Cuando  la  cantidad  subradical  es  una  fraccion  y el  denominador  es  irracio- 
nal  hay  que  multiplicar  ambos  terminos  de  la  fraccion  por  la  cantidad  neceso- 
ria  para  que  el  denominador  tenga  raiz  exacta.  Asi, 


m-  EJERCICIO  232 

Simplificar: 


CASO  II 

Cuando  los  factores  de  la  cantidad  subradical  y el  indice  tienen  un 
divisor  comun. 


( 1)  Simplificar  'SfAc?. 

2 2 l x 

VAa 2 = < 22 . a2  — 24 . a4  = 22 . a2  = V‘2c;  R. 

Lo  que  se  hace,  practicamente,  es  dividir  el  indice  y los  exponentes  de  los  foe - 
tores  por  su  divisor  comun  2. 

( 2)  Simplificar  'fyr9a2x 2. 

2 2 2 111 

V9rfx*  = V32.q2x2  = 36.a°.xe  = 33.a8.x8  = R 

Lo  que  hemos  hecho,  practicamente,  es  dividir  el  indice  6 y los  exponentes  de 
los  factores  entre  2. 


Ejemplos 
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( 3)  Simplifies  v' 27x3y6. 

\/  27xsy‘*  = ^3 3 . x3 . ya  = ^ 3xy2.  R. 

Hemos  dividido  el  fndice  15  y los  exponentes  de  los  factores  por  3. 


EJERCICIO 
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Simplificar: 

1-  #9. 

4. 

Vl6. 

7-  5 ^ 49a2*4. 

10. 

y/  64m8n18. 

2.  Yl 

5. 

3^64. 

8.  ^81x4yfi. 

11. 

'V  343a9x12 

3-  V27. 

6- 

•y  25a2b2. 

9.  v'32x'°)i15. 

12. 

y/  m107215x20. 

INTRODUCCION 

DE  CANTIDADES 

BAJO  EL  SIGNO  RADICAL 


(3 86)  Esta  operacidn  es  inversa  a la  simplification  de  radicales. 

Para  introducir  .1  coeficiente  de  un  radical  bajo  el  signo  radical  se 
eleva  dicho  coeficiente  a la  potencia  que  indique  el  indice  del  radical. 


Ejemplos 


( 1 ) Introducir  el  coeficiente  de  2 \f~a  bajo  el  signo  radical. 

2 v^a  = >/ 22 . a = \f4o,  R. 


Cuando  el  coeficiente  de  un  radical  es  1 el  radical  es  enter o.  Asi,  VTa  es 
un  radical  entero. 


(2  ) Hacer  entero  el  radical  3a2  ^ o2b. 


3cr  ^^=^13^7^6  = R. 

(3  ) Hacer  entero  (1  — a K / ^ 

V 1 -o 

[ ' Vii  -~oTI7i:;-|=  vrr-TR. 

v 1 — a v 1 — a 
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Hacer  enteros  los  radicales: 


i. 

27J. 

4-  i^2. 

7-  ab2'tfa?b. 

10. 

ia+b>V„+b- 

2. 

3\/5. 

5.  3a\Z2a*. 

8.  4 m 7 2m-. 

11. 

<'+1>v^r 

3. 

5a\Ab. 

6-  5x2yVS. 

9*  2a^  8abs. 

12. 
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HI.  REDUCCION  DE  RADICALES  AL  MINIMO  COMUN  INDICE 


387  Esta  operacibn  tiene  por  objeto  convertir  radicales  de  distinto  fndice 
en  radicales  equivalentes  que  tengan  el  mismo  indice.  Para  ello,  se 
aplica  la  siguiente: 


REGLA 

Se  halla  el  m.  c.  m.  de  los  indices,  que  ser£  el  indice  comun,  y se  eleva 
cada  cantidad  subradical  a la  potencia  que  resulta  de  dividir  el  indice 
comun  entre  el  indice  de  su  radical. 


(1  ) Reducir  al  minimo  comun  indice  ^5, 

El  m.  c.  m.  de  los  indices  2,  3 y 4 es  12.  Este  es  el  indi- 
ce  comun.  Tendremos: 

v^3  = \/33=  729 

1/5  = ^=  625 

1*  , 

</2  = = v 8 R. 

Dividimos  el  Indice  comun  12  entre  el  indice  de  \77j  que  es  2,  nos  da  de 
cociente  6 y elevamos  la  cantidad  subradical  3 a la  sexta  potencia;  dividimos 
12^3  = 4 y elevamos  la  cantidad  subradical  5 a la  cuarta  potencia;  divi- 
dimos 12-S-4  = 3 y elevamos  la  cantidad  subradical  2 al  cubo. 

Los  radicales  obtenidos  son  equivalentes  a los  radicales  dados.  En  efecto: 
Expresando  los  radicales  con  exponentes  fraccionarios  y reduciendo  estos  ex- 
ponentes  fraccionarios  al  minimo  comun  denominador,  tenemos: 

i 19 

y/3  = 32  = 312  = y/2P  = 729 

± *_  u u,  - 

■i/5  = 5»  = = vA?  = 625 

^ l*  1-V — 

</2  = 24  = 212  = \f2*  = v 8 


Ejemplos 


(2)  Reducir  al  minimo  comun  indice  \/7a,  n/  3 a2b  y >^15a^x5. 

El  m.  c.  m.  de  los  indices  2,  3 y 6 es  6.  Dividiendo  6 entre  cada  indice,  ten- 


dremos: 


= V\2a?  =^8cr‘ 

= V(3a2b)2  = ' 9a'b'J 
Vl5a8x2  = R. 
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Reducir  al  minimo  comun  indice: 


1-  v/5.  V2. 

2 V2,  VZ. 

3-  >/3.  $1,  VJ. 

4-  n/2,  ^3,  VJ,  VT. 


5. 

6. 

7. 

8. 


\/5x(  $ laab. 

<!/  2 ab,  <7  3a2x,  \7  5a*x2. 
■y  8a2xs,  3a5m4. 

'jTx2,  ,S/2y3,  y 5 mT. 


9-  ^3^.  VW, 

10-  2^fa,  3V2 5,  4^5x5. 

11-  3^0®,  iVb*,  4^x6. 

12  V2 m,  3‘«/a8x\  2 VlSf. 
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Lo  anterior  nos  permite  conocer  las  magnitudes  relativas  de  varios  ra- 
dicales  de  distinto  indice. 


Ejemplo 


Ordenar  'VT,  V~3  y ^5  en  orden  decreciente  de  magnitudes. 

Los  reducimos  al  minimo  comun  indice  y una  vez  hecho  esto  las  magnitudes  rela- 
tivas de  las  cantidades  subradicales  nos  dan  las  magnitudes  relativas  de  los  ra- 
dicals: u M 

V7  = vT5  = >■  343 


= ”>29 
</rS  = Y¥  = v'625 

Luego  el  orden  decreciente  de  magnitudes  es  YS,  Y 5 y Y 7. 

Wb  EJERCICIO  236 

Escribir  en  orden  decreciente  de  magnitudes: 

1.  Yf>.  YU.  3.  vTl,  Yi5.  5.  Ys,  YT,  v05. 

2.  '505.  YT.  4.  vT.  YU,  Y32.  6.  Y2.  YU,  Y5. 

389  REDUCCION  DE  RADICALES  SEMEJANTES 

Los  radicales  semejantes,  o sea  los  radicales  del  mismo  grado  que  tie- 
nen  igual  cantidad  subradical,  se  reducen  como  t^rminos  semejantes  que 
son,  hallando  la  suma  algebraica  de  los  coeficientes  y poniendo  esta  suma 
como  coeficiente  de  la  parte  radical  comun. 

Ejem  plos 

(1  I 3 2+  5 2 = |3  + 5)V2=^8  ^Y I R. 

0 9 3 11  3 = (9  — 11  )vO=-  2;v/3.  R. 

(3  ) 4-  2 7V  2 1 ' 2 = {4-7+l  )vO=-2  \2.  R. 

(4)  \ 7-\  7 = ||-?)V7=-fa(vr.)  R. 

<5  ) 7Y 2-  V~2+  ?+  2 =- - 2..  R. 

2 4* 

<6  ) 3o\~5-  bY~ >+  |2b-3a)\/5=(3a-b  + 2b-3a)\/5=b(\/5..)  R. 

m-  EJERCICIO  237 

Reducir: 

1-  7YZ-15Y2.  4.  v15-9\/2+30vO-40\/2. 

2.  4\/3-20V3+19'/5.  5. 

3.  V5-22V5— 8\/5.  6.  j}>/5-\/3. 
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7.  2 V5— $ V5+ J V5. 

8.  iVI+5V3-iV3. 

9.  a\/b—'ia\/b+l(iy/b. 

10-  3xVy+(«-x)  Vy— 2x  Vy. 

OPERACIONES  CON  RADICALES 
I.  SUMA  Y RESTA  DE  RADICALES 


11.  (x-l)V3+(x-3)V3+4V3. 

12.  iV2-j|Vir+2V2. 

13.  iV2-iV2+iV2- 

14.  xVii2— (a— 2x)Vrt5+(2fl— Sx)^/^. 


Ejemplos 


390)  REGLA 

Se  simplifican  los  radicales  dados;  se  reduccn  los  radicales  scmcjantes 
y a continuation  se  escriben  los  radicales  no  seinejantes  con  su  propio  signo. 

( 1 ) Simplifies  2 V450  + 9 VT2  - 7 V48  - 3 V98. 
Simplificando,  tendremos: 

2 V450  - 2 V 2.32.52  = 30  V2 

9 VT2"  =9\/22.3=  18  V3  > 

7 V 48  = 7 >/2"4.3  = 28  V3 

3 V98  = 3 VrP  = 21  V2 

Entonces: 

2 v 450  + 9 v 12-  7 V48- 3 V98  = 30  V2  + 18  V3  - 28  V3  - 21  V2 
= (30-21  )V2  + ( 18-28  )V3  =9  VT- 10  VJ  R. 

(2 ) Simplifies  \ V80  - \ \/~63  - i VT80. 

l>/80  = ^y/2\5  =;X4  V3  = V5 

4 4 4 

1^63  = \V¥J  =ix3V7  = iV7 

l V180  = j v^2V3V5  = ; X 6 >/5  = JvT 

Entonces: 


jVfH)  |v"63-i\/T80  = V5-|\/7-|>/5 
= ,,_!,V5-ivT=iv^-iV7.  R. 
(3)  Simplificar  V^  — x/-+\/— 

K 3 5 12 

Hay  que  racionalizar  los  denominadores: 
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Entonces: 

v'i  - V f + v'i  = i V 3 - - V5  + - Vi  = ! ^ - i’  v 5.  R. 

3 5 12  8 5 6 *- 

( 4)  Simplificar  2 V^ob2  + V 18a3  — ( a + 2b ) V2a. 

2 \/2ab2  = 2b  >/2a 
\Al8a3  = 3a  x/^Ja 

Entonces: 

2 ‘ 2ab2  + V 18a8  “ ( a + 2b ) 2o  = 2b  V2a  + 3a  V2a  - ( a + 2b ) V2a 
= ( 2b  + 3a  — a — 2b ) VHa  = 2a(\Z2cT)  R. 


NOTA 

Radicales  no  semejantes  no  se  pueden  reducir.  Para  sumar  radicales  no  seme- 
jantes,  simplemente  se  forma  con  ellos  una  expresion  olgebraica  que  los 
contenga  a todos  sin  alterarles  los  signos.  Asi,  la  suma  de  \T2  — 2 V~3  y 3 y/J 
es  VT-2\Z3  + 3Vi: 
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Simplificar: 

1.  >/45-V27-  V26- 

2.  vT75*+ V243  - \/63  - 2 \/75. 

3.  v/80  - 2 \/252  + 3 v'ifJs  - 3 V500. 

4.  7 \/450  — 4 V320  + 3 \/80  — 5 \/§00. 

5.  + * v^S  + j->/72. 

6.  7\/l76--*'/45  + -1  V326  + ±VTT5. 

4 3 8 5 

7.  ivT47-7vT0ti  + i\/28  + i V2W. 

7 5 10  o 

8-  n/t ~ n/t + n/t* 


9- 

10-  ^Vt~7\/t_5\/^  + 3\/S- 

11.  6^I»-±>/J-5VW  + >/£ 

12.  2V7D0-15Vi  + 4X/?-56N/f. 

13. 

14.  2 Vm2n  — x/9min  + Vl6mn2  — V 4mri2, 


15.  a V 320x  — 7 x/  5 a2x  — (a  — 4b)  x/^5x. 

16.  V9x-9  W4x-4-5vGT=T. 


17.  2 x/ fl4x  4-  3a4y  — 02  x/9x  + 27y  4*  V 25n4x  + 7 5a4y . 

18.  ^^-vTO  + ^ + l)^- 

19-  («-^)\/S-(«  + ^)\/^+(2"-2fc)V,;rr- 


( 5)  Simplificar  3 >^108  + ^ ^625  + J ^1715  - 4 ^32. 
Simplificando: 

3 ^T08  = 3^  22.38  = 9 ^4 
lx/625  575*  = ^ 

jx/T7i5  = 5^577*=  ^ 

4^32  = 4^25TF  = 8'3^4 


426  • ALGEBRA 


Entonces: 


3 108  ^ • 625 +i^715 -4^2  = 9>y4  + 5^+>yT-8N/4 

=\M  + Vl'  R. 


( 6)  SimplificQr  + V— . 

4 0 10 


Entonces: 


+ = ;^2  = 0-^6  + ;^i2.  R. 
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Simplificar: 

1. 

2.  ^40+^025-^625. 

3.  2'y250-4'y24-6^16  + >&^l87. 

4.  3'3/r3645  — 2^384+4'3/l7l5. 

5.  >&^T-3^675  + '?/W+2>y648. 

6.  i^24_1^54  + 1^375_l^i2S. 

2 3 5 4 

7.  |4^-±*I®+±4l7I5-±4l558. 


8.  yi+yi-yi. 

4 3 27 

9.  6>/-+y^-2y^. 

24  25  64 

10.  7 yi + yi + yi  - 2 yi. 

40  16  2 8 

11.  ->yrs5+-y^+-y^-2oy^. 

3 2 82  4 4 200 

12.  3 ^24- 4 ^=81- ’5^375. 


13.  4x^320- lO'5^40-2'^r54+ 3^-1024. 

14.  zV2a^-b^\28  + (^b-3a)^2. 

15.  a^566-^3a6»-5>y2a5&  + 3fc>y3fl. 


II.  MULTIPLICACION  DE  RADICALES 


391)  MULTIPLICACION  DE  RADICALES  DEL  MISMO  INDICE 
REGLA 


Se  multiplican  los  coeficientes  entre  si  y las  cantidades  subradicales 
entre  si,  colocando  este  ultimo  producto  bajo  el  signo  radical  comiin  y se 
simplifica  el  resultado. 
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Vamos  a probar  que  a V~m  x b Vic  — ah  V mx. 


1 1 


En  efecto:  aV m X b Vic  =amn  X bxn  = abm"xn  = ab(mx)"  = ah  v nix. 


Ejemplos 


( 1 ) Multiplier  2 V 15  por  3 VT5. 

2 VTS  X 3 VTO  = 2X3V1$X10  = 6 \^T50 
= 6 V2.3.52  = 30  VZ.  R. 


(2)  Multiplicar  ^V~4  por 


?^XT^6  = ^X?15^24  = 7^r2J3  = ,3^5.  R- 


m-  EJERCICIO 
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1. 

VS  x VS. 

G. 

x V2 a x — 

a 

11. 

3V45Tx^-VTo  x 4V2ff. 

2. 

5 V21  X2V3. 

7. 

5 Vl2  x 3 V75. 

12. 

WiW- 

3. 

i VlT  x — V5I. 

8. 

-VWxSVSZB. 

4. 

2 7 

V12  x vs. 

9. 

4 

3 V6  X vTi  X 2 V35. 

13. 

r^xfV?- 

5. 

7VT5  X 12V5& 
6 

10. 

i'/21x-|V42Xyv"22. 

14. 

;v/5x6v/7' 

392;  MULTIPLICACION  DE  RADICALES  COMPUESTOS 

El  producto  de  un  radical  compuesto  por  uno  simple  se  halla  como 
el  producto  de  un  polinomio  por  un  monomio,  y el  producto  de  dos  radi- 
cals compuestos  se  halla  como  el  producto  de  dos  polinomios. 


Ejemplos 


(1  ) Multiplicar  3 VT—  2 por  V~x. 

13Vx-2)Vx=3Vx*-2V1(  = 3x-2>/7.  R. 

(2)  Multiplicar  3\/T— S’v/?  por  4vr2  + \A3. 

3V2  - 5 VS 
4V2  + VS 


12  V22  — 20  VZ 

+ 3\TS-5V¥ 


24-17vr6-15  = 9-17 


— 17  V(j 


R. 


( 3 ) Multiplicar  V x + 1 + 2 Vx  por  3 V x + 1 — Vx. 

VxTT  + 2Vx 
3 V7+T  - V7 

3\/(x  + l )2  + 6Vx2  + x 

- V x2  + x - 2 vG? 

3x  + 3 + 5Vx2  + x — 2x=  x + 3 + 5Nj/x2  + x r. 
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Muhiplicar: 


V2  — V3  por  \/2. 

10. 

\/S— 3V3  + n/F  por  V24  2V3  — V5. 

7\/o"-f5>/3  por  2V3. 

11. 

2n/3  — vTT+vir  por  '/3  + \^6  + 3>/5. 

2>/3-f V5  — 5V2  por  4VH). 

12. 

v^-fx/a-fl  por  Va  + 2\fa+ 1. 

V2  — V3  por  V2  + 2V3. 

13. 

2Va  — 3\/a  — b por  3Va  + Vfl  — b. 

VS+SVT  por  2\/5-f  3V3. 

14. 

Vl-xHx  por  2x  + Vl  — x2. 

3V7  — 2V3  por  5>/3-f4vT. 

15. 

Va  + l + Vfl  — 1 por  Va+  1 + 2Vfl  — 1. 

Va  — 2Vx~ por  3\/a  + \fx. 

16. 

2V7T2-2  por  Vx+2-3. 

7VT-11VT  por  5V5-8V7. 

17. 

3Va— 2Vfl+x  por  2Vfl  + 3Vtf  + x. 

V2 -f  >/3-f  >/5  por  \Z2  — \T5. 

18. 

x/fl  + x-Vfl-x  por  Va-f x — 2 Va  — x. 

393  MULTIPLICACION  DE  RADICALES  DE  DISTINTO  INDICE 

REGLA 

Se  reducen  los  radicales  al  minimo  comun  indice  y se  mulliplican 
conio  radicales  del  mismo  indice. 


Ejemplo 


Multiplicar  5 \/2a  por  s/4a2b. 


Reduciendo  los  radicales  al  minimo  comun  indice  (387),  tendremos: 


5 V~2a  = 5 >!/T2a  )8  = 5^3^ 

VA^b  = <f\to2b  f = ^16aV. 

Entonces  5^  2a  x ^A a2b  = 5 X ^16a4b2  = 5 ^128 o¥. 

= 5V26.2  .a6.a.b2  = lOo^ob2  R. 
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Multiplicar: 

v'xx^xT 
3v/2abx4s/8a3. 
s/J)x2y  x ^8Tx5. 
</^x2VWb. 


5.  s/25x-)'3  X ^V2 5 x ,J . 

6.  i 4m- X — Vlbrn^n. 

3 4 

7.  y/ZxtfF. 


8.  v/2x  x </4x  x 

>•  ;x/tx|v£ 

io.  y *m 


III.  DIVISION  DE  RADICALES 


DIVISION  DE  RADICALES  DEL  MISMO  INDICE 


REGLA 

Se  dividen  los  coeficientes  entre  si  y las  canlidades  subradii  ales  entre 
si,  colocando  este  ultimo  cociente  bajo  el  signo  radical  tomiiu  y se  sim- 
plifica  el  resultado. 
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& 71  / rn 

Vamos  a probar  que  aV  ra  4-  b </~x  = — A / — • 

En  efecto:  El  cociente  multiplicado  por  el  divisor  reproduce  el  di- 

videndo: 


Ejemplo 


Dividir  2^6^  entre  3^3?. 


2\>  81xT  -r  3 '•  3x2  = ; x /~  = l $ 27 x6  = 2-V 33.x3.x2  = 2x  * x2.  R. 

6 Y Oywi  a 3 
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Dividir: 

1.  4\/6^2\/S: 

2.  2V3ii+10VZ. 

3.  iV3xy-4-— vT. 


4.  \/75xj)»sh-5V3x)i. 

5.  3>0/l6a5H-4^2rt2. 


o-  Jv'Mv'f 


7.  4x  v/a^x*  4-  2 V 

8.  ->}^4-— 

3 3x* 

»■  K4-K/t 

395)  DIVISION  DE  RADICALES  DE  DISTINTO  INDICE 

REGLA 

Se  reducen  los  radicales  al  minimo  comun  indice  y se  dividen  como 
radicales  del  mismo  indice. 


Ejemplo 


Dividir  s/  4a2  entre  2o. 

n/Io2  = VMa5!5  = %r256a* 


V26  = VT2ap  =>/&? 

, 13, it,  13  /256a8  iv" 

Entonces:  < 4a2  2a  = V256o8  -5-  V 8a3  = ■*  / = 


8a3 


32a>'  R- 
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Dividir: 

1.  + V2. 

2.  >/9x  -f-  x/jjx2: 

3.  >5/8a3fo  -r  ^ia2. 

4.  -V2x  H-i^Tex7. 

2 4 


5.  s/5 m?n  4-  ^ ra3n2. 

6.  ^18x3y4z8  4*  ^3x5^* 

7.  >^3m4  4-^27m-. 

8.  — s/4a5  4-  —V2a2. 

6 10 
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IV.  POTENCf ACION  DE  RADICALS 


396  REGLA 

Para  elevar  un  radical  a una  potencia  se  eleva  a dicha  potencia  el  coe- 
ficiente  y la  cantidad  subradical,  y se  simplifica  el  resultado. 

Vamos  a probar  que  (aVb)m  = 

1 — 

En  efecto:  (<>  ^ Mro  = («/'")"'  = amt>*  = a*  V /<"' 


Ejemplos 


( l )  Elevar  5 VT  y 4 VT  al  cuadrado. 

(5v/2^-  = 52.Vf25  = 25.2  = 50.  R. 
f4V3j2  = 42.Vr32-  16.3  = 48.  R. 
Observese  que  la  raiz  cuadrado  y el  exponente  2 se  destruven. 

(2)  Elevar  ^4x2  al  cubo. 

'Ax2  ):i  = ^ ( 4x2  )3  = 1v^64x®  = 2 . 25 . x . x®  = 2*  VET  r. 

(3)  Elevar  al  cuadrado  \T5—  2y/~7. 

Se  desarrolla  como  el  cuadrado  de  un  binomio: 

IV5  — 3V?)2  = (V3)2  — 2 VTx  3 VT+(3  V2)2 
= 5 — 6VT0  + 18  = 23  — 6>/To.  r. 
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Desarrollar: 

1 • (4  v^)2 

2-  (2V3)2. 

3-  (5\^7)2. 

Elevar  al  cuadrado: 

13.  V2-V31 
14-  4^2  + V7. 

15.  V~5  — -/T. 


4-  (215ri)2. 

5-  (3  VWb)*. 

6-  (^gi»)2. 


7-  (>&r81aP)3. 

8- 

9-  (4a  VJi)2. 


10.  (2  Vx+l)2. 

11-  (3V^«)!. 

12.  (4  ’^Oa»F)3. 


16-  5 VT-  6. 

17.  Vx  + V x : 1. 
18  V x -f  1 — 4 V^x. 


19.  Va  4- 1 — Va  — 1. 

20-  2 + VT5x+T. 
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3971  REGLA 

Para  extraer  una  raiz  a un  radical  se  multiplica  el  indice  del  radical 
por  el  indice  de  la  raiz  y se  simplifica  el  resultado. 


Vamos  a probar  que 


m /n 

V Va  « 


V~a . 


En  efecto:  \ \ 
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Ejemplos 


(1  ) Hollar  la  rafz  cuadrada  de  4 a*. 


4a2  = ^4?  = # 2a.  R. 


(2*  Hallar  la  rafz  cubica  de  5 \/~5. 


Como  el  coeficiente  5 no  tiene  rafz  cubica  exacta  lo  introducimos  bajo  el  signo 
de  la  rafz  cuadrada  y tendremos: 

V 5 vr5  = y V 52 . 5 = R. 

»-  EJERCICIO  246 

Simplificar:  

1.  Vv?.  4.  >/  7.  V ^2  5a2-  10.  V \/a4fr6. 

2.  y7f.  6.  \/^4fl2'.  8.  ^^27^.  11. 

3.  V v^M.  6.  V 2 \/2.  9.  n/3^3.  12.  + 6)J. 

VI.  R AC  I ON  AL I ZAC  I ON 


398)RACIONALIZAR  EL  DENOMINADOR  DE  UNA  FRACCION  es  con 


^ y vertir  una  fracci6n  cuyo  denominador  sea  irracional  en  una  fraccidn 
equivalente  cuyo  denominador  sea  racional. 

Cuando  se  racionaliza  el  denominador  irracional  de  una  fraccidn,  des- 
aparece  todo  signo  radical  del  denominador. 

Consideraremos  dos  casos: 


'399JCASO  I 

Racionalizar  el  denominador  de  una  fraccion  cuando  el  denominador 
es  monomio. 


REGLA 

Se  multiplican  los  dos  t^rminos  de  la  fraccidn  por  el  radical,  del  mis- 
mo  indice  que  el  denominador,  que  multiplicado  por  este  d£  como  produc- 
to  una  cantidad  racional. 


( 1 ) Racionalizar  el  denominador  de  . 

>/2x 

Multiplicamos  ambos  terminos  de  la  fraccion  por  V^x  y tenemos: 

3 3 \ 2x  3 V7i  _ 3 V27_  3 R 

\/2x  V2x.V2x  V^.x2  2x  2x 


Ejemplos 


(2)  Racionalizar  el  denominador  de  ii_-. 

^9a 


El  denominador  32.a.  Para  que  en  el  denominador  quede  una  rafz 

exacta  hay  que  multiplicar  ^ 32.o  por  n/  3a*  y para  que  la  fraccion  no  varfe 
se  multiplica  tambien  el  numerador  por  ^ 3a2.  Tendremos: 


2 _ 2s/3c? 

S/  9a  3^0 . V 3a2 


2 ^/3o2  _ 2 3ot 
s/387aa  3a 


— >J r 3cr.  R. 
3a 


3a 
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(3)  Racionalizar  el  denominador  de  — * 

3 VT? 

Se  multiglican  ambos  terminos  por  V2s.x8  porque  esto  cantidod  mulliplicada 
por  da  una  raiz  exacta  y tenemos: 

5 5 n 2 1 . x-  8x2  5 VW  5 

—as ; = — = — Vox:  R. 

3 \v2x2  3 n/2x2.  v 23x2  3 V^.x‘  3.2.x  6x 
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Racionalizar  el  denominador  de: 


1 

3.  3 

5. 

5 

7. 

3 

9. 

X 

11. 

5 n2 

vT 

4V5  ' 

V 4ns 

VifTx2' 

3V  mn 

5 

4.  J*  . 

6. 

1 

8- 

6 

10. 

1 

12. 

1 

V2‘ 

V 2 ax 

ViTx 

b^Zx' 

VHa*' 

baV  25"x¥ 

EXPRESIONES  CONJUGADAS 


Dos  expresiones  quo  contienen  radicales  de  2o.  grado  como 
y \H  ~\/b  o a + \/T>  y a “v/Tj,  que  difieren  solamente  en  el  signo  que 
line  sus  terminus,  se  dice  que  son  conjugadas. 

Asi.  la  conjugada  de  Vl>  es  3\/2  + V5;  la  conjugada  de  4 3V1T 

es  4 + 3 VZ. 

El  pioducio  de  dos  expresiones  conjugadas  cs  racional.  Asi, 


( 3 \ 2 “Vr5)(3>/2 -Hvr5)^(3  >/2)a - (V5)2=18  “5=  13. 


CASO  II 

Rac  ionalizar  el  denominador  de  una  fraction  cuando  el  denominador 
es  un  binomio  que  conliene  radicales  de  segundo  grado. 


REGLA 

Se  mulliplican  ambos  terminos  de  la  fraction  por  la  conjugada  del 
denominador  y se  simplifica  el  resultado. 


Ejemplos 


(i) 


Racionalizar  el  denominador  de 


4 - vT 
2 + 5 VT’ 


Multiplicando  ambos  terminos  de  la  fraccion  por  2 — 5 VT  tenemos: 

4 - vT_  (4  - V^H  2-5VT)  8 - 22  2 +J[0  _ 18  - 22  2 

2 + 5 2 (2  + 5V/r2)( ? ~ 5VT)  2*-(5v2  4-50 

18  — 22^2  9 — 11  ^7  11 

-46  =,simplif-,=  -23  = 23  ' R‘ 


Como  el  denominador  — 23  era  negativo  le  cambiamos  el  signo  al  numera- 
dor  y al  denominador  de  la  fraccion.  Tambien  podia  haberse  cambiado  el 

9-11  VT 

signo  del  denominador  y de  la  fraccion  y hubiera  quedado . 

23 
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(2) 


Racionalizar  el  denominador  de 


VT+  2vT 
4 \fs-3V7 


Multiplicando  ambos  termins  por  la  conjugada  del  denominador,  tenemos: 
V^5  + 2 7 (\r5  + 2Vr7)(  4V3  I 3v  7)  (20+  ll)v  35  + 42 

4\r5-3'/7~  ( 4Vr5-3\/7)(4vr5  + 3v^7)  ~ ( 4\/_5p -(  3 Vff 

62  + llV^  _62  + 11  V 35 
80  -63  “ 17 

m ■ EJERCICIO  248 

Racionalizar  el  denominador  de: 


3 — V~2 

7. 

3 vT 

13. 

Va  + Vx 

1 + vT’ 

7VY-6v^’ 

2 f Vic 

5 + 2^ 

8. 

4vr5-3Vn7 

14. 

V^x  — V x — 1 

4-\/3 

2 VU  + 3 VT  ’ 

Vic  + V* x — I 

W-V5 

9. 

5'/2-6\/3' 

15. 

VH- Va  + 1 

W + VH 

4 n/TT—  3 VI? 

Va  + Vfl  + 1 

VT+2\75 

10. 

vt + 3 vn 

16. 

VT+2  + 

VT-vT' 

5 VT  + 4 VTT 

V x + 2 — V~? 

V2-3V5 

11. 

V5  + V2 

17. 

Vfl  + 4-  VTT 

2vr2  + \/7> ' 

7 + 2vT0 

Va+4 + Vfl 

19 

12. 

9 V3-3V~2 

18. 

— V a — b 

5 vHJ  — 4 \/3 

6- VF 

Va  + fc-fVfl  — b 

(402) 


402)  Para  racionalizar  el  denominador  de  una  expresion  que  contiene  tres 


radicales  de  segundo  grado  hay  que  verificar  dos  operaciones  como  se 
indica  en  el  siguiente 


VT- VT 

Racionalizar  el  denominador  de  — — . 

x/T  + V5- V7 

Consideremos  el  denominador  como  un  binomio  ( V1F + V7 ) — ViS.  Se  multi- 
plican  los  dos  terminos  de  la  fraccion  por  la  conjugada  de  esta  expresion  que  es 
( Vr2~+  V"5 ) 4-  \T6  y tendremos: 

\/y_  _ ( V2-  v 5 >(V2~+  v/T+  V6~  1 

V^2  + — ^6  ~~  ( V 2 + V 5 _ +6  M V2  + 4 V&~ ) 

2 V 3 - '^30  - 3 2 ^3-  30-3 

“ 1 vy  + Vl)2  - ( vTF  _ 1+2  Vio 


Ejemplo 


( multiplicando  ambos  terminos  nuevamente  por  la  conjugada  del  denominador ) 
(2vr3-vA30  — 3)(1  -2  VTO  ) 22  ^3-5  30-3  + 6 viO 

( 1 +2\/10Hl -2  VfO  ) “ 1-40 

22  v^3  - 5 v 30  - 3 + 6 V 10_  3-6  V10 + 5 ^30  - 22  V3 


-39 


39 
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m-  EJERCICIO  249 


1. 

2. 


Rucionali/ar  el  denominador  de: 


vlf  + v^3  — VT 
x/2  + \A3  + V6 


2-x/3 

3'  2 + V3+ vl) 

v^+vT 

4 V2+^3  + x/7>‘ 


5 x/Tj  + vTj  + VS 
VIj  + x/U  — 

\/"2  + x/"5  — '/TO 


403 


403  DIVISION  DE  RADICALES  CUANDO  EL  DIVISOR 
ES  COMPUESTO 


Cuando  el  divisor  es  compuesto,  la  division  de  radicates  se  efe«  tiia  ex- 
presando  el  cociente  en  forma  de  fraction  y raciotializando  el  denominador 
de  esta  fraction. 


Dividir  + x/T  entre  2 x/3  — x/3. 

__  — r-  v 3 + v 5 

3 + 5 2 3 - 5)= — t =— 

2 V3-\ 5 

(\  3+  ~ 5 ) (2  vJ+  VS  ) 11+3  V15 

“ (2  '•  3 — V 5 ) (2  v/J+  x/J)-  7 
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Ejemplo 


Dividir: 

1*  V 2 entre  \/2  4-  v^3. 

2 \/3  entre  V T?  — 2 >/5. 

3 2 4-  v'l)  entre  1 — V^. 

4 Vr2  4-Vr5  entre  \/2— Vo. 


5.  2 V3  — VT  entre  V3  4- VT . 

0-  VfT4-2\/5  entre  2V5  — VI>, 

7.  5 V2  4-  3 V3  entre  3 V?  — 4 V3. 

8.  V7  — 2 Vll  entre  2 VT  4*  Vll. 


RESOLUCION  DE  ECUAC10NES  CON  RADICALES 
QUE  SE  REDUCEN  A PRIMER  GRADO 


(404)  Vamos  a estudiar  la  resolucion  de  ecuaciones  en  las  males  la  incog- 


nita aparece  bajo  el  signo  radical. 


{ 1 ) Resolver  la  ecuacion  V 4x2  — 1 5 — 2x  = — 1 . 
Aislando  el  radical:  V4x2  — 15  = 2x  — 1 . 
Elevando  al  cuadrado  ambos  miembros  para  eliminar  el  radical: 

V ( 4x2  — 1 5 )2  = ( 2x  - 1 )2  o sea  4x2  - 15  = 4x2  - 4x  4- 1. 

Suprimiendo  4x2  en  ambos  miembros: 

-15  = -4x4-1 
4x  = 16 
x = 4.  R. 


Ejeni  plos 
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(2)  Resolver  la  ecuacion  V 

x + 4 + Vx  — 1=5. 

Aislando  un  radical: 

V x + 4 = 5 — Vx  — 1 

Elevando  al  cuadrado: 

( V7+1 )2  = ( 5 — V7=1  )2 

0 sea 

x + 4 = 52  — 2X5  Vx=l  + V ( x - 1 p 

Efectuando: 

x + 4 = 25  - lOVT^H  + x - 1 

Aislando  el  radical: 

x + 4-25-x  + l = - 10 Vx  - 1 

Reduciendo: 

- 20  = - 10  Vx  - 1 

20  = lovr-n 

Dividiendo  por  10:* 

ro 

II 

< 

X 

1 

Elevando  al  cuadrado: 

4 = x — 1 

x =5.  R. 

(3)  Resolver  la  ecuacion  Vx  + 7 + Vx-l-2Vx  + 2-0. 

Aislando  un  radical: 

VT+J + V7=7  = 2 Vx+"2 

Elevando  al  cuadrado: 

V(x  + 7)2  + 2(Vx  + 7)(Vx-l)  + V(x-l 

Efectuando: 

x + 7 + 2 Vx2  + 6x-7  + x-l  = 4x  + 8 

Aislando  el  radical: 

2Vx2  + 6x-7  = 4x  + 8-  x-  7-  x+  l 

Reduciendo: 

2 V x2  4-  6x  — 7 = 2x  4-  2 

Dividiendo  por  2: 

Vx2  + 6x-7  = x + 1 

Elevando  al  cuadrado: 

x2  + 6x  — 7 = ( x + 1 )2 

o sea 

x2  4-  6x  — 7 = x2  4-  2x  4*  1 
6x  - 2x  = 7 4- 1 
4x  = 8 
x = 2.  R. 

- 
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Resolver  las  ecuaciones: 

1. 

Vx^g  = 2. 

11.  Vux-19-  V5x  = -1. 

2. 

5 — V 3x  + 1 = 0. 

12.  Vx  -2  + 5 = V x + 53. 

3. 

7 + V5x  -2  = 9. 

13.  V 9x  - 14  - 3 Vx  + 10  - 4. 

4. 

V 9x2  — 5 — 3x  — — 1. 

14.  Vx  — 16  — Vx  + 8 = — 4. 

5. 

Vx2  — 2x  4-  1 = 9 — x. 

15.  V 5x  - 1 + 3 = V5x  + 26. 

6. 

15  - V 7x  - 1 = 12. 

16.  13  — V 13  4- 4x  = 2 VxT 

7. 

Vx  + Vx  + 7 = 7. 

17.  V x - 4 + Vx  + 4 = 2 Vx  - 1. 

8. 

V 3x  — 5 + V 3x  — 14  = 9. 

18.  V 9x  + 7 - Vx  - V 1 6x  - 7 = 0. 

9. 

Vx  4- 10  — Vx  4- 19  = — 1 

19.  V9x  4- 10  — 2 Vx  -1-  3 = V x — 2. 

10. 

V4x  — 11  = 7 V2x  — 29. 

20.  V 18x  — 8 — V 2x  — 4 — 2 V 2x  4- 
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21.  VSx  + 9 - V 18x  + 34  + V2x  + 7 = 0. 


22.  V~x^2-V~x=l>  = V4x-23. 

23.  VjT+TT—  V 9x  + 70  = — 2 Vx”+~9. 


24.  Vx  — a + V x + a = V 4x  — 2a. 

25.  Vx  — 4a5  = — 25  + Vx. 

26.  Vx  + 4a  — Vx+2a— 1 = 1. 


405  ECUACIONES  CON  RADICALES  EN  LOS  DENOMIN ADORES 


Ejemplo 


Resolver  la  ecuacion 


VTTJ- 


-1  =- 


Vx-1 

Suprimiendo  denominadores:  V ( x -f  4 ) ( x — 1 ) — V ( x — 1 )s  = 2 

Efectuando:  V x2  4*  3x  — 4 — ( x — 1 ) =2 


Elevando  al  cuadrado: 
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Resolver  las  ecuaciones: 

1.  Vx  + VVF5=— -rr. 

V* 

2-  V4x—  ll+2Vx= 


V x2  + 3x  — 4 — x + 1 =2 

V x2  + 3x  — 4 = x + 1 
x2  + 3x  — 4 = x2  + 2x+l 

3x  - 2x  = 4 f 1 

x = 5.  R. 


55 


V 4x— 11 


6.  Vx=3+ 

7. 


8 


Vx+9 
Vx+4  Vx+11 


:=  VVF9. 


3-  Vx— Vx— 7= . 

V* 

Vx— 2_  Vx+1 
Vx+4  Vx+13 
6 


4. 

5. 


Vx-2  Vx— 1 

8.  2Vx+6-V4x^5= 

Vx— 2 _ 2 Vx— 5 
Vx+2~2Vx-l' 


V4x^3 


VjT+8 


= Vx  + 8 — VxT 


10.  Vx+14— Vx— 7= 


Vx=7 


iakarief 


Novgoroc 


NICOLAS  LOBATCHEWSKI  (1793-1856)  Matema- 
tico  ruso.  Estudio  en  la  Universidad  de  Kazan,  de  la 
que  fue  posteriormente  profesor  y Decano  de  su  Fa- 
cultad  de  Matemiticas  y Rector.  Lobatchewski  com- 
bate  la  idea  que  del  espacio  tiene  Kant,  y establece 


la  relatividad  de  esta  nocion.  Igualmente  combate  la 
Geometria  de  Euclides,  inconmovible  cuerpo  de  ver- 
dades  que  se  mantiene  intacta  por  mas  de  22  siglos. 
Puede  considerirsele  el  precursor  de  la  teoria  de 
la  relatividad  y de  las  geometrias  no  euclidianas. 


CAPITULO 


CANTIDADES  IMAGINARY 

406)  CANTIDADES  IMAGINARIAS  son  las  ralces  indicadas  pares  de  canti- 
' — ^ dades  negativas. 

Asi,  V — 1,  V-  3,  ^-8  son  cantidades  imaginarias. 

Cantidades  reales  son  todas  las  cantidades,  racionales  o irracionales, 
que  no  son  imaginarias. 
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407}  UNIDAD  IMAGINARIA 

v La  cantidad  imaginaria  v—  1 es  llamada  unidad  imaginaria. 

NOTACION 

La  unidad  imaginaria  se  representa 

por  la  letra  i.  Por  tanto,  

En  Electricidad,  V — 1 se  representa  por  j. 

408)  POTENCIAS  DE  LA  UNIDAD  IMAGINARIA 

Vamos  a hallar  las  potencias  de  V — 1. 

(V  — l)1  = V — 1. 

(V=iy=-i. 

(v^iy  = (\^ri)2  x \^=i  =(-i)x\R  = -vq, 

(vZ=l)«=(V^1)*x  (V=1)P  = (-l)x  (-1)  = 1. 

(V=iy  = (V=iy  x s/=i  = i x = v^i. 

(v^lf  = X (V^l)2  = 1 X ( - 1)  =-l,  etc.  i8  =-l  etc. 
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i * =- 1 

=r—  X/-T 

i4  =1 
i»  = >/-T 
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Vease  que  las  cuatro  primeras  potencias  de  V — I son  V —I , — 1, 
— V — I,  1 y este  orden  se  continua  en  las  potencias  sucesivas. 


409)  IMAGINARIAS  PURAS 

Toda  cxprcsion  de  la  forma  V — a donde  n es  par  y — a es  una  canti- 
dad  real  negativa,  es  una  imaginaria  pura.  Asl,  V — 2,  \T—  5 son  imagina- 
rias  puras. 


410  SIMPLIFICACION  DE  LAS  IMAGINARIAS  PURAS 


Toda  raiz  imaginaria  puede  reducirse  a la  forma  de  una  cantidad  real 
multiplicada  por  la  unidad  imaginaria 

En  efecto: 


\ -b2  = Vb2  >'  (- 1)  = Vb*  X = b = hi. 

v — 4 =>/4  * (—  1)  = VI  X V — 1 =2  V — 1 a 2£ 

V"— 3 = V3  x(-l)  = vr3  x V— 1 = V3 . = / . . 

V-8  =V8  X(-1)  = V8  X V~—l  =V'25T§  X V^l  = 2 . V^l  = 2 V§~/ 
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Reducir  a la  forma  de  una  cantidad  real  multiplicada  por  n/^1  o i: 


1-  V—  a2. 

2.  V^2. 

3.  2V^9. 


4. 

5.  v^. 

6.  3 Vr;rF. 


7.  v^l2. 

8.  V^T. 

9.  V—27. 


OPERACIONES  CON  IMAGINARIAS  PURAS 


10.  \/  — 4m4. 


12.  V - ti2  - fc2. 


© 


SUMA  Y RESTA 

Se  reducen  a la  forma  de  una  cantidad  real  multiplicada  por  V — 1 y 
se  reducen  como  radicales  semejantes. 


Ejemplos 


(1)  Simplificar  V — 4 + V — 9. 

V— 4 = V 4 X ( — 1 ) = 2 V^T. 
V^9  = V 9 X ( — 1 ) = 3 V^T. 


Entonces: 

\J-T  + v-  9 = 2 + 3 v^T  = ( 2 + 3 ) = 5 = 5i.  R. 


( 2)  Simplificar  2 V — 36  — V — 25  + V — 12. 

2 v^— 36  = 2.6  \^— T = 12  V— ~T. 

V^25  = 5 V— T. 

V^l2  = vTI.V^  =2'/3.\^T. 

Entonces 

2V-36  - 25  - 12  = 12  v^— 1 -5\^1  + 2'/3V^l 

= (12  — 5 + 2 ) '/--l  = ( 7 + 2 ) >/"— 1 = 17  + 2 VT )i.  R. 
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Siniplificar: 

1. 

2.  v/^YS  + v/^SI-v^lY 

3.  2 + 3 V - 100. 

4 sv/^i-gv^Y+sn/^TYI. 


5.  2 \Z— ~ ’t"  + v — a*  + — a®. 

6.  v^Tl  + \T=8  + 2 V^50. 

7.  3 _ 2 v^~45  + 3 V-~  123- 

8.  V — a4+  4 V — 9a*  — 3 V — 4 a*. 


412  MULTIPLICACION 

Se  reducen  las  imaginarias  a la  forma  tipica  «V-1  y se  procede  como 
se  indica  a continuation,  teniendo  muy  presente  las  potencias  de  la  unidad 
imaginaria  (408). 


Ejem  plos 


( 1 ) Multiplicar  V — 4 por  V — 9. 


- 4 X v — 9 = 2 V— T[  X 3 Vr— T = 2 . 3 ( V— "T  )2  = 6X|— 1)  = — 6.  R 


(2)  Multiplicar  V — 5 por  V — 2. 

V— 5 X \ — 2 = V~5.  y/~—l  x n/T.  V— ~ 1 
= V~f0(  v^l  )2  = VTO  x ( - 1 ) = - x10.  r. 

(3)  Multiplicar  V — 16,  V — 25  y n/— 81. 

v-  16  X V— 25  x vi-  81  = 4 n/^T  X 5 X 9 
= 180(  V^T)3=  180(- ) = - 180  v^l  = 180 7 R. 

(4)  Multiplicar  V — 9 + 5'/  — 2 por  V — 4 — 2 >/  — 2. 

Se  reduce  a la  forma  a V — 1 coda  imaginaria  y se  multiplican  como  radica- 
ls compuestos  teniendo  muy  presente  que  ( V — 1 )2  = — 1: 

3 V=1  + 5 VY.  V— "1 
2 v/^n  - 2 vY~.  >/^n 
6(\^n  )2+  10>/2(\/=l)2 

- 6 V2 ( V^l )~  — 20 ( >/=" I )- 

6(-1)  + 4'/2(-l)-20(-l)  = -6-4Vr2  + 20  = ,4-4  ‘ R. 
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1. 

Multiplicar: 

X \T-  25. 

8. 

2. 

81  X V — 49. 

9. 

3. 

5 X 4 >/— 1>4. 

10. 

4. 

V-3 x V- 2. 

11. 

5. 

2 \r^5  X 3 v^7. 

12. 

6. 

^=3xV=To. 

13. 

7. 

2 v^7  X 3 v^YS. 

14. 

•v/TTJi}  x V - 4 X V — 9. 

x3v^+5sc  V-  10. 

V — 12  x V — 27  x V — 8 x V - 50. 

— 5 V — x x 3 V — y. 

(V^4  + — 25  - v^T6). 

(v/^Y  + 3 \zr=ro)(2  V=2  - 6 n/=3). 
(2  \/— Y + 5 V— "S)  (n/— Y — 4 V—  3) 
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DIVISION 

Se  reducen  las  imaginarias  a la  forma  a V — 1 y se  cxpresa  el  cociente 


como  una  fraccion,  que  se  simplifica. 


Ejemplo 


( 1)  Dividir  V — 84  entre  V—7. 

-84  v/84.  V^T  V84 


V7 


1. 

2. 

3. 


VT.v-1 

V — 1 se  cancela  en  el  numerador  y denominador  igual  que  una  cantidad  real. 

EJERCICIO  256 

Dividir: 

Vr=r16  -s- 


4.  V — 90  -T-  V — 5. 

5.  V"=:T50  + v^. 

6.  10v^T6  4-5V^4. 


7.  2 \^T8 -- n/^6 . 

8.  V - 315  -4-  \T=rl. 

9. 

10.  "V  — 300  "r-  12. 

CANTIDADES  COMPLEJAS  O) 

414  CANTIDADES  COMPLEJAS  son  expresiones  que  constan  de  una  par- 
' te  real  y una  parte  imaginaria. 

Las  cantidades  complejas  son  de  la  forma  a + b x/  — 1,  o sea  a + bi. 
donde  a y b son  cantidades  reales  cualesquiera. 

Asi,  2 + 3 V — 1 6 2 + 3i  y 5 — 6V  — 1 6 5 — 6t  son  cantidades  complejas. 

1415)  CANTIDADES  COMPLEJAS  CONJUGADAS  son  dos  cantidades  com- 
plejas que  difieren  solamente  en  el  signo  de  la  parte  imaginaria. 

Asi,  a f b V — 1 y a - b V — 1 son  cantidades  complejas  conjugadas.  Del 
propio  modo,  la  conjugada  de  5 — 2 V — 1 es  5 4-2V  — 1. 


OPERACIONES  CON  CANTIDADES  COMPLEJAS 
(416)  SUMA 

Para  sumar  cantidades  complejas  se  suman  las  partes  reales  entre  si  y 
las  partes  imaginarias  entre  si. 

(I)  En  las  noias  sobre  el  Concepto  de  Ntimero  que  aparecc  en  el  Capitulo  preliminar. 
vimos  c6ino  el  campo  de  los  numeros  se  ampliaba  a inedida  que  lo  exigian  las  necesidadcs 
del  cilculo  matemitico.  Ahora,  Uegado  a este  nivel  de  conocimientos,  introducimos  un  nuevo 
ente  numdrico,  el  numero  complejo,  que  esti  formado  por  un  par  de  numeros  dados  en 
un  orden,  en  el  cual  uno  es  real  y el  otro  puede  ser  imaginario. 

Aim  cuando  haya  antecedentes  histdricos  muy  remotos  del  origen  dc  los  numeros 
complejos,  sc  tiene  como  verdadero  precursor  de  la  teoria  de  estos  numeros  a Bombelli 
(siglo  XVI,  italiano).  Mis  tarde,  Descartes  Uamd  numero  imaginario  al  numero  no  real  com- 
ponente  dc  un  complejo.  Sin  embargo,  a pesar  de  haberse  desarrollado  toda  una  teoria  sobre 
los  numeros  complejos,  dstos  no  adquirieron  vigencia  en  las  matemiticas  hasta  que  Euler  no 
sanciond  su  uso.  Pero  quicn  mis  contribuyd  a que  los  numeros  complejos  se  incorporaran 
definitivamente  a la  ciencia  matemitica  fue  C.  Wessel  (1745-1818.  dands),  que  brindd  una 
interpretacidn  geomdtrica  dc  los  numeros  complejos.  Es  decir,  tales  entes  nos  sirven  para 
representar  un  punto  en  el  piano.  Con  los  numeros  complejos  podemos  definir  todas  las 
operaciones  aritmdticas  y algebraicas;  asi  podemos  explicar  la  extraccidn  dc  raices  de  indice 
par  de  los  numeros  negativos;  la  logaritmacidn  de  numeros  negativos;  las  soluciones  de  una 
ecuacidti  de  n grados,  etc. 
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( 1 ) Sumar  2 + 5 V—  1 y 3 — 2 V — 1. 

( 2 + 5v~l)  +(  3 -2^1 ) =2  + 3 + 5 - 2 
= (2  + 3)  + (5  — 2)  = 5 + 3 v^-T  = 5 + 3i.  R. 

(2)  Sumar  5 — 6 V—  1,  — 3 + V — 1,  4 — 8 V — 1. 


5-  6 V— T 
— 3 + V — 1 


6-13V^l=6-13i  R. 


Ejemplos 
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Sumar: 


1.  2 + 3V^l,  5-2V=l. 

2.  - 4 - 5 V^l,  -2  + 8 V~=l. 

3.  12-llv^l,  8 + 7v^=X 

4.  5 + 7 + 2 \^1.  9 + 7 V=T 


5.  3 - 2i,  5 - 8 i,  - 10  + 13*. 

6.  1 - i,  4 + 3t,  VS  + 5 ». 

7.  2 + v^2,  4-V=X 

8.  7 + V— Ti,  x/2-V^9,  — 4 + V— 16 


417  SUMA  DE  CANTIDADES  COMPLEJAS  CONJUGADAS 


La  suma  de  dos  cantidades  complejas  conjugadas  cs  una  cantidad  real. 
En  efecto:  (a  + b V — 1)  + (a  — b V — 1)  = (a  + a)  + (b  — b)  V - 1 = 2a. 


Sumar  5 + 3 V — 1 y 5 — 3 V— 7. 

(5  + 3 V— 1 ) + ( 5 — 3 V^7  1 = 2x5  = 10.  R. 

m-  EJERCICIO  258 

Sumar: 

1.  7-2  V=I,  7 + 2 V=T. 

2.  - 5 - 3 V^l,  -5  + 3 V=T. 

3.  9 + i V3,  9 - i V3. 

418)  RESTA 

Para  restar  cantidades  complejas  se  restan  las  partes  reales  °ntre  si  y 
las  partes  imaginarias  entre  si. 

( 1 ) De  5 + 7 V — 1 restor  4 + 2 V — 1. 

( 5 + 7'/_— ~1)  -(  4 + 2 V-— 7 |=5  + 7 V^T  - 4 - 2 V - 1 
= (5  — 4)  + (7  — 2) V— 7 = 1+5 V— 7 = 1 + 5i.  R- 

(2)  Restar  — 3 — 7 V — T de  8 — 11  V— T. 

Escribimos  el  sustroendo  con  los  signos  cambiados  debajo  del  minuendo  y 
tenemos: 


Ejemplos 


4.  -7-5  VjfT.  —7  + 5 V— T 

5.  8-3  V-— "2j  8 + 3 V^2. 

6.  VS  + tV3,  VS - i VS. 


Ejemplo 


8-11  V=7 
3+  7 V— T 

11  - 4 V^T  = 11  -4 i.  R. . 
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De  3 — 2>/— 1 restar  5 + 3V—1- 
Dc  8-h4>/zrl  restar  3 — lOv^vf. 

I)e  — 1—  >/—l  restar  — 7— 8 V—  1. 
Restar  5 — 3v'r=I  de  4 — 7 9. 

Rcstar  8 — 7 V—T  de  15  — 4 x^l . 10. 


Restar  S-bOV^T  de  11 4- 80\Z-I. 
De  5 — V — 25  restar  3 + 6*. 

De  4-f  \/— 5 restar  2 + V-3. 

Restar  \/3  + 6 \/—  1 de  >/2  — 5 V— 1. 
Restar  — 7 + V— 3 de  8 — V — 7. 


(^)dIFERENCIA  DE  DOS  CANTIDADES  COMPLEJAS  CONJUGADAS 

La  diferencia  de  dos  cantidades  complejas  conjugadas  es  una  iinagi- 
naria  pura. 

En  efecto:  (a  4*  b V — 1)  — (a  — Vr=‘l)  = a 4-  b V — 1 — a 4*  b V — 1 

= (fl  — fl)  + (6  + 6)  V — 1 = 2fo  V — 3 = 2bi. 


Ejemplo 


I  5 + 3 V - 1 ) - 1 5 - 3 \ - f ) = ( 5 - 5 ) + 1 3 + 3 ) 
= 6V^n=6i.  R. 
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1 De  2 — V^l  restar  2 + Vr=rl. 

2 De  7 + 3>/:rl  restar  7 — 3 V— 1. 

3 De  —3  — 7 restar  — 3-f-7Vcrl. 


4.  Restar  — 5 — V — 2 de  — 5 4- V—  2. 

5.  Restar  V2— V— 3 de  \/2  + \/—3. 

6.  Restar  — \Zo4-4V— 2 de  — Vo  — 4 V—2. 


420)  MULTIPLICACION 

Las  cantidades  complejas  se  multiplican  como  expresiones  compuestas, 
pero  teniendo  presente  que  (V  \)  =—  1. 


Ejemplo 


(1)  Multiplicar  3 + 5 V — 1 por  4 — 3 V — 1 . 

3+  5 

4-  3V^1 
12  + 20 

- 9 - 15  ( V— 1 )2 

12  + 11  v^T  - 15|  — 1 )=  12  + 11  + 15=27+  11  V^l. 
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Multiplicar: 

1-  3— 4V—  1 por  5- 

2.  4 + 7 V — 1 por  — _ 

3.  7 — V — 4 por  5+  V— 9 . 

4.  8-v^l)  por  11  + \^2J>. 


5.  3 + V^2  por  5-Vz:2. 

6-  4 + V — 3 por  5 — V — 2. 

7-  \72  + V— 5 por  V3  + \r—2. 

8-  n/5  + V — 3 por  VTT+2V— 3. 
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421)  PRODUCTO  DE  CANTIDADES  COMPLEJAS  CONJUGADAS 


El  producto  de  dos  cantidades  complejas  conjugadas  es  una  canti- 
dad  real. 

En  efecto,  como  el  producto  de  la  suma  por  la  diferencia  de  dos  can- 
tidades es  igual  a la  diferencia  de  sus  cuadrados,  se  tiene: 

(a  + b V=l)  (a  — b vr=rI)  = a2  — (b  V — l)2  — a1  — [b2(  i)2] 

=a2-[b2(-l)]  = a*-(~b*)^a*  + b*. 


Ejemplos 


(8-3  v^T  ) ( 8 + 3 V — 1 ) = 82  — ( 3 v^T  p = 64  + 9 = 73. 

[ + 5 ) | V"3  - 5 ) = ( V7  )2  - ( 5 ) = 3 + 25  = M . 


EJERCICIO  262 

Multiplicar: 

1 — ? por  1 -hi. 


1. 


2 34-2 V^Tl  por  3 — 2>/:rI. 

3-  V2  — 5 i por  Vl>4-5 i. 


4-  2\/3  + 4 i por  2V3  — 4*. 

5.  5 — V— 2 por  54- V— 2. 

— 9 — V — 5 por  — 94- V — 5. 


6. 


422)  DIVISION 

Para  dividir  expresiones  complejas,  se  expresa  el  cociente  en  forma 
de  fraccion  y se  racionaliza  el  denominador  de  esta  fraccion,  multiplicando 
ambos  terminos  de  la  fraccion  por  la  conjugada  del  denominador. 


Ejemplo 


Dividir  5 + 2 V — 1 entre  4 — 3 V — 1. 

5 + 2 v - 1 _ (5  + 2 v — T ) (4  + 3 v - 1 )_  20  + 23  v-T-6 
4 — 3 v~—  1 (4  — 3 v - 1 )(4  + 3 v - T I”  42  - (3  - 1 


14  + 23 


1 14  + 23  V— T 14  +23' 


16  + 9 

EJERCICIO  263 

Dividir: 

1-  (l  + \/=I)-5-(l-V=I). 

2-  (3  + V — 1)  -r-  (3 — V — 1). 

3.  (5-3>/:;:l)^(3  + 4V^l). 


25 


25 


R. 


4-  (8-50^(7  + 6«). 

5-  (4  + vc^)^-(5-4\/z:3). 

6.  (>/2+2>/— 5)-^(4\/2— v^— 5). 
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REPRESENTACION  GRAFICA 
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FIGURA  67 


423)  REPRESENTACION  GRAFICA  DE  LAS  IMAGINARIAS  PURAS 

Para  representar  graficamente  las  cantidades  imaginarias  se  traza  un 
sistema  de  ejes  coordenados  rectangularcs  XOX'  e YOY‘  (figura  67)  y to- 

mando  como  unidad  una  medida  escogida  arbi- 
trariamente  se  precede  asi: 

Las  cantidades  reales  posit ivas  se  represen- 
tan  sobre  el  semieje  positivo  OX,  llevando  sobre 
este  semieje,  de  O hacia  X,  la  unidad  escogida 
tantas  veces  como  unidades  tenga  la  cantidad  real 
positiva  que  se  representa.  En  la  figura  aparecen 
representadas  sobre  OX  las  cantidades  reales  y 
positivas  1,  2,  3,  4. 

Las  cantidades  reales  negativas  sc  represen- 
tan  sobre  el  semieje  negativo  OX',  llevando  sobre 
este  semieje,  de  O hacia  X',  la  unidad  escogida 
tantas  veces  como  unidades  tenga  la  cantidad  real 
negativa  que  se  representa.  En  la  figura  aparecen 
representadas  sobre  OX'  las  cantidades  reales  ne- 
gativas — 1,  — 2,  — 3,  — 4. 

Las  imaginarias  puras  positivas  se  representan  sobre  el  semieje  positi 
vo  OY , llevando  sobre  este  semieje,  de  O hacia  Y,  la  unidad  elegida  tantas 
veces  como  unidades  tenga  el  coeficiente  real  de  la  imaginaria  pura  que  se 
representa.  En  la  figura  aparecen  representadas  sobre  OY  las  imaginarias 
puras  positivas  V — 1,  2 V — 1,  3 V—  1,  4 V— X 

Las  imaginarias  puras  negativas  se  representan  sobre  el  semieje  nega- 
tivo OF',  llevando  la  unidad  elegida  sobre  este  semieje,  de  O hacia  F',  tan- 
tas veces  como  unidades  tenga  cl  coeficiente  real  de  la  imaginaria  pura  que 
se  representa. 

En  la  figura  aparecen  representadas  sobre  OY ' las  imaginarias  puras 
negativas  — V — 1,  — 2 V — 1,  — 3 V — I,  — 4 V — 1. 

El  origen  O representa  el  cero. 

424)  REPRESENTACION  GRAFICA  DE  LAS  CANTIDADES  COMPLEJAS 

Vamos  a representar  graficamente  la  cantidad  compleja  5-f3\/--L 
Como  consta  de  una  parte  real  5 y de  una  parte  imaginaria  3 V—  1,  el  pro- 
cedimiento  consiste  en  representar  ainbas  y luego  hallar  su  suma  geom£- 
trica.  (Figura  68). 

La  parte  real  5 esta  representada  en  la  figura  por  OA  y la  parte  ima- 
ginaria 3 V — 1 estd  representada  por  OB.  En  A se  levanta  una  linea  AC 
igual  y paralela  a OB.  Uniendo  el  origen  con  el  punto  C obtenemos  el 
vector  OC,  que  es  la  suma  geometrica  de  OA  = 5 y AC  — 3 V — 1 . 

El  vector  OC  representa  la  cantidad  compleja  5 4-3  V — 1. 
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El  punto  C es  el  afijo  de  la  expresidn  5 + 3V-1. 

El  vector  OC  representa  en  magnitud  el  modulo  o valor  de  la  expre- 
sidn  compleja. 

El  Angulo  COA  que  forma  el  vector  OC  con  el  semieje  OX  se  llama 
argumento  o amplitud. 


En  la  figura  69  aparece  representada  en  el  primer  cuadrante  la  expre- 
sion  6 + 5 V — 1,  su  afijo  es  el  punto  A;  en  el  segundo  cuadrante  esta  repre- 
sentada — 4 + 3 V — 1,  su  afijo  es  el  punto  B;  en  el  tercer  cuadrante  esta 
representada  — 6 — 5 V — 1,  el  afijo  es  el  punto  C;  en  el  cuarto  cuadrante 
estd  representada  4 — 3 V—  1 con  su  afijo  en  D. 

425  IPLANO  GAUSSIANO.  UNIOADES  GAUSSIANAS 

Podemos  resumir  lo  visto  anteriormente  de  este  modo: 

1)  Las  cantidades  reales  se  representan  sobre  el  eje  de  las  x;  sobre  OX 
si  son  positivas,  sobre  OX'  si  son  negativas. 

2)  Las  imaginarias  puras  se  representan  sobre  el  eje  de  las  y ; sobre  OY 
si  son  positivas,  sobre  OY'  si  son  negativas. 

3)  En  el  resto  del  piano  que  determinan  los  ejes  se  representan  las 
cantidades  complejas;  cada  expresidn  compleja  tiene  su  afijo  y cada  punto 
del  piano  determina  una  expresidn  compleja. 

Este  piano  ha  recibido  el  nombre  de  Plano  Gaussiano  en  honor  del 
c£lebre  matematico  aleman  Carlos  Federico  Gauss,  que  impulso  en  Europa 
este  m£todo  de  representacion  grafica  de  las  cantidades  imaginarias  y com- 
plejas. Por  andloga  razon,  las  unidades  tomadas  sobre  los  ejes  de  este  piano 
son  llamadas  unidades  gaussianas. 


1. 
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Representar  graficament'e: 

2 + 2\/=T.  4.  7-3v^I. 

7. 

3 — 6*. 

10. 

— 5J+6V— 1. 

2. 

-2  + 3V=l. 

5-  l + «. 

8. 

— 5 + 4i. 

11. 

-n-2v=i. 

3. 

— 4— 5 V— T. 

6.  —1—5*. 

9. 

4J-7\^1. 

12. 

- 10  + 10*. 

froland 


NIELS  HENRIK  ABEL  (1802-1829)  Matematico  no- 
ruego.  Vivio  durante  toda  su  vida  en  extrema  pobre- 
xa.  Trato  de  abrirse  paso  entre  los  matematicos  del 
continente,  pero  no  lo  logro.  Obtuvo  con  Jacobi  el 
Gran  Premio  de  Matemati cas  del  Instituto  de  Francia, 


por  su  trabajo  sobre  las  funciones  elipticas.  Fue  uno 
de  los  mas  grandes  algebristas  del  siglo  XIX.  Demos- 
tro  el  teorema  general  del  binomio.  Llevo  a cabo  la 
demostracion  de  la  imposibilidad  de  la  resolucion  de 
las  ecuaciones  de  quinto  grado.  Murid  desconocido. 
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ECUACIONES  DE  SEGUNDO  GRADO  CON  UNA  INCOGNITA 


ECUACION  DE  SEGUNDO  GRADO  es  toda  ecuacion  en  la  cual,  una 
vez  simplificada,  el  mayor  exponente  de  la  incognita  es  2. 

As*’  4x2  + 7x  + 6 = 0 


es  una  ecuacion  de  segundo  grado. 

Ecuaciones  compietas  de  2o.  grado  son  ecuaciones  de  la  lorma 
ax2  + bx  + c = 0,  que  tienen  un  termino  en  x2,  un  termino  en  x y un  t£r- 
mino  independiente  de  x. 

Asi,  2xL>  -f  lx  — 15  = 0 y x2  — 8x  = — 15  o x2  — 8x  + 15  = 0 son  ecuaciones 
compietas  de  2o.  grado. 

Ecuaciones  incompletas  de  2o.  grado  son  ecuaciones  de  la  forma 
ax24-c  = ()  que  carecen  del  termino  en  x o de  la  forma  ax2-}-  bx  =0  que  ca- 
recen  del  termino  independiente. 

Asi,  x2  — 16  = 0 y 3x2  + 5x  = 0 son  ecuaciones  incompletas  de  2o.  giado. 


(427)  RAICES  DE  UNA  ECUACION  DE  2°  GRADO  son  los  valores  dc  la  in 
— cognita  que  satisfacen  la  ecuacion. 

Toda  ecuacion  de  2o.  grado  tiene  dos  raices.  Asi,  las  raices  de  la  ecua- 
cion x2^2x— 3=0  son  Xi=3  y x2=—  1;  ambos  valores  satisfacen  esta  ecuacion. 
Resolver  una  ecuacion  de  2o.  grado  es  hallar  las  raices  de  la  ecuacion. 
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ECUACIONES  COMPLETAS 


428)METODO  DE  COMPLETAR  EL  CUADRADO  PARA  RESOLVER  LA 


ECUACION  DE  2?  GRADO 


ax* 


bx  + c = 0 


Para  com  premier  mejor  este  m£todo, 

consideremos  primero  la  ecuacion  del  tipo  — » J x2  + 6x4-c 

Podemos  escribir  esta  ecuacion  del  siguientc  modo:  x2  + frx 

Si  observamos  el  primer  miembro  veremos  que  al  binomio  x2  + bx 
le  falta  un  termino  para  ser  un  trinomio  cuadrado  perfecto.  Tal  termino 

es  el  cuadrado  de  la  mitad  del  coeficiente  del  segundo  termino  (—Vo 

. , • b*  2/  ’ 

lo  que  es  lo  mismo  — . 

4 

Kn  efecto,  formamos  asi  un  trinomio  cuyo  primer  termino  es  el 

cuadrado  de  x;  su  segundo  termino  es  el  doble  producto  de  x por  — ; y 

su  tercer  termino  es  el  cuadrado  de  la  mitad  del  coeficiente  del  segundo 
,b\  b2 

termino  J2  o sea  — . Para  que  no  sc  altere  fa  ecuacion  le  agregamos 

al  segundo  miembro  la  misma  cantidad  que  *le  agregamos  al  primer 
miembro. 


Asi  tendremos: 


Fn  el  primer  miembro  de  esta  ecuacion  tenemos  un  trinomio  cua- 
drado perfecto. 

Factoramos: 

Fxtraemos  la  raiz  cuadrada 
a ambos  miembros: 


(x  + iL  )!£.’_ 

\ 9/4 


Xl  = --  + 


*2 


b fb2 
X+  I = *^7 

b /P 
=TVT'C 


Cuando  el  coeficiente  de  x*  es  mayor  que  1,  el  procedimiento  es  esen- 
cialmente  el  mismo,  solo  que  como  primer  paso  dividimos  los  tres  terminos 
de  la  ecuacidn  entre  a,  coeficiente  de  x3.  Pondremos  un  ejemplo  num^rico. 
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Ejemplo 


Sea  la  ecuacion  4x2  4-  3x  — 22  — 0.  2 

Transponiendo  el  termino  independent©:  x + 3 x = 22 

Dividiendo  por  el  coeficiente  del  primer  3 22 

termino:  — — — — > 


X2  4-  “ X = :« 

4 4 


Agregando  el  cuadrado 

de  la  mitad  de  — : 

4 


Factorando  el  primer  miembro: 


Extrayendo 
cuadrada  a 
miembros: 


la  raiz 
los  dos 


3 / 3 \ , 22  / 3 \ 2 

■Jx+W'  =7+ V 

( , 3\,_22  9 


vR)'=V^ 


Resolviendo- 


3 19  _ 22  _ 2 3 

X2“_8_8"“T_  4 

(429)  DEDUCCION  DE  LA  FORMULA  PARA  RESOLVER 

LA  ECUACION  GENERAL  DE  T>  GRADC  ax2  + bx  + c = 0 


x,  = 2 

3 

*2_  ~ 24 


La  ecuacion  es 
Multiplicando  por  4 a: 

Sumando  b2  a los  dos  miembros: 
Pasando  4ac  al  2o.  miembro: 


que 


Descomponiendo  el  primer  miembro, 

es  un  trinomio  cuadrado  perfecto: 

Extrayendo  la  raiz  cuadrada  a los  dos  miembros: 
Transponiendo  b : 

Despejando  x : 


ax 2 4-  bx  4-c  = 0 
4a2x2  4-  4 abx  4-  4 ac  = 0 
4a2x2  4-  4 abx  4-  4 ac  4 - b2=  b2 
4 a2x2  4 4 abx  4-  b2  = b'2  — 4 ac 

. (2ax  + b)2  = b2-*ac 


2 ax  + b — ±L  \Tb'z  — 4ac 


2 ax  = — b ± v b2  — iac 
— b =t  >/ b2  — 4ac 


x = - 


2a 


formula  que  me  da  las  dos  raices  de  la  ecuacion  ax2  4-  bx  4-  c — 0 (porque 
de  esta  formula  salen  dos  valores  de  x segun  se  tome  V b2  — 4ac  con 
signo  4-  o — ) en  funcion  de  a,  coeficiente  del  termino  en  x2  en  la  ecua- 
cion, b coeficiente  del  termino  en  x y c el  termino  independiente. 

Obs^rvese  que  en  la  formula  aparece  el  coeficiente  del  2o.  termino 
de  la  ecuacion  b con  signo  distinto  al  que  tiene  en  la  ecuacion. 
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RESOLUCION  DE  ECUACIONES  COMPLETAS  DE  2°  GRADO  SIN 
DENOMIN ADORES  APLICANDO  LA  FORMULA  GENERAL 

( 1 ) Resolver  la  ecuaci6n  3x2  — 7x  4*  2 = 0. 

— b ± V b2  — 4ac 
Aplicamos  la  formula  x = 


Ejemplos 


Aqui  0 = 3,  b = — 7,  c =2,  luego  sustituyendo  y teniendo  presente  que  al  sus- 
tituir  h se  pone  con  signo  cambiado,  tendremos: 

_7±  V'72-4|3)(2)_  7±V49-24  _7±>/25_  7 ±5 
2(3)  “ 6 6 " 6 

Entonces: 


*2 


7 4-  5 _ 12  _ ^ 

6 ” 6 ~ 

7-5^  2 ^ 

6 ~6  “3* 


2 y son  las  raices  de  la  ecuacion  dada  y ambas  anulan  la  ecuacion. 
Sustituyendo  x por  2 en  la  ecuacion  dada  3x2  — 7x  4-  2 = 0,  se  tiene: 

3(22)  -7(2)  + 2=  12-  14  + 2 = 0. 


Sustituyendo  x por  j : 3(j)2  — 7(j)  + 2 = j-  ^+  2 = 0. 


(2)  Resolver  la  ecuacion  6x  — x2  — 9 = 0. 

Ordenando  y cambiando  signos:  x2  — 6x  4 9 = 0. 

Vamos  a aplicar  la  formula  teniendo  presente  que  o,  coeficiente  de  x2,  es  1: 

_6±v'36-4|1)(9)_6±v,36-36_6±Vr0_  6 ^ 

2(1)  “ 2 2 ~2~ 

Entonces  x tiene  un  solo  valor  3;  las  dos  raices  son  iguoles:  * 

x,  = x2  = 3.  R. 
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Resolver  las  siguientes  ecuaciones  por  la  f6rmula  general: 


1. 

3x2— 5x4-2=0. 

7. 

6x2=x+222. 

13. 

176x=121+64x*. 

2. 

4x24-3x— 22=0. 

8. 

x+ll=10x2. 

14. 

8x+5=36x2. 

3. 

x2+ llx=— 24. 

9. 

49x2-70x+25=0. 

15. 

27x2+12x— 7~0. 

4. 

x2=16x-63. 

10. 

I2x— 7x2+64=0. 

16. 

15x=25x2+2. 

5. 

12x— 4— 9x2=0. 

11. 

**=—15*— 66. 

17. 

8x2— 2x— 3=0. 

6. 

5x2-  7x—90=0. 

12. 

32x2+18x-17=0. 

18. 

105=x+2x2. 

% 

(3) 

Resolver  la  ecuacion 

1* 

+ 4 )*  = 2x  ( 5x  - 1 ) 

-7|x- 

2). 

Paro  aplicar  la  formula  hay  que  llevarla  a la  forma  ax2  + bx  4-  c = 0. 


Efectuondo:  x2  + 8x  4-  16  = 10x2  — 2x  — 7x  4- 14 

Transponiendo:  x2  4*  8x  4-  16  — 10x2  4 2x  4-  7x  — 14  = 0 

Reduciendo:  — 9x2  4-  17x  4-2  = 0 

Cambiando  signos:  9x2  — 17x  — 2 = 0 


• ■ a loom 
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Aplicando  la  formula: 


17±Vl72  — 4(9)(  — 2)  17±  V289  + 72  17±V^36i  17±  19 


Entonces: 


2(9) 

18 

18 

18 

17+19 

l*-z 

Xl“  18 

18 

R. 

17-19 

_-2  _ 1 

*2  = “ 

CO 

II 

<N 

X 

18  9’ 

s. 

9' 
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Resolver  las  ecuaciones  siguientes  llevdndolas  a la  forma  ax2+£>x+c=0 
y aplicando  la  fdrmula  general: 

7.  7(x-3)-5(x2-l)=x2-5(x+2). 

8.  (x-5)2-(x-6)2=(2x-3)2-118. 

9.  (5x— 2)2— (3x+l)2— x2— 60=0. 

10.  (x+4)3— (x— 3)3=343. 

11.  (x+2)3— (x— l)*=x(3x+4)+8. 

12.  (5x— 4)2— (3x+5)(2x— l)=20x(x— 2)+27. 


1.  x(x+3)=5x+3. 

2.  3(3x— 2)=(x4  4)(4— x). 
9x+l=3(x2— 5)— (x— 3)(x+2). 

4.  (2x— 3)2— (x+5)2=  —23. 

5.  25(x+2)2=(x— 7)2— 81. 

6.  3x(x— 2)— (x— 6)=23(x— 3). 


430)  DEDUCCION  DE  LA  FORMULA  PARTICULAR  PARA  RESOLVER 


ECUACIONES  DE  LA  FORMA  x2  + mx  + n = 0 


Las  ecuaciones  de  esta  forma  como  x2  + 5x  + 6 = 0 se  caracterizan  por- 
que  el  coeficiente  del  t£rmino  en  x2  es  1.  Estas  ecuaciones  pueden  resol- 
verse  por  la  formula  general  con  solo  suponer  en  £sta  que  a = l,  pero  existe 
para  el  las  una  formula  particular,  que  vamos  a deducir. 

La  ecuacion  es  x2  4-  mx  + n = 0. 


Transponiendo  n:  x2  + mx  = — n. 

_ , m2  _ m2  m2 

Sumando  a los  dos  miembros:  x-  + mx  + — — = — n. 

4 4 4 

Descomponiendo  el  primer  miembro, 
que  es  un  trinomio  cuadrado  perfecto:/* 


m \*  m2 
(x  + — ) = — 


Extrayendo  la  rafz  cuadrada 
a los  dos  miembros: 


— n. 


m 


Transponiendo  : * 


Observese  que  m y n aparecen  en  la  formula  con  signos  distintos  a 
los  que  tienen  en  la  ecuacion. 
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Resolver  3x2  — 2x(x  — 4)  = x — 12  por  la  formula  particular. 

Simplificando  la  ecuacion:  3x2  — 2x2  4-  8x  = x — 12 

x2  + 7x  4-12  = 0. 

Aqui  m = 7,  n = 12,  luego  aplicando  la  formula  particular: 


Ejemplo 


Entonces: 


R. 


*,  = -3. 


*2  = - 4. 
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Resolver  las  siguientes  ecuaciones  aplicando  la  fdrmula  particular: 

1.  x2-3x+2=0.  6.  x2-(7x+6)=x+59. 

2.  x2— 2x— 15=0.  7.  (x— l)2+llx+199=3x2— (x— 2)2. 

3.  x2=19x-88.  8 : (x-2)(x+2)-7(x-l)=21. 

4.  x2+4x=285.  9.  2x2-(x-2)(x+5)=7(x+3). 

5.  5x(x— 1)— 2(2x2— 7x)=— 8.  10.  (x-l)(x+2)-(2x-3)(x+4)-x+l4=0. 


431) 


(431)  RESOLUCION  DE  ECUACIONES  DE  2°  GRADO 
CON  DENOMIN ADORES 


Resolver  la  ecuacion  — = . 

3x  5x2  60 

Hay  que  quitar  denominadores.  El  m.  c.  m.  de  3x7  5x2  y 60  es  60x2.  Tendremos: 

20x  = 84  — 1 1 x2 

Transponiendo:  1 lx2  4-  20x  — 84  = 0. 

Aplicando  la  formula  se  obtiene  xx=  2,x2=  - 2*.  R. 


Ejemplo 


1. 

2. 

3. 

4. 


EJERCICIO  268 

Resolver  las  siguientes  ecuaciones: 


o 


x 

2 


3_ 

To' 


13  3 

4x = — . 

x 2 

X2  X 

--2=3(x-5). 
l(x  — 4)+|(x  — 5) 
= -(x2-  53). 

D 


6- 


6. 


x+2  1- 

llx+5 


= - 1. 


o 

X 

15 
x 

8x 

3x+5 

1 

x— 2 x— 1 
2x— 3 x— 2 


x- 
5x— 1 


• = 3. 


x+1 
1 _1 


9-  1-- 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


x— 13 

X 

10(5x+3) 

= 5 ; . 

x- 

X 

x— 2 5 

x— 2 

X — 2 

4x2 

1— 3x  20x 

X — 1 

4 _ 3 

3x— 1 

2x  7 _ 

X 

2x— 1 6 _ 

5x— 8 

7x— 4 

x— 1 x+2 ’ 


x+5  10 
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15 

Iti. 


x+3  5x— 1 


2x— 1 4x+7 

1 1 _ 1 
6 ~ 


= 0- 


4— x 


x+1 


17 

18. 


x+4  x+2 

x+5 
5 


x+3 

6 


1 

24' 


x2-l 


= 3—. 
x+1  8 


19. 

20. 


x— 1 x+1 

• + • 


2x+9 
x+3  ' 

1 

x+2  x— 2 ~ x+1' 


x+1  x — 1 
3 1 


432  RESOLUCION  DE  ECUACIONES  DE  2°  GRADO  POR 
V~y  DESCOMPOSICION  EN  FACTORES 

Descomponiendo  en  factores  el  primer  miembro  de  una  ecuacidn  de 
la  forma  x2  + rnx  + n = 0 o ax2  + bx  + c = 0 se  obtiene  un  mdtodo  muy  rd- 
pido  para  resolver  la  ecuacidn. 

Resolver  x2  + 5x  — 24  = 0 por  descomposicion  en  factores. 
Factorando  el  trinomio  (145),  se  tiene: 

(x  + 8)(x  — 3)  = 0. 


Ejemplo 


1.  X2— X— 6=0. 

2.  x2+7x=18. 

3 8x— 65=— x2. 

4.  x2=108—3x. 

5 2x24-7x— 4=0. 

6 6x2=10— llx. 

7 20x2— 27x=14. 

8 7x=15— 30x2. 


Para  que  el  producto  ( x 4*  8 ) ( x — 3 ) sea  cero  es  necesario  que  por  lo  me- 
nos  uno  de  estos  factores  sea  cero,  es  decir,  la  ecuacion  se  satisface  para 
x -f  8 = 0 y x — 3 = 0. 

Podemos,  pues,  suponer  que  cualquiera  de  los  factores  es  cero. 

Si  x 4*  8 = 0,  se  tiene  que  x = — 8 
y si  x — 3 = 0,  se  tiene  que  x = 3. 

Lo  anterior  nos  dice  que  x puede  tener  los  valores  — 8 o 3.  Por  tanto,  — 8 y 
3 son  las  raices  de  la  ecuacion  dada. 

Xi  = — 8- 

R*  xL.  = 3- 

Por  tanto,  paro  resolver  uno  ecuacion  de  2°  grad o por  descomposicion  en  fac- 
tores: 

(A)  Se  simplifica  la  ecuacion  y se  pone  en  la  forma  x2  4-  mx  4 n = 0 o 
ax2  4-  bx  -4  c = 0. 

( B ) Se  foctora  el  trinomio  del  primer  miembro  de  la  ecuacion. 

( ) Se  igualan  a cero  cada  uno  de  los  factores  y se  resuelven  las  ecuaciones  sim- 

ples que  se  obtienen  de  este  modo. 

EJERCICIO  269 

Resolver  por  descomposicion  en  factores: 

9 60=8x24-157x. 


10.  x(x-l)-5(x-2)=2. 

11.  (x-2)2-(2x+3)2=-80. 

12.  ±-*=-‘ 

x2  x 3 

x+2  74 

13.  + x — — . 

X X 


15. 

16. 


x— 2 
6 


+ x=- 

4 
x 


3x+15 


5^ 

12' 


x— 4 

17.  (x— 2)8— (x— 3)3=37- 


18. 

19. 


x— 1 x+3 

• — 2 = ■ 


x+1 
4x— 1 
2x+3 


14.  (x+2)2 


2x— 5 


• = 3. 


3x+2 

20.  = 5- 


3 

2x+l 

6x+5 

9x+14 


3 


4 


12x 
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ECUACIONES  LITERALES  DE  2?  GRADO 

433)  Las  ecuaciones  literales  de  2?  grado  pueden  resolverse,  como  las  nu- 
m^ricas,  por  la  formula  general  o por  descomposicidn  en  factores.  En 
muchas  ecuaciones  literales  la  resolution  por  factores  es  muy  rdpida,  mien- 
tras  que  por  la  fdrmula  resulta  mucho  mas  laboriosa. 


Ejemplos 


. . _ , 3o  2x 

( i ) Resolver  la  ecuacion = 1. 

x a 


Quitando  denominadores:  ^ 

3a2  — 2x2  = ax 
2x2  + ax  - 3a2  = 0. 

Aplicando  la  formula.  Aqui  a = 2,  b = a,  c = — 3a2,  luego: 

— a ± Vo2  — 4(2)  (—3a2)  -a  ± Va*  + 24o2  - a ± \Z25a2 


— a ± 5a 


— a f 5a  4a 


— a — 5a  6a  3 


(2  ) Resolver  la  ecuacion  2x2  — 4ax  4-  bx  = 2 ob. 


R. 


= a. 


3 


La  solucion  de  las  ecuaciones  de  este  tipo  por  la  formula  es  bastante  laboriosa, 
sin  embargo,  por  descomposicion  en  factores  es  muy  rapida. 

Para  resolver  por  factores  se  pasan  todas  las  cantidades  al  primer  miembro 
de  modo  que  quede  cero  en  el  segundo.  Asl,  en  este  caso,  transponiendo 
2ab,  tenemos: 

2x2  — 4ax  + bx  — 2 ab  = 0 

Descomponiendo  el  primer  miembro  (factor  comun  por  agrupacion),  se  tiene: 
2x  ( x — 2a  ) + b | x — 2a  ) = 0 
o sea  ( x — 2a  ) ( 2x  + b ) = 0 

Igualando  a cero  cada  factor,  se  tiene: 


Si  x — 

d 

CN 

II 

X 

o 

II 

0 

CN 

( x,  — 2a. 

2x  + b — 0,  x = 

2 

( *2-  2* 
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Resolver  las  ecuaciones: 

1. 

x2+2flx— 35a2=0. 

5.  x2+ax=20a2.  9. 

x2— 2ax=6ab— 3bx. 

2. 

10xs=36a2-3  ax. 

6.  2x2=abx+3a2b2.  jo. 

3(2x2-mx)+4nx-2mn=0. 

3. 

a-x2+abx—2b2=0. 

7 b2x2-\-2abx=3a2.  n. 

x2—a2—bx—ab= 0. 

4. 

8!)&x=42x2+2262 

8.  x2+ ax—bx=ab. 

abx2— x(6— 2«)=2. 
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13.  x2— 2ax4*a2— 62=0. 

18. 

x2— 2x=ra2-f  2m. 

23. 

a+x 

-i- 

a— 2x 

— A 

T 

a—x 

a4-x 

14.  4x(x—b)+b*=4 m3. 

19. 

x24-m2x(m— 2)=2m5. 

OtA 

X2 

a2 

15.  x2— 62+4a2— 4ax=0. 

20. 

6x2— 15ax=26x— 5n6. 

24. 

^T“ 

2(a— 2) 

3x  a x2 

2 

1 

16.  x2— (a+2)x=—  2a. 

21. 

1 — — = 0. 

4 2 2 a 

25. 

x H — = 

X 

- — h 2a. 
a 

17.  x2+2x(4— 3a)=48a. 

22. 

2x— 6 26x— 62 

26. 

to 

X 

1 

1 

X 

1 

1 

1 X 

2 3x 

b 

x+6  46 

ECUACIONES  INCOMPLETAS 


434  Las  ecuaciones  incompletas  de  2?  grado  son  de  la  forma  ax 2 + c = 0, 
quc  carecen  del  t^rmino  en  x,  o de  la  forma  ax 2 4*  bx  = 0,  que  carecen 
del  t^rmino  independiente. 


ECUACIONES  INCOMPLETAS  DE  LA  FORMA  ax2  + c = 0 


Si  en  la  ecuacidn  ax2  + c = 0 pasamos  c al  2o.  micmbro,  se  tiene: 


ax2  = — c /.  x2  — — ~ x = ± 

a 

Si  a y c tienen  el  mismo  signo,  las  rafces  son  imaginarias  por  ser  la 
raiz  cuadrada  de  una  cantidad  negativa;  si  tienen  signo  distinto,  las  rakes 
son  reales. 

. A igual  resultado  se  llega  aplicando  la  formula  general  a esta  ecuacidn 
ax1  + c = 0 teniendo  presente  que  6 = 0,  ya  que  el  t£rmino  bx  es  nulo.  Se 
tiene: 


±.  V — 4 ac 

x = 

2a 


Ejemplos 


( 1 ) Resolver  lo  ecuocion  x2  + 1 = 


7x2 


• + 3. 


Suprimiendo  denominodores: 
Tronsponiendo: 


Extroyendo  la  raiz  cuadrada: 


9x2  + 9 = 7x2  + 27 
9x2  - 7x2  = 27-9 
2x2  = 18 
x2  = 9 

x=±'  9 
x = ± 3.  R. 


Las  dos  rafces  4*  3 y — 3 son  reales  y racionales. 

( 2)  Resolver  la  ecuacion  x2  4-  5 = 7. 

Transponiendo  y reduciendo:  x2  = 2 

x = ± V 2 R. 

Las  dos  rqtces  V^2  y — y/2  son  reales  e irracionales. 
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(3)  Resolver  la  ecuacion  5x2  + 12  = 3x2  — 20. 

Transponiendo:  5x2  — 3x2  = — 20  — 12 

2x2  = - 32 


x2  = — 1 6 


Exfrayendo  la  raiz  cuadrada: 
Las  dos  raices  son  imaginarias. 

EJERCICIO  271 

Resolver  las  ecuaciones: 

1.  3x2=48. 

2.  5x2— 9=46. 

3.  7x2+14=0. 

4.  9x2— a2=0. 

6.  (x+5)(x— 5)=— 7. 

6.  (2x—3)(2x+3)— 135=0. 

7.  3(x+2)(x— 2)=(x— 4)2+8x. 


x = ±V-16 

x=  t 4A/^—  1.  = ±4jr. 


9.  (2x— l)(x+2)— (x+4)(x— 1)+5=0. 

_5 1_  _7 

10  ax2  6x2_  12' 


11. 


12. 


2x— 3 x— 2 


x— 3 
x2— 5 
3 


x — 1 
4x2— 1 


14x2— 1 


15 


= 0. 


x2+l 

13.  2x  — 3 = — 7. 

x— 2 


y 


x(ax  + b) 


/1\/1\1  3 

V 3/V  3/3  4x2— 1 

^36)  ECUACIONES  INCOMPLETAS  DE  LA  FORMA  ax2  + bx  = 0 
Vamos  a resolver  la  ecuacion  ax 2 + bx  = 0 
por  descomposicion.  Descomponiendo  se  tiene: 

Igualando  a cero  ambos  factores: 

x = 0. 

6 

ax  + 6 = 0 x = . 

a 

Se  ve  que  en  estas  ecuaciones  siempre  una  raiz  es  cero  y la  otra  es  el 
coeficiente  del  t^rmino  en  x con  signo  cambiado  partido  por  el  coeficiente 
del  termino  en  x2. 

Igual  resultado  se  obtiene  aplicando  la  fdrmula  general  a esu  ecua- 
cion teniendo  presente  que  c = 0.  Se  tiene:  * . — ^ ' }\ -.zJt. 

, -6  + 6 0 A 
y de  aqui  . 


x2  = * 


-6-6  -26 


2 a 


2 a 


6 

a 
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( 1 ) Resolver  la  ecuacion  5x2  = — 3x. 
Transponiendo:  5x2  4*  3x  = 0 

Descomponiendo:  x ( 5x  -h  3 ) = 0 

Igualando  a cero:  x = 0 

5x  + 3 = 0 

Las  raices  son  0 y — R. 


Ejemplos 


x = 


( 2)  Resolver  la  ecuacion  3x  — 1 
Quifando  denominadores: 

Transponiendo  y reduciendo: 
Descomponiendo: 

Las  raices  son  0 y 4.  R. 


_ 5x-f2 
’ x — 2 ‘ 

(3x  — 1 ) ( x — 2 ) = 5x  4-  2 
3x2  - 7x  4-  2 = 5x  4-  2 
3x2  — 12x  = 0 
3x  ( x — 4 ) = 0 

3x  = 0 x — ~ — 0 

x — 4 = 0 x = 4 
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Resolver  las  ecuaciones: 

1.  x2=5x. 

2.  4x2=-32x. 

3.  x2— 3x=3x2— 4x. 

4.  5x24-4=2(x4-2). 

A3T)  ECUACIONES  CON  RADICALES  QUE  SE  REDUCEN 
A 2°  GRADO.  SOLUCIONES  EXTRANAS 

Las  ecuaciones  con  radicales  se  resuelven,  como  sabemos,  destruyendo 
los  radicales  mediante  la  elevacion  de  los  dos  miembros  a la  potencia  que 
indique  el  indice  del  radical. 

Cuando  la  ecuacion  que  resulta  es  de  2o.  grado,  al  resolverla  obten- 
dremos  las  dos  raices  de  la  ecuacion,  pero  es  necesario  hacer  la  verificacidn 
con  ambas  raices  en  la  ecuacion  dada,  comprobar  si  ambas  raices  satisfacen 
la  ecuacion  dada,  porque  cuando  los  dos  miembros  de  una  ecuacion  se 
elevan  a una  misma  potencia  generalmente  se  introducen  nuevas  soluciones 
que  no  satisfacen  la  ecuacion  dada.  Estas  soluciones  se  llaman  soluciones 
extranas  o inadmisibles. 


5.  (x— 3)2— (2x4-5)2=  — lfi. 
x2  x— 9 _ 3 
3 6~  “ 2 * 

7.  (4x— 1 )(2x4-3)=(x+3)(x—  1 ). 
8 x+]__x+4  =i 
x— 1 x— 2 
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Por  lanto,  es  necesario  en  cada  caso  hacer  la  verification  para  aceptar 
las  soluciones  que  satisfacen  la  ecuacion  dada  y rechazar  las  soluciones  ex- 
tranas. 

A1  hacer  la  verification  se  tiene  en  cuenta  solamente  el  valor  |>ositivo 
del  radical. 


Ejemplo 


Resolver  la  ecuacion  V" 4x  — 3 — V x — 2 = V 3x  — 5. 


Elevando  al  cuadrado: 


\/  ( 4x  — 3 )2  — 2 V4x  — 3 4-  VTx*—  2 )2  = V ( 3x  — 5 P 

o sea  4x  — 3 — 2 \/4x2  — llx4-64-x  — 2 = 3x  — 5. 

Aislando  el  radical: 


Reduciendo: 

Dividiendo  por  — 2: 

Elevando  al  cuadrado: 
Transponiendo  y reduciendo: 
Descomponiendo: 

Igualando  a c^ro: 


- 2 V4x2- llx  + 6 = 3x-5-4x  + 3-  x4-2. 

- 2 V 4x2  — llx  + 6 = - 2x 

V 4x2  - 1 1 x 4-  6 = x 
4x2  - llx  + 6=x2 
3x2- 11x4-6  = 0 
( x — 3 ) ( 3x  — 2 ) = 0. 

x — 3 = 0 

3x  - 2 = 0 


x=3. 

x=i. 


1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 


Haciendo  la  verification  se  ve  que  el  valor  x = 3 satisface  la  ecuacion  dada,  pero 
el  valor  x = 5 no  satisface  la  ecuacion.  Entonces,  x = $ es  una  solution  extraha/ 
que  se  rechaza. 

La  solucion  correcta  de  la  ecuacion  es  x = 3.  R. 
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Resolver  las  ecuaciones  siguientes  haciendo  la  verificacibn  con  ambas  raices: 

V2x4-V4x-3  = 3. 


x4-V4x  4-1  = 5. 

2x— Vx— l=3x— 7. 

V 5x  — 1+  V x + 3 = 4. 

2Vx  — Vx4-5=1. 

V2x-l  + Vx  + 3 = 3. 

Vx— 3 + V2x  + 1 — 2Vx  = 0 
V5x  — 1 — V3  — x = V2x. 
V3x  + lH-V,5x  = V 16x4-1. 


9. 

10. 

11. 


Vx+3-t- 


Vx+3 


Vx4-— — :=5. 
Vx 


12.  2 Vx  = Vx+T  4- 


=o. 


8 

Vx+7 


13. 

14. 


Vx4- Vx  4-8  = 2 Vx. 

V^G  — x4-Vx+T— V12x4-1  = 0. 


438;REPRESENTACION  Y SOLUCION  GRAFICA  DE  ECUACIONES 
" DE  SEGUNDO  GRADO 

Toda  ecuacion  de  segundo  grado  con  una  sola  incognita  en  x repre- 
senta  una  parabola  cuyo  eje  es  paralelo  al  eje  de  las  ordcnaclas. 
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Ejemplos 


( 1 ) Representor  y resolver  groficamente  la  ecuacion  x2  — 5x  -f  4 = 0. 

El  primer  miembro  de  esta  ecuacion  es  una  funcion  de  segundo  grado  de*  x. 
Haciendo  la  funcion  igual  a y,  tenemos: 

y = x2  - 5x  + 4. 

A cada  valor  de  x corresponde  un  va- 
lor de  la  funcion.  Demos  valores  a x. 

y = 4 

y = 0 

y = -2 
y = -2i 
y “-2 
y = 0 

y = 4 
y = 10 

x = — 1,  y = 10,  etc. 


Representando  estos  valores  de  y corres- 
pondientes  a los  que  hemos  dado  a x,  ob- 
tenemos  la  serie  de  puntos  que  aparecen 
senalados  en  el  grafico.  Uniendo  estos 
puntos  por  una  curva  suave  se  obtiene  la 
parabola  ABC,  que  es  la  representacion 
grafica  del  primer  miembro  de  la  ecua- 
cion dada. 

El  punt o inferior  de  lo  curva , en  este  caso 
corresponde  al  valor  x = 2^. 

El  punto  inferior  de  la  curva  (o  el  superior  segun  se  verb  despues)  se  obtiene 

siempre  Cuando  a x se  le  da  un  valor  igual  a — ~ • En  esta  ecuacion  que 

hemos  representado  b = — 5 y a = l,  y por  tanto  ~ = ^ = 2^. 

Las  abscisas  de  los  puntos  en  que  la  curva  corta  al  e/e  de  las  x son  los  raices 
de  la  ecuacion . En  este  caso  la  curva  corta  al  eje  de  las  x en  dos  puntos 
cuyas  abscisas  son  1 y 4 y estas  son  las  raices  de  la  ecuacion  x2  — 5x  *f  4 = 0. 
Vease  que  en  la  tabla  de  valores  anterior  para  x = l y x = 4,  y = 0.  Las  raices 
anulan  la  ecuacion. 

Cuando  ambas  raices  son  reales  y desiguales  la  curva  corta  al  eje  de  las  x en 
dos  puntos  distintos. 

Por  tanto,  para  resolver  groficamente  una  ecuacion  de  segundo  grado  en  x 
basta  hallar  los  puntos  en  que  la  curva  corta  al  eje  de  las  x. 


FIGURA  70 


ing.  /uj. 


Para  x = 0, 
x — 1 

» 

x = 2, 

*=2i 

x = 3, 

x = 4 

t 

x = 5, 
x = 6, 
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(2)  Representor  y resolver  graficomente  la  ecuacion  x2  — 6x  -f  9 = 0. 
Tendremos: 


y = X2  - 6x  + 9. 


Demos  valores  a x.  (Fig.  71). 


o 

II 

X 

o 

II 

X 

X 

II 

X 

II 

X 

II 

K> 

X 

II 

x = 3# 

11 

O 

II 

X 

/=i 

x = 5, 

ii 

X 

X 

II 

Ov 

y = 9, 

Representando  estos  puntos  y uniendolos 
resulta  la  parabola  ABC  que  es  tangente 
al  eje  de  las  x.  Esta  curva  es  la  repre- 
sentacion  grafica  del  primer  miembro  de 
la  ecuacion  x2  — 6x  + 9 ~ 0. 

La  curva  toca  al  eje  de  las  x en  un  solo 
punto  B cuya  abscisa  es  3,  luego  las  dos 
raices  de  la  ecuacion  son  iguales  y va- 
len  3.  Observese  que  en  la  tabla  de  va- 
lores  x = 3 anula  la  funcion. 


FIGURA  71 


NOTA 

Cuando  al  aplicar  la  formula  a una  ecuacion  de  29  grado  la  cantidad  subra- 
dical de  V b2  — 4 ac  es  negativa,  ambas  raices  son  imaginarias. 

La  parabola  que  representa  una  ecuacion  de  2*  grac/o  cuyas  raices  son  imagi- 
narias no  corta  al  eje  de  las  x. 
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Representar  gr^ficamente  las  funciones: 

1-  x2+3x— 4.  3.  xa— 5x+6.  5.  x2-2x-8.  1-  x2-8x+16.  9.  2x2-9x+7. 

2.  x2+3x+2.  4.  x2+2x— 8.  6-  x2-9.  8.  x2+4x+4.  10.  3x2-4x-7. 

Resolver  grdticamente  las  ecuaciones: 


li. 

x2-4x+3=0. 

14. 

x2+4x+3=0. 

17. 

x2+8x+16=0. 

20. 

x2 — 4x=  — 4. 

12. 

x2-6x+8=0. 

15. 

x2=6— x. 

18. 

x2— 4=0- 

21. 

2x2— 9x+10=0. 

13. 

x2— 2x— 3=0. 

16. 

x2=2x— 1. 

19. 

x2=3x+10. 

22. 

2x2— 5x— 7=0- 
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CAPITULO  XXXIV 

PROBLEMAS  QUE  $E  RESUEIVEN  POR  ECUACIONES  DE 
SECUNDO  CRADO.  PROBIEMA  DE  IAS  LUCES 


439  Cuando  el  planteo  dc  un  problema  da  origen  a una  ecuacion  de  se- 
gundo  grado,  al  resolver  esta  ecuacibn  se  obtienen  dos  valores  para 
la  incognita. 

Solamente  se  aceptan  como  soluciones  del  problema  los  valores  de  la 
incognita  que  satisfagan  las  condiciones  del  problema  y se  rechazan  los  que 
no  las  cumplan. 

(44Cjj  A es  dos  aiios  mayor  que  B y la  suma  de  los  cuadrados  de  ambas  eda« 
des  es  130  anos.  Hal  la r ambas  edades. 


Sea  a:  = la  edad  de  A. 

Entonces  x — 2 - la  edad  de  B. 

Segiin  las  condiciones:  x2  + (x  — 2)-  = 130. 

Simplificando,  se  obtiene:  x2  — 2x— 63  = 0. 

Resol viendo:  (x  -9)(x  + 7)  = 0. 

x -9  = 0 /.  x = 9 
x + 7 = 0 x=-7 


Se  rechaza  la  solucion  x = — 7 porque  la  edad  de  A no  puede  ser 
— 7 anos  y se  acepta  x =9.  Entonces  A tiene  9 anos  y B tiene  x — 2 = 7 anos.  R. 
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441  A com  pro  cierto  mimero  de  sacos  de  frijoles  por  $240.  Si  huhiera 
comprado  3 sacos  mas  por  el  mismo  dinero,  cada  saco  le  hahria  costa- 
do  $4  menos.  ^Cuintos  sacos  compro  y a qui  precio? 

Sea  x = el  numero  de  sacos  que  compr6.  ^ 

Si  compr6  x sacos  por  $240,  cada  saco  le  costo  $ — . 

Si  hubiera  comprado  3 sacos  mis,  x4-3  sacos,  por  el  mismo  dinero 

240 

$240,  cada  saco  saldria  a $ — , pero  segun  las  condiciones  el  precio  de 

x 4“  3 
240 

cada  uno  de  estos  sacos,  seria  $4  menor  que  el  precio  de  cada  uno 

x 4”  3 

de  los  sacos  anteriores,  ; luego,  se  tiene  la  ecuacidn: 

240  240 

= 4~  4. 

x x 4-  3 

Resolviendo  esta  ecuacion  se  obtiene  x=12  y x =-  15 

Se  rechaza  la  solucion  x = — 15  y se  acepta  x = 12;  luego,  compro 

240  240 


12  sacos  y cada  saco  le  costd  = = $20.  R. 

7 x 12 

442  La  longitud  de  un  terreno  rectangular  es  doble  que  el  ancho.  Si  la 
longitud  se  aumenta  en  40  m y el  ancho  en  6 m,  el  area  se  hace 

doble.  Hallar  las  dimensiones  del  terreno. 

Sea  x = el  ancho  del  terreno. 

Entonces  2x  = la  longitud  del  terreno. 

El  irea  del  terreno  es  x x 2x  = 2x2. 

Aumentando  la  longitud  en  40  m,  £sta  seria  (2x4-40)  m,  y aumen- 
tando  el  ancho  en  6 m,  este  seria  (x  4-  6)  m.  El  irea  ahora  seria  (2x  4-  40) 
(x  4-  6)  = 2x2 1*  52x  4-  240  m2,  pero  segun  las  condiciones  esta  nueva  area 
seria  doble  que  la  anterior  2x2;  luego,  tenemos  la  ecuacion: 

2x2  4-  52x  4-  240  = 4x2. 

Transponiendo  y reduciendo: 

- 2x2  4-  52x  4-  240  = 0. 

Cambiando  signos  y dividiendo  por  2: 

x2-26x- 120  = 0. 

Resolviendo  esta  ecuacion  se  halla  x=3()  y x=  4. 

Aceptando  la  solucion  x = 30,  el  ancho  del  terreno  es  30  m y la  lon- 
gitud es  2x  = 60  m.  R. 

443  Una  persona  vende  un  caballo  en  $24,  perdiendo  un  cf  sobre  el  cos- 
to del  caballo  igual  al  numero  de  pesos  que  le  costo  el  caballo.  <?Cuan- 

to  le  habia  costado  el  caballo? 

Sea  x = el  numero  de  pesos  que  le  habia  costado  el  caballo. 
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Fntonces  x — % de  ganancia  sobre  el  costo. 

La  perdida  obtenida  es  el  x%  de  $x.  En  Aritm^tica,  para  ballar  el 

. - . , 6 X 6 36  , , ...  , xxx  x2 

6%  de  $6  procedemos  asi:  = — ; luego,  el  x%  de  $x  sera  loo"  = ioo 

x2 

Entonces,  como  la  perdida  ——  es  la  diferencia  entre  el  costo  x y el 

100 

precio  de  venta  $24,  se  tiene  la  ecuacion: 

x2 


100 


= x — 24. 


Resolviendo  esta  ecuacion  se  halla  x = 40  y x = 60. 

Ambas  soluciones  satisfacen  las  condiciones  del  problema;  luego,  el  ca- 
bal lo  liabra  costado  $40  6 $60.  R. 


EJERCICIO  275 

La  suina  de  dos  numeros  es  9 y la  suma  de  sus  cuadrados  53.  Hallar  los 
numeros. 

2.  Un  numcro  positivo  es  los  $ de  otro  y su  producto  es  2160.  Hallar  los 
numeros. 

3 A tiene  3 anos  mds  que  B y el  cuadrado  de  la  edad  de  A aumentado  en 
el  cuadrado  de  la  edad  de  B equivale  a 317  anos.  Hallar  ambas  edades. 

4.  Un  numero  es  el  triplo  de  otro  y la  diferencia  de  sus  cuadrados  es  1800. 
Hallar  los  numeros. 

5 El  cuadrado  de  un  numero  disminuido  en  9 equivale  a 8 veces  el  exceso 
del  numero  sobre  2.  Hallar  el  numero. 

6.  Hallar  dos  numeros  consecutivos  tales  que  el  cuadrado  del  mayor  exceda 
en  57  al  triplo  del  menor. 

7.  La  longitud  de  una  sala  excede  a su  ancho  en  4 m.  Si  cada  dimensibn 
se  aumenta  en  4 m el  area  sera  doble.  Hallar  las  dimensiones  de  la  sala. 

8.  Un  comerciante  compro  cierto  numero  de  sacos  de  azucar  por  1000  bo- 
livares.  Si  hubiera  comprado  10  sacos  mds  por  el  mismo  dinero,  cada  saco 
le  habria  costado  5 bolivares  menos.  ^Cuantos  sacos  comprb  y cudnto  le 
cost 6 cada  uno? 

9.  Un  caballo  costb  4 veces  lo  que  sus  arreos  y la  suma  de  los  cuadrados  del 
precio  del  caballo  y el  precio  de  los  arreos  es  860625 sucres.  <jCudnto  costb 
cl  caballo  y cudnto  los  arreos? 

10.  La  diferencia  de  dos  numeros  es  7 y su  suma  multiplicada  por  el  numero 
menor  equivale  a 184.  Hallar  los  numeros. 

11.  La  suma  de  las  edades  de  A y B es  23  anos  y su  producto  102.  Hallar 
ambas  edades. 

12.  Una  persona  comprb  cierto  numero  de  libros  por  $180.  Si  hubiera  com- 
prado 6 libros  menos  por  el  mismo  dinero,  cada  libro  le  habria  costado 
$1  mds.  <*Cudntos  librfls  comprb  y cudnto  le  costb  cada  una? 

13.  Una  comnahia  de  180  hombres  estd  dispuesta  en  filas.  El  numero  de 
soldados  de  cada  fila  es  8 mds  que  el  numero  de  filas  que  hay.  ;Cudntas 
filas  hay  y cudntos  soldados  en  cada  una? 

14.  Se  vende  un  reloj  en  75  soles  ganando  un  % sobre  el  costo  igual  al  nu- 
mero de  soles  que  costb  el  reloj.  Hallar  el  costo  del  reloj. 
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15.  Entre  cierto  numero  de  personas  compran  un  auto  que  vale  $1200.  El 
dinero  que  paga  cada  persona  excede  en  194  al  numero  de  personas. 
^Cuintas  personas  compraron  el  auto? 

16-  Compr£  cierto  numero  de  relojes  por  $192.  Si  el  prccio  de  cada  reloj 
es  los  J del  numero  de  relojes,  ^cuintos  relojes  compr£  y cuinto  pague 
poi  cada  uno? 

17.  Se  ha  comprado  cierto  numero  de  libros  por  $150.  Si  cada  libro  hubiera 
costado  $1  mis,  se  habrian  comprado  5 libros  menos  con  los  $150.  ;Cuin* 
tos  libros  se  compraron  y cuinto  cost6  cada  uno? 

18.  Por  200  lempiras  compr£  cierto  numero  de  libros.  Si  cada  libro  me  hubiera 
costado  10  lempiras  menos,  el  precio  de  cada  libro  hubiera  sido  igual  al 
numero  de  libros  que  compr£.  ;Cuintos  libros  comprrf? 

19.  Compre  cierto  numero  de  plumas  por  $24.  Si  cada  pluma  me  hubiera 
costado  $1  menos,  podia  haber  comprado  4 plumas  mis  por  el  mismo 
dinero.  ^Cuintas  plumas  comprd  y *r  qu£  precio? 

20.  Un  tren  emplea  cierto  tiempo  en  recprrer  240  Km.  Si  la  velocidad  hubiera 
sido  20  Km  por  hora  mis  que  la  que  llevaba  hubiera  tardado  2 horas 
menos  en  recorrer  dicha  distancia.  ^En  qu£  tiempo  recorrid  los  240  Km? 

21  Un  hombre  comprd  cierto  numero  de  caballos  por  $2000.  Se  le  murieron 
2 caballos  y vendiendo  cada  uno  de  los  restantes  a $60  mis  de  lo  que  le 
cost6  cada  uno,  gan6  en  total  $80.  <?Cuintos  caballos  comprd  y cuinto  le 
cost6  cada  uno? 

22.  Hallar  tres  numeros  consecutivos  tales  que  el  cociente  del  mayor  entre 
el  menor  equivale  a los  ~ del  numero  intermedio. 

23.  El  producto  de  dos  numeros  es  180  y su  cociente  1$.  Hallar  los  numeros. 

21  Un  hombre  comprd  cierto  numero  de  naranjas  por  $1.50.  Se  com  id  5 naran- 

jas  y vendiendo  las  restantes  a 1 ctvo.  mis  de  lo  que  le  costd  cada  una  recu- 
perd  lo  que  habia  gastado.  ^Cuintas  naranjas  comprd  y a qu£  precio? 

25  Cuando  vendo  un  caballo  en  171  quetzales  gano  un  % sobre  el  costo  igual 
al  numero  de  Q que  me  cost6  el  caballo.  <jCuinto  costd  el  caballo? 

26.  El  producto  de  dos  numeros  es  352,  y si  el  mayor  se  divide  por  el  menor, 
el  cociente  es  2 y el  residuo  10.  Hallar  los  numeros. . 

2;  Se  ban  comprado  dos  piezas  de  tela  que  juntas  midcn  20  m.  El  metro 
de  cada  pieza  costd  un  numero  de  pesos  igual  al  numero  de  metros  de 
la  pieza.  Si  una  pieza  costd  9 veces  lo  que  la  otra,  ^cuil  era  la  longitud 
de  cada  pieza? 

28.  Un  tren  ha  recorrido  200  Km  en  cierto  tiempo.  Para  haber  recorrido 
esa  distancia  en  1 hora  menos,  la  velocidad  debia  haber  sido  10  Km 
por  hora  mis.  Hallar  la  velocidad  del  tren. 

29  Un  hombre  ha  ganado  84  colones  trabajando  cierto  numero  de  dias. 
Si  su  jornal  diario  hubiera  sido  1 coldn  menos,  tendria  que  haber  tra- 
bajado  2 dias  mis  para  ganar  84  colones.  ^Cuintos  dias  trabajd  y cuil 
es  su  jornal? 

80  Los  gastos  de  una  excursidn  son  $90.  Si  desisten  de  ir  3 personas,  cada 
una  de  las  restantes  tendria  que  pagar  $1  mis.  ^Cuintas  personas  van 
en  la  excursidn  y cuinto  paga  cada  una? 

El  cociente  de  dividir  84  entre  cierto  numero  excede  en  5 a estc  numero. 
Hallar  el  numero. 

82  La  edad  de  A hace  6 afios  era  la  raiz  cuadrada  de  la  edad  que  tendri 
dentro  de  6 anos.  Hallar  la  edad  actual. 

33  Comprd  cierto  numero  de  libros  por  $40  y cierto  numero  de  plumas 
por  $40.  Cada  pluma  me  costd  $1  mis  que  cada  libro.  <?Cuintos  libros 
compre  y a qu£  precio  si  el  numero  de  lioros  excede  al  de  plumas  en  2? 
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PROBLEMA  DE  LAS  LUCES 


444  El  Problema  de  las  Luces  consiste  en  hallar  el  punto  de  la  linea  que 
une  dos  focos  luminosos  que  est£  igualmente  iluminado  por  ambos 
focos. 

Scan  dos  focos  luminosos  A y B (figura  72).  Sea  / la  intensidad  lumi- 
nosa  del  foco  A e /'  la  intensidad  del  foco  B.  (Intensidad  o potencia  lumi- 
nosa  de  un  foco  es  una  magnitud  que  se  mide  por  la  cantidad  de  luz  que 
arroja  un  foco  normalmente  sobre  la  unidad  de  superficie  colocada  a la 
unidad  de  distancia). 


Se  trata  de  hallar  el  punto  de  la  linea  AB  que  une  ambos  focos,  que 
esta  igualmente  iluminado  por  ambos  focos. 

Supongamos  que  el  punto  iluminado  igualmente  es  el  punto  P.  Sea  d 
la  distancia  entre  ambos  focos  y x la  distancia  del  foco  A al  punto  igual- 
mente iluminado;  la  distancia  del  foco  B a dicho  punto  serd  d — x. 

Existe  un  principio  en  Fisica  que  dice:  La  iluminacion  que  produce 
un  foco  luminoso  sobre  un  punto  en  la  direccidn  del  rayo  es  directamente 
proporcional  a la  intensidad  del  foco  e inversamente  proporcional  al  cua- 
drado  de  la  distancia  del  foco  al  punto.  Entonces,  la  iluminacion  que  pro- 


duce el  foco  A sobre  el  punto  P,  segun  el  principio  anterior,  serrA  — — y la 

V % 

iluminacidn  que  produce  el  foco  B sobre  el  punto  P ser4  — — y como 

estas  iluminaciones  son  iguales  por  ser  P el  punto  igualmente  iluminado, 


tendremos  la  ecuacidn:  = 


r 


(d.  - xf 


o sea  — = 

V (d-x)2 


Esta  es  una  ecuacidn  de  2o.  grado  que  puede  ponerse  en  la  forma 
ax2+  bx  + c = 0 y resolverse  aplicando  la  formula  general,  pero  este  proce- 
dimiento  es  bastante  laborioso.  Mils  sencillo  es  extraer  la  raiz  cuadrada  a 
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VT  x 

los  do s miembros  de  esta  igualdad  y se  tiene:  ^=j= con  lo  que  que 

da  una  ecuacion  de  primer  grado.  Resol viendo  esta  ecuacidn: 

(d  - x)V7  = x VT 
d VT-  x vT  = x vT 

T ransponiendo:  — x VT—  x VT = — d VT 

o sea:  x VT+  x VT  = d VT 

x(V 7+VT)  = dVT 
d VT 

_x~  vT+vr 

y considerando  el  doble  signo  de  VT,  se  tiene  finalmente: 

d I d I 


x = 


Vi+vr  ° x vi-vr’ 

fdrmula  que  da  la  distancia  del  foco  A al  punto  igualmente  iluminado  en 
funcidn  de  la  distancia  entre  los  dos  focos  y de  las  intensidades  luminosas 
de  los  focos,  cantidades  todas  conocidas,  con  lo  cual  dicho  punto  queda 
determinado. 


DISCUSION 

Consideraremos  tres  casos,  observando  la  figura: 

1)  1 Siendo  />/'  se  tiene  que  VT>VT;  luego,  VT+vT7  es 


mayor  que  VT  pero  menor  que  2VT;  por  tanto, 


V7 


es  menor  que  1 


V7+V7 

dVT  / vT  \ 

y mayor  que  i;  luego,  el  primer  valor  de  x,  que  es  — — —^dl—— — — ), 

vT+vT  vv7+v/'/ 

es  igual  a d multiplicada  por  una  cantidad  positiva,  menor  que  1 y mayor 

d 

que  i;  luego,  x es  menor  que  d y mayor  que  — , lo  que  significa  que  el 

2 

punto  igualmente  iluminado  esti  a la  derecha  de  At  entre  A y B,  mas  cer- 
ca  de  B que  de  A , como  estd  el  punto  JF\  Es  evidente  que  el  punto  igual- 
mente iluminado  tiene  que  estar  mds  cerca  de  la  luz  m3s  d£bil. 

En  el  segundo  valor  de  x siendo  \/7  > VT  el  denominador,  VT—  VT 

VT 

es  positivo,  pero  menor  que  VT;  luego,  es  una  cantidad  positi- 

va y mayor  que  1;  luego,  x es  igual  a d multiplicada  por  una  cantidad  po- 
sitiva mayor  que  1;  luego,  x serd  positiva  y mayor  que  d,  lo  que  significa 
que  hay  otro  punto  igualmente  iluminado  que  est£  situado  a la  derecha 
de  B , como  el  punto  Pi. 

2)  / = /' . En  este  caso  VT=VT;  luego,  vT+  VT—  2VT  y el  primer 

d VT  d 

valor  de  x se  convierte  en  x = — = — , lo  que  significa  que  el  punto 
igualmente  iluminado  se r&  el  punto  medio  de  la  linea  AB. 
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£1  segundo  valor  de  x,  siendo  V7  = vT7,  se  convierte  cn  x = — - — = « 

lo  quc  signifies  que  el  otro  punto  igualmente  iluminado  estd  a una  distan- 
cia  infinita  del  foco  A,  o sea,  que  no  existe. 

Entonces,  siendo  / = /'  no  hay  mds  que  una  solucidn. 

3)  /</'*  En  este  caso  VT<\^77,  o sea  VT>y/l\  luego,  n/T+n/T7 


serd  mayor  que  2V7,  y — serd  menor  que  £;  luego,  x serd  igual 

VT+vT7 

a d multiplicada  por  una  cantidad  menor  que  £.  o sea  que  x es  positiva  y 
menor  que  lo  que  signifies  que  el  punto  igualmente  iluminado  estd  a 

la  derecha  de  A , mas  cerca  de  A que  de  B.  como  es  ldgico  que  suceda  por 
ser  el  foco  A mas  debil  que  el  foco  B en  este  caso. 

En  el  segundo  valor  de  x,  siendo  \TI <vT7  el  denominador,  V7—  V77 
vT 

es  negativo;  luego,  es  una  cantidad  negative  y x es  igudl  a d 

VT—  VT7  . ... 

multiplicada  por  una  cantidad  negativa;  luego,  x es  negativa,  lo  que  sig- 
nifies que  hay  otro  punto  igualmente  iluminado  y situado  a la  izquierda 
de  A como  el  punto  P2- 


( 1 ) Se  tiene  un  foco  luminoso  A de  100  bujias  y otro  foco  8 
de  25  bujias,  situado  a 3 m a la  derecha  de  A.  Hollar  el 
punto  de  la  linea  AB  igualmente  iluminado  por  ambos. 

Aqui  d = 3,  I = 100,  I*  = 25.  El  primer  valor  de  x sera: 

dVT  3XVT00  3 X 10  30 

— — — — — — 2 m. 

V7+VT  V100  + \T25  10  + 5 15 

luego  hay  un  punto  en  la  linea  AB  igualmente  iluminado  situado  a 2 m a la 
derecha  de  A.  El  segundo  valor  sera: 

dVT  _ 3 X VTOO  M3Xl0__30  ^ra 

X~V7-V7~  VT00- V25~  10-5~  5 ~ 

luego  hay  otro  punto  igualmente  iluminado  en  la  linea  A8  situado  a 6 m 
a la  derecha  de  A. 


Ejemplos 


( 2)  Se  tienen  dos  focos  luminosos,  A de  36  bujias  y B de  100  bujias,  estando  8 4m 
a la  derecha  de  A.  Hallar  el  punto  igualmente  iluminado  de  la  recta  A8. 

Aqui  d = 4,  I = 36,  /'  = 100.  El  primer  valor  de  x sera: 

dVT  4XV¥  4X6  24 

x = -7= — = — = -z=l  — = — =1.50  m. 

V7+V7  V36  + VTOO  6 + 10  16 

luego  hay  un  punto  de  la  linea  AB  igualmente  iluminado  situado  a 1.50  m.  a 
la  derecha  de  A.  El  segundo  valor  de  x sera: 

d VT  _4X6_4X6_24__^m 

X_  V7- V7~  6-10  ~ -4  ~ -4 

luego  hay  otro  punto  de  la  linea  AB  igualmente  iluminado  situado  a 6 m a la 
izquierda  de  A. 


erne 


GM-O/j* 


EVARISTE  GALOIS  (1811.1832)  Matematico  fran- 
ccs.  Despues  do  realizar  estudios  en  un  Liceo,  ingresa 
en  la  Escuela  Normal.  Acusado  de  peligroso  republi- 
can© va  a parar  a la  circel.  No  fue  la  unica  vez  que 
•stuvo  on  prision.  Acabado  dc  salir  muere  de  un  pis- 


toletaxo  en  un  duelo,  cuando  apenas  tenia  21  anos  de 
edad.  A pesar  de  esta  corta  vida  Galois  dej6  una  es- 
tela  profunda  en  la  historia  de  las  matematicas.  Dejo 
la  demostracion  del  teorema  que  lleva  su  nombre  so- 
bre  la  resolucidn  de  las  ecuaciones  de  primer  grado. 


CAPITULO  XXXV 


TEORIA  DE  LAS  ECUACIONES  DE  SEGUNDO  GRADO. 

ESTUDIO  DEL  TRINOMIO  DE  SEGUNDO  GRADO 

445)CARACTER  DE  LAS  RAICES  DE  LA  ECUACION 
^DE  SEGUNDO  GRADO 

La  ecuacion  general  de  segundo  grado  ax2  + bx  + c = 0 tiene  dos  rai- 
ces  y solo  dos,  cuyos  va  lores  son: 

— b + Vb  2 — 4ac  — 6 - V b 2 — 4 ac 


El  caracter  de  estas  rafces  depende  del  valor  del  binomio  b2  — 4 ac  que 
esti  bajo  el  signo  radical;  por  esa  razon  b2  — \ac  se  llama  discriminante  de 
(a  ecuacion  general  de  segundo  grado. 

Consideraremos  tres  casos: 

1)  b':—  \(u  e>  una  caniidad  posiiiva.  En  este  caso  las  rafces  son  rea- 

les y desiguales. 

Si  b2  — 4 ac  es  cuadrado  perfecto,  las  rafces  son  rationales,  y si  no  lo  es, 
son  irracionales. 
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2)  b2  — 4flc  cs  ccro  En  este  caso  las  ralces  son  reales  e iguales.  Su 

, b 

valor  es . 

2 a 

3)  //2  — ±ac  es  una  cantidad  negativa.  En  este  caso  las  ralces  son  ima- 
ginarias  y desiguales. 

Ejemplos 

( 1 ) Determiner  el  caracter  de  las  raices  de  3x2  — 7x  + 2 = 0. 

Hallemos  el  valor  de  b2  — 4ac.  Aqui  a = 3,  b = — 7,  c = 2,  luego 
b2  4a  c — 1-7  r-4  (3  ) (2  )=  49-24  = 25. 

Como  b2  — 4ac  = 25  es  positive,  las  raices  son  reales  y desiguales  y como  25 
es  cuadrado  perfecto  ambas  raices  son  racionales. 

(2)  Determinar  el  caracter  de  las  raices  de  3x2+«2x  — 6 = 0. 

Aqui  a = 3,  b = 2,  c = — 6,  luego 

b2  - 4oc  = 22  - 4 (3  ) (-  6 )=  4 + 72  = 76 

Como  b2  — 4ac  = 76  es  positiva,  las  raices  son  reales  y desiguales  y como  76 
no  es  cuadrado  perfecto  las  raices  son  irracionales. 

(3)  Determinar  el  caracter  de  las  raices  de  4x2  — 12x  + 9 = 0. 

b 2 - 4ac  = I-  12  f-  4 (4  ) (9  )=  144  - 144  = 0. 

Como  b2  — 4ac  = 0,  las  raices  son  reales  e iguales. 

(4)  Determinar  el  caracter  de  las  raices  de  x2  — 2x  + 3 = 0. 

b2  — 4ac  = (-2  )2—  4 (1  ) (3  1=4-12  = -8 
Como  fa2  — 4oc  = — 8 es  negativa,  las  raices  son  imaginarias. 

EJERCICIO  276 

Determinar  el  caracter  de  las  raices  de  las  ecuaciones  siguientes,  sin  re- 
sol verlas: 

1.  3x2+5x— 2=0.  4.  3x2-2x+5=0.  7.  2x2-9x+7=0.  10.  x2+x-l=0. 

2t  2x2— 4x+l=0.  5.  x2— 10x+25=0.  8.  36x2+12x+l=0.  11.  5x2-7x+8=0. 

3.  4x2— 4x+l=0.  6.  x2— 5x— 5=0.  9.  4x2-5x+3=0.  12.  x2-10x-ll=0. 

446  PROPIEDADES  DE  LAS  RAICES  ZZ  LA  ECUACION 
DE  SEGUNDO  GRADO 

La  ecuacidn  general  de  2o.  grado  es  ax2  + bx  + c = 0 y sus  raices 

— fe  + Vfe2— 4ac  — b — Vb2  — 4ac 


Xi  = 


2 a 


y *2  = 


2 a 
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Estas  raices  tiencn  dos  propiedades: 


) Suma  de  las  raices.  Sumando  las  raices,  tenemos: 


*1  + x2  = 


— b 4-  Vfc2  — 4 ac 

h 


2 a 


— 6 — \ 62-te 


2 a 


— b + Vb2  — iac  — b — V b2  — 4 ac 
2 a 


-2  b _-b 
2 a ~ a 9 


b 

o sea  Xi  -fx2  = - 

a 


luego,  la  suma  de  las  raices  es  igual  al  coeficiente  del  segundo  t£rmino  de 
la  ecuacion  con  el  signo  cambiado  partido  por  el  coeficiente  del  primer 
termino. 


2)  Producto  de  las  raices.  Multiplicando  las  raices,  tenemos: 

— b + b2  — 4 ac  — b — ' b2  — iac 

*i*2=  — — X 

2 a 2 a 

(—  b + Vb2  — 4ac)  (—  b — Vb2  — 4 ac) 

4 a2 

(—  6 )*—  (\  fc2  - 4ac  )2  b2  — (b2  — 4ac ) 62  — b2  4-  4ac  4ac  c 

4a2  4a2  4a2  4a2  a 


c 

o sea  XiX2  = 

a 

luego,  el  producto  de  las  raices  es  igual  al  tercer  termino  de  la  ecuacidn 
con  su  propio  signo  partido  por  el  coeficiente  del  primero. 


447  La  ecuacion  ax2  4-  bx  4-  c = 0 puede  escribirse  x2  4-  ~x  4-  — — 0,  divi- 
diendo  todos  sus  t^rminos  por  a.  Entonces,  como 


-6  b 

Xi  + x2  = — = — y xxx2  = 

a a i 


podemos  decir  que  en  toda  ecuacion  de  la  forma  x2  4*  — x 4-  a — 0 o 
x2  4-  771  x 4-  n = 0,  es  decir,  en  toda  ecuacidn  de  segundo  grado  en  que  el 
coeficiente  del  primer  termino  es  1,  la  suma  de  las  raices  es  igual  al  coefi- 
ciente del  segundo  termino  con  el  signo  cambiado  y el  producto  de  las  rai- 
ces es  igual  al  tercer  termino  con  su  propio  signo. 
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(1  ) Hollar  si  2 y — 5 son  las  raices  de  la  ecuacion 
x2  + 3x-10  = 0. 

Si  2 y — 5 son  las  raices  de  esta  ecuacion,  su  suma  tiene  que  ser  igual  al 
coeficiente  del  segundo  termino  3 con  el  signo  cambiado,  — 3 y su  producto 
tiene  que  ser  el  tercer  termino  — 10  con  su  propio  signo.  Veamos  si  cumplen 
estas  condiciones: 

Suma:  2 + ( — 5)  = 2 — 5 = — 3^  coef.  de  x con  el  signo  cambiado. 
Producto:  2 X ( — 5)  = — 10,  tercer  termino  con  su  propio  signo. 

Luego  2 y — 5 son  las  raices  de  la  ecuacion  x2  + 3x  — 10  = 0. 

(2)  Hollar  si  — 3 y — - son  las  raices  de  la  ecuacion  2x2  4*  7x  + 3 = 0. 

Pongamos  la  ecuacion  en  la  forma  x2  + mx  4*  n = 0 dividiendo  por  2,  que- 
dara: 

a 7 3 

x2  H — x H — = 0. 

2 2 

1 17 

Suma:  ( — 3)4-(  — - ) = — 3 — - = — - coef.  de  x con  el  signo  cambiado. 

1 8 

Producto:  ( — 3 ) ( — - ) = -,  tercer  termino  con  su  propio  signo. 

Luego  — 3 y — ^ son  las  raices  de  la  ecuacion  2x2  + 7x  + 3 = 0. 

(3)  Hollar  si  1 y — j son  las  raices  de  la  ecuacion  3x2  + x — 2 = 0. 

1 2 

Dividiendo  por  3 se  tiene  x2  + -x  — - = 0. 

Suma:  1 +(-;)=! -5  = 5. 

La  suma  da  el  coeficiente  del  segundo  termino  con  su  propio  signo  y no  con 

2 

el  signo  cambiado,  luego  1 y — - no  son  las  raices  de  la  ecuacion  dada. 

EJERCICIO  277 

Determinar,  por  las  propiedades  de  las  raices,  si: 

1-  2 y — 3 son  las  raices  de  x2-fx— 6=0. 

2-  1 y 5 son  las  raices  de  x2— 4x— 5=0. 

3*  1 y — i son  las  raices  de  2x2— x— 1=0. 

4-  -3  y i son  las  raices  de  3x2+8x— 3=0. 

:)  2 y -J  son  las  raices  de  5x2— 11x4*2=0 

6.  _4  y _ £ son  las  raices  de  4x2-hl7x-f4=0. 

7.  -.5  y _ j Son  las  raices  de  5x2+24x— 5=0. 

4 y —7  son  las  raices  de  x24-3x— 28=0. 

’ £ y — § son  las  raices  de  6x2+x— 2=0. 

10.  J y -J  son  las  raices  de  8x2— 2x— 3=0. 


Ejemplos 
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(448)  DADAS  LAS  RAICES  DE  UNA  ECUACION  DE  SEGUNDO 
GRADO,  DETERMINAR  LA  ECUACION 


( 1 ) Las  raices  de  una  ecuacion  de  T grado  son  3 y — 5.  De- 
terminar la  ecuacion. 

Hallemos  la  suma  y el  producto  de  las  raices. 

Surma:  3 M — 51  = 3 — 5 = ~ 2. 

Producto:  3X  ( — 5)  = — 15. 

Sabemos  que  la  suma  de  las  raices  de  toda  ecuacion  de  la  forma  x2  + mx  + n=0 
es  igual  al  coeficiente  del  2*  termino  con  el  signo  cambiado  y el  producto  es 
igual  al  tercer  termino  con  su  propio  signo. 

Aqui,  la  suma  de  las  raices  es  — 2,  luego  el  coeficiente  del  segundo  termino 
de  la  ecuacion  sera  2;  el  producto  de  las  raices  es  — 15,  luego  — 15  sera  el  ter- 
cer termino  de  la  ecuacion. 

Por  tanto,  la  ecuacion  sera: 

x2  4-  2x  — 1 5 = 0.  R. 


Ejemplos 


(2)  Las  raices  de  una  ecuacion  son  2 y — j.  Determinar  la  ecuacion. 

, 8 8** 

Suma  de  las  raices:  2 r(— -)=2  — 

3 6 3 

Producto  de  las  raices:  2 * l — - = — - = - 

La  suma  con  el  signo  cambiado  se  pone  de  coeficiente  del  T termino  de  la 
ecuacion  y el  producto  con  su  propio  signo  se  pone  de  tercer  termino,  luego 
la  ecuacion  sera: 

5 3 

x2 x = 0 o sea  4x2  — 5x  — 6 = 0.  R. 

4 2 


g 

(3)  Hallar  la  ecuacion  cuyas  raices  son  —4  y — 

Suma:  |-4) +|-f)  = -4  — j=-“. 

Producto:  ( —4)  Xj  — = — 

La  ecuacion  sera: 

23  12 

x2  + — x + — = 0 o sea  5x2  + 23x  + 12  = 0.  R. 

5 5 


EJERCICIO  278 


Determinar  la  ecuaci6n  cuyas  raices  son: 


1-  3 y 4. 

2 -1  y 3. 

3-  -5  y -7. 


4.  -10  y 11. 
5-  1 y 
6.  -2  y 

7 5 


7*  3 y -f 


8.  -2  y 

9.  -1  y ±. 

2 7 4 


10.  -5  y f 

11.  6 y -f 

12.  -2  y -i. 


9. 
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13. 

18  y -52. 

18. 

14. 

-15  y -11. 

19. 

15. 

0 y 2. 

16. 

•y-f 

20. 

17. 

5 y -5. 

21. 

1 1 
2 y 2* 

22. 

_11 

2 

7 y 7. 

23. 

2 a y 

8 y — r* 

24. 

2b 

3 

6 9 

T ^ T* 

25. 

m y 

26. 

b y a— b. 

27. 

a b 

t y -7- 

28. 

1+V2  y 1 

-V2. 

29. 

2+VF y 2 

-V5. 

30. 

3+V^i  y 

S-ytt. 

449  DAD  A LA  SUMA  Y EL  PRODUCTO 
HALLAR  LOS  NUMEROS 


DE  DOS  NUMEROS, 


Ejemplos 


( 1 ) La  suma  de  dos  numeros  es  4 y su  producto  — 396. 
Hollar  los  numeros. 


Por  las  propiedades  de  las  raices  de  la  ecuacion  de  T grado,  si  la  suma  de 
los  dos  numeros  que  se  buscan  es  4 y su  producto  — 396,  los  dos  numeros  son 
las  raices  de  una  ecuacion  de  segundo  grado  de  la  forma  x2  + mx  + n = 0 
en  la  cual  el  coeficiente  del  segundo  termino  es  — 4 (la  suma  con  el  signo  cam- 
biado)  y el  tercer  termino  es  —396  (el  producto  con  su  propio  signo)  luego 
la  ecuacion  es:  x2  _ 4x  _ 394  = q 


Las  raices  de  esta  ecuacion  son  los  numeros  que  buscamos.  Resolviendo  esta 
ecuacion: 

( x — 22)  ( x + 18)  =0. 

x - 22  = 0 /.  x = 22  x,  = 22. 

x 4- 18  = 0 x = — 18  Xo  — — 18. 

Luego  los  numeros  buscados  son  22  y — 18.  R. 


(2)  La  suma  de  dos  numeros  es  — — y su  producto  6.  Hallar  los  numeros. 

Los  dos  numeros  que  buscamos  son  las  raices  de  una  ecuacion  de  29  grado 

cuyo  primer  termino  es  x2,  en  la  cual  el  coeficiente  del  29  termino  es  — (la 
suma  con  el  signo  cambiado)  y cuyo  tercer  termino  es  6 (el  producto  con  su 
propio  signo)  luego  la  ecuacion  es 

35 

x2  + — x + 6 = 0. 

4 

Las  raices  de  esta  ecuacion  son  los  numeros  que  buscamos.  Resolviendo  la 
ecuacion:  4x2  + 35x  + 24  = 0. 


x = 


- 35  zL  \ 352  — 4 ( 4)'  24  1 _ - 35  ± v 1225  - 384 
8 8 
-35±  \ 841  -35±  29 


8 

-35  + 29  - 6 


*i  = 


x2  — 


8 8 
- 35  - 29  _ - 64 
8 “8 


8 

_ 3 
4 ' 

=-8. 


Luego  los  numeros  buscados  son  —8  y — R. 
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Encontrar  dos  numeros  sabiendo  que: 
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1 La  suma  es  11  y el  producto  30. 

2 La  suma  es  —33  y el  producto  260. 

3 La  suma  es  —1  y el  producto  —306. 
4.  La  suma  es  —49  y el  producto  294. 
5-  La  suma  es  6 y el  producto  —247. 

6.  La  suma  es  jj  y el  producto  —1. 

i La  suma  es  — ^ y el  producto  8. 
t La  suma  es  - y el  producto  — 

9.  La  suma  es  —13^  y el  producto  —6. 
i0-  La  suma  es  —3^  y el  producto  1. 


11  La  suma  es  ^ y el  producto 

12.  La  suma  es  — ^ y el  producto  — 

13.  La  suma  es  — y el  producto . 

14.  La  suma  es  4^  y el  producto  —4. 

15-  La  suma  es  ^ y el  producto 

16.  La  suina  es  2 y el  producto  —4. 

17.  La  suma  es  1 y el  producto  — ^. 

18.  La  suma  es  — 1^  y el  producto  —6 

19.  La  suma  es  a y el  producto  —2d2. 

20.  La  suma  es  —lb  y el  producto  1062. 

21.  La  suma  es  ^ y el  producto  — -jj-. 


ESTUDIO  DEL  TRINOMIO  DE  SEGUNDO  GRADO  ax2  + bx  + c* 


DESCOMPOSICION  EN  FACTORES  DEL  TRINOMIO 
DE  SEGUNDO  GRADO 


El  trinomio  de  segundo  grado  ax2  4-  bx  -I-  c puede  escribirse 

ax2  + bx  + c=  o (x2  + — * x + — ) (1) 

' a a 

Igualando  a cero  el  trinomio  del  segundo  miembro  se  tiene 
b c 

x2  H — x H — = 0 o ax 2 + bx  + c = 0, 
a a 

que  es  la  ecuacion  general  de  2o.  grado. 

Sabemos  (446)  que  las  raices  xY  y x2  de  esta  ecuacion  tienen  las  dos 
propiedades  siguientes: 

b b 

*l  + *2  = — = -(%!  + X2  A 

a a / 


c 

*1*2  = — 

a 


O I os 
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be  b 

Ahora,  si  en  el  trinomio  x2H — xH — en  lugar  de  — ponemos  su 

a a a 

c 

igual  — (*!  + x2)  y en  lugar  de  — ponemos  su  igual  XiX2,  tenemos: 


b c 

x2  H — x H — = x2  — (xi  -f  x2)x  + xxx2 
a a 

(multiplicando)  = x2  — xtx  — x2x  -I-  XiX2 
(factorando  por  agrupacidn)  =x(x—  xx  — x2(x  — Xi) 

= (x  — Xi)(X  — X2). 

b c 

Luego,  en  definitiva,  nos  queda  que  x2H — x + — = (x  — xi)(x  — x2). 
Sustituyendo  el  valor  de  este  trinomio  en  (1),  se  tiene: 

ax2  4-  bx  + c = a (x  — xt ) (x  — x2 ) 

lo  que  me  dice  que  el  trinomio  de  segundo  grado  se  descompone  en  3 fac- 
tor es: 


1)  El  coeficiente  de  x2,  que  es  a.  2)  x menos  una  de  las  raices  de  la 
ecuacion  que  se  obtiene  igualando  el  trinomio  a cero.  3)  x menos  la 
otra  raiz. 


45l)  DESCOMPONER  UN  TRINOMIO  EN  FACTORES 
W HALLANDO  LAS  RAICES 

Visto  lo  anterior,  para  descomponer  un  trinomio  de  2o.  grado  en  fac- 
tores  hallando  las  raices,  se  procede  asi: 

1)  Se  iguala  el  trinomio  a cero  y se  hallan  las  dos  raices  de  esta 
ecuacion. 

2)  Se  descompone  el  trinomio  en  3 factores:  El  coeficiente  de  x2, 
x menos  una  de  las  raices  y x menos  la  otra  raiz. 


Ejemplos 


( ) ) Descomponer  en  factores  6x2  + 5x  — 4. 
Igualando  a cero  el  trinomio,  se  tiene: 
6x2  + 5x  - 4 = 0. 


Hallemos  las  raices  de  esta  ecuacion: 


x = 


-5  52  — 4 (6  )(—  4 - 5 25  + 96  - 5 121  - 5 11 


12 


12 


12 


12 


Xl  = 


*2: 


-5+11 

12 

-5-11 

12 


6 

12  ~ 2* 

— *16  _ 

12  ~ 3’ 
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Entonces,  el  trinomio  se  descompone: 

4x’  + 5x-4  = 6(  ) («  + j) 

2x  — 1 3x  + 4 >.  6 (2x  — 1 ) (3x  + 4 \ 

"6(  2 M 3 ' _ T 

= 1 2x  - 1 ) ! 3x  + 4 ] R. 

( 2)  Descomponer  en  factores  24x2  -f  26x  + 5. 

Igualando  a cero  el  trinomio,  se  tiene: 

24x2  4-  26x  + 5 = 0. 

Resolviendo  esta  ecuacion: 

-26  262  — 4(24)5  -26  196_-26  14 

48 


X = 


*1 


x2  = 


48  48 

-26  + 14  _ -12  _ 

48  48 

-26-  14  _ -40  _ 5 

48  48  6* 


Entonces: 


24x‘  + 24,  + 5 = 24  x - (-■!)][  x-  (-|)]=24  (»  + })(«  + 
_ 24  t4x  + 1 ) 6x  + 5 ) 


24 


- — ( 4x  + 1 ) ( 6x  + 5 ) R. 


(3)  Descomponer  en  factores  4 + 7x  — 15x2. 

Ordenamos  en  orden  descendente  con  relacion  a x y lo  igualamos  a cero: 

— 15x2  + 7x  + 4 = 0 

l5x2  — 7x  — 4 = 0 

Resolviendo: 

7 72  — 4 15  -4  j_7±  v289  _7±17 

30 


x = 


*i  = 


x2  = 


30 

7 + 17  _ 24  _ 

~30  30  ~~ 

7-17 — 10  __ 

3* 


30 


30 


30 


Entonces: 


4 + 7x  — 15x2  = — 15  x--  x + - ) = 


15  15x  — 4)  (3x  + 1 ) 

15 


= - (5x-4  )l3x+l  1=  (4-5x  1(1  + 3x  ) R. 


U-)  | S3 
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Descomponer  en  factores,  hallando  las  rakes: 


1. 

x2— 16X+63. 

7.  6x2+7x— 10- 

13. 

6— x— x2. 

19. 

l0x2+207x-63. 

2. 

x2+24x+143. 

8.  12x2— 25x+12. 

14. 

5— 9x— 2x2. 

20. 

100— 15x— x2. 

3. 

x2— 26x— 155 

9.  8x2+50x+63. 

15. 

15+4x— 4x2. 

21. 

18x2+31x-49. 

4. 

2x2+x— 6. 

10.  27x2+30x+7. 

16. 

4+13x— 12x2. 

22. 

6x2— ax— 2a2. 

5. 

r2x2+5x— 2- 

11.  30x2-61x+30. 

17: 

72x2— 55x— 7- 

23. 

5x24*22xy— 15y2. 

6. 

5x2+41x+8. 

12.  llx2— 153x— 180. 

18. 

6+31x— 30x2. 

24. 

15x2— 32mx— 7m2. 

VARI ACIONES  DEL  TRINOMIO  DE  SEGUNDO  GRADO 


452  El  trinomio  de  segundo  grado  ax 2 + bx  + c es  funcion  de  segundo  gra- 
do  de  x . Designando  por  y el  valor  de  la  funcibn,  se  tiene: 

y = ax 2 + bx  + c. 


A cada  valor  de  x corresponde  un  valor  de  la  funcion  o del  trinomio. 
Asi,  en  el  trinomio  y = xz  + 2x  — 3 tenemos: 


Para  x — 0 y- 

x = 1 y = 0 

x=2  v = f) 


x = — 1 y = — 4 

x = - 2 y = - 3 etc. 

Aqui  vemos  que  a cada  valor  de  x corresponde  un  valor  de  y,  o sea 
del  trinomio. 

A continuacion  vamos  a estudiar  las  variaciones  del  signo  del  trinomio 
y del  valor  del  trinomio  que  corresponden  a las  variaciones  del  valor  de  x. 

453  VARIACIONES  DEL  SIGNO  DEL  TRINOMIO 

Sabemos  (460)  que  el  trinomio  de  segundo  grado  se  descompone  de 
este  modo:  y = ax2  + bx  4-  c = a(x  — *i)(x  — x2).  (1). 

Consideraremos  tres  casos: 

1)  b2  — 4ac  posh i vo#  Las  rakes  del  trinomio  son  reales  y desiguales. 
En  este  caso: 

a)  Cl  trinomio  tiene  i*l  mismo  signo  de  a para  todos  Icjis  valores  <!<•  x 
mayores  que  ambas  ratces  o menores  que  ambas  raices  . 

Si  x es  mayor  que  xx  y que  x2,  los  dos  binomios  de  (1)  son  positivos; 
luego,  su  producto  es  positivo  y si  x es  menor  que  Xi  y que  x2,  ambos  bino- 
mios son  negativos;  luego,  su  producto  es  positivo;  entonces,  el  signo  de 
flyX  — Xi)(x  — x2)  sera  igual  al  signo  de  a,  y como  este  producto  es  igual  al 
trinomio,  el  trinomio  tiene  el  mismo  signo  que  a. 
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b)  Li  trinoinio  tiene  signo  contrario  al  signo  de  a para  todos  los  va- 
lorcs  dc  x romprcnriidos  enire  ambas  raices. 

Si  x es  mayor  que  una  de  las  raices  y menor  que  la  otra,  uno  de  los 
binoinios  de  (1)  es  positivo  y el  otro  negativo;  luego,  su  producto  es  nega- 
tivo  y al  multiplicar  a por  una  cantidad  negativa  su  signo  cambiari;  luego, 
el  trinomio  tiene  signo  contrario  al  signo  de  a. 

2)  b-  4ac  = 0.  Las  raices  del  trinomio  son  igu ales.  En  este  caso: 

El  trinomio  tiene  el  mismo  signo  que  a para  todo  valor  dc  x distinto 

de  la  rail. 

Como  Xi  = x2,  para  cualquier  valor  de  x distinto  de  esta  raiz  los  dos 
binomios  de  (1)  serdn  positivos  ambos  o negativos  ambos,  y su  producto 
scrd  positivo;  luego,  el  signo  que  resulte  de  multiplicar  a por  este  producto 
serii  siempre  igual  al  signo  de  a\  luego,  el  trinomio  tendni  igual  signo  que  a. 

3) bv“4ac  negativo.  Las  raices  del  trinomio  son  imaginarias.  En 
este  caso:  Para  cualquier  valor  de  x el  trinoinio  tiene  el  mismo  signo  que  a 

Si  b2  — 4ac  es  negativo,  4 ac  — b2  es  positivo.  Entonces  en  y = ax2  + bx  + c, 
multiplicando  y dividiendo  el  segundo  miembro  por  4a,  se  tiene 

4a2x2  4-  4 abx  + 4ac 


Sumando  y restando  b 2 al  numerador  del  2o.  miembro: 

4fl2x2  + 4<ibx+  b2  4-  4ac—  b2 
4 a 

Descomponiendo  el  trinomio  cuadrado  perfecto  4 a2x2  4-  4abx  4-  b 2,  se 
tiene:  (2ax  4-  b)2  4-  4 ac  — b2 


El  numerador  de  esta  fraccidn  siempre  es  positivo  porque  (2ax4-fe)2 
siempre  es  positivo  (todo  cuadrado  es  positivo)  y 4 ac  — b 2 tambi^n  es  posi- 
tivo por  ser  b2  — 4ac  negativo;  luego,  el  signo  de  esta  fraccion  serri  igual  al 
signo  del  denominador  4 a y este  signo  es  igual  al  signo  de  a,  y como  y , o 
sea  el  trinomio,  es  igual  a esta  fraccion,  el  signo  del  trinomio  serd  igual  al 
signo  de  a para  cualquier  valor  de  x. 


454)  VALOR  MAXIMO  0 MINIMO  DEL  TRINOMIO 

Para  calcular  el  valor  maximo  o mfnimo  del  trinomio,  usaremos  la  ex* 


presion  (2): 


? = 


(2ax  4-  6) 2 4-  4 ac  — b 2 
4 a 


1)  Cuando  a es  posit  1 va  . En  la  fraccidn  del  segundo  miembro,  que 
es  el  valor  de  y,  o sea  del  trinomio,  el  denominador  4 a es  positivo  y tiene 
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un  valor  lijo  (porque  lo  que  varia  es  x,  y 4 a no  contiene  x);  luego,  el  valor 
de  esta  fraccibn  depende  del  valor  del  numerador.  En  el  numerador, 
4ac—fa2  tiene  un  valor  fijo  porque  no  contiene  x;  luego,  el  valor  del  nu- 
merador depende  del  valor  de  (2ax  4-  fa)2.  El  valor  de  esta  expresion  es  el 
que  varia  porque  contiene  a la  x.  Ahora  bien,  el  menor  valor  que  puede 

tener  (2ax  + fa)2  es  cero,  y esta  expresibn  vale  cero  cuando  x = — , por- 

que entonces  se 
se  convierte  en 

' 4 a 

Luego,  si  y , o sea  el  trinomio,  es  igual  a la  fraccibn  del  2o.  miembro 

b 

y esta  fraction,  cuando  a es  positiva,  tiene  un  valor  minimo  para  x = — — — , 

b . 

el  trinomio  tiene  un  valor  minimo  para  x = , cuando  a es  positiva, 

4 nc  — b2  2 a 

y este  valor  minimo  es  . 

4 a 


tiene:  "lax  + b = 2a( )+  b = — b + b =0  y la  expresibn 

4 ac  — b 2 ^ a 


v = ■ 


2)  Cuando  a es  ncgativa.  Entonces,  el  denominador  4 a es  negativo 

y al  dividir  el  numerador  por  4 a cambiara  su  signo;  luego,  la  fraccibn  tie- 

b 

ne  su  mayor  valor  cuando  (2ax  + 6)2  = 0,  lo  que  ocurre  cuando  x=z'~l^~ 

y como  y es  igual  a esta  fraccibn,  y,  o sea  el  trinomio,  tendrd  un  valor  maxi- 
fa  * . 4 ac-b2 

mo  para  x = — — — cuando  a es  negativo,  cuyo  maximo  vale  — — . 

En  resumen: 

Si  a es  positiva,  el  trinomio  tiene  un  valor  minimo. 

Si  a es  negativa,  el  trinomio  tiene  un  valor  maximo. 

fa  . 

El  maximo  o minimo  corresponde  al  valor  de  x = — — , y este  maxi- 
4 ac-b2  2a 

mo  o minimo  vale  . 

4a 


Ejemplos 


{ 1 ) Sea  el  trinomio  y = x*  — 2x  + 3. 

Como  a = + l,  positiva,  el  trinomio  tiene  on  valor  minimo  para 

b -2  4ac-b2  4X3-4 

x = = = 1 y este  minimo  vale  = 2. 

2a  2 7 4a  4 

En  efecto:  Para  x = — 2,  y — 1 1 
x = - 1,  y—  6 
x=  0,  y=  3 

*=  i#  y=  2 

x — 2,  y-  3 

x — 3,  y = 6 
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(2)  Sea  el  trinomio  y = — x2  + 4x  — 1.  Como  a = — 1,  el  trinomio  tiene  un  valor 

b 4 

maximo  para  x = = = 2 y este  maxima  vale 

K 2o  - 2 


4 ac-b2  4 ( — 1 )(  — !)—  16  4-16  -12 


4a 

En  efecto:  Para 


-4 

x = - 1, 

0, 

1, 

2, 

3, 

4, 

5, 


-4  —4 


= 3. 


x — 
x = 
X = 
x = 
x = 
x = 


y = -6 

y=-i 
y=  2 

Y~  3 
y=  2 
y = -i 

y = -6 


(455)  REPRESENTACION  GRAFICA  OE  LAS  VARIACIONES 
DEL  TRINOMIO  DE  2°  GRADO 


Ejem  plos 


( 1 ) Representor  graficomcnte  las  voriaciones  de  x2  — 6x  -f  5. 

Por  ser  b2  — 4ac  *=  36  — 20  = 16,  positiva,  las  raices  son  reales  y desiguales. 
Representemos  el  trinomio  como  se  vio  en 
el  numero  (438) , haciendo: 

y = x2  - 6x  + 5. 

Tenemos  (fig.  73),  que: 

Para  x = — 1,  y = 12 

x=  0, 

* = 1. 


x = 

X = 

X = 
X = 
X = 
X = 


2, 

3, 

4, 

5, 

6, 

7, 


y = 5 

y=  0 

y = - 3 

y r - 4 (mini mo) 

y = - 3 
y=  0 

y = 5 

y = 12 


Representando  coda  uno  de  estos  puntos 
y uniendolos  por  medio  de  una  curve  te- 
nemos la  parabola  de  la  figure  73  en 
la  que  se  ve  todo  lo  que  hemos  dicho 
sobre  las  variaciones  del  trinomio. 
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En  ella  se  ve: 

1 ) Que  la  curva  corta  el  eje  de  las  x en  dos  puntos  cuyas  abscisas  son  1 y 5 
que  son  las  raices  del  trinomio.  El  trinomio  o sea  el  valor  de  la  ordenada 
se  anula  para  x = 1 y x = 5. 

2)  El  trinomio  (la  ordenada)  es  positivo  para  todo  valor  de.x  mayor  que  5 y 

menor  que  1 porque  sabemos  (453,  I9,  a)  que  cuando  las  raices  son  reales 
y desiguales  el  trinomio  tiene  el  mismo  signo  que  a (aqui  a,  el  coeficiente  de 
x2  es  -f  1)  para  todos  los  valores  de  x mayores  o menores  que  ambas  raices. 

3)  El  trinomio  es  negativo  para  todo  valor  de  x mayor  que  1 y menor  que  5 

porque  sabemos  (453,  l9,  b)  que  el  trinomio  tiene  signo  contrario  al  signo 
de  a para  todo  valor  de  x comprendido  entre  ambas  raices. 

4)  El  valor  minimo  del  trinomio  (el  valor  minimo  de  la  ordenada)  corresponde  al 

b 

valor  de  x = 3 que  es  el  valor  de  x = , y este  minimo  vale  — 4 que 

4ac  - b2  20 

es  el  valor  de  . 

4a 

5)  Para  todos  los  valores  de  x equidistantes  de  x = 3,  es  decir  para  x = 2 y 

x = 4,  para  x=l  y x = 5(  x = 0 y x=6,  etc.,  el  trinomio  (la  ordenada)  tiene 

valores  iguales. 


(2)  Representor  graficamente  las  varia- 
ciones  de  x2  — 4x  4-  4. 

Tenemos: 

y = x2  — 4x  4*  4. 

Por  ser  b2  — 4ae  = 16  — 16  = 0,  las  rai- 
ces son  reale s e iguales. 

Se  tiene  (fig.  74)  que  para: 


X = 

-1, 

y = 9 

X = 

0, 

y = 4 

X = 

1, 

y = i 

X = 

2. 

y = 0 (minimo  ) 

X = 

3, 

Y = 1 

X = 

4, 

y = 4 

X = 

5, 

y = 9. 

Representando  estos  puntos  y uniendolos 
obtenemos  la  parabola  de  la  fig.  74. 
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En  la  figura  observamos: 

1 ) La  curva  es  tangente  al  eje  de  las  x y lo  toca  en  el  punto  cuya  abscisa  es  2 
que  es  el  valor  de  las  raices  del  trinomio:  Xi  = X2  = 2.  Vease  que  el  trinomio 
(la  ordenada)  se  anula  para  x = 2. 

2)  El  trinomio  es  positivo  para  todo  valor  de  x distinto  de  x = 2,  porque  sabemos 
(453/  29)  que  cuando  las  raices  son  iguales  el  trinomio  tiene  el  mismo  signo 
de  a (aqui  a,  el  coeficiente  de  x2  es  +1)  para  todo  valor  de  x distinto  de  la 
raiz. 

3)  El  minima  del  trinomio  (de  la  ordenada)  se  obtiene  para  x — 2 que  es  el  valor 

b 4a  c — b2 

de  x = y este  minirno  vale  0 que  es  el  valor  de . 

2a  4a 

4)  Para  todos  los  valores  de  x equidistantes  de  x = 2 como  x = 1 y x = 3, 
x = 0 y x = 4,  etc.,  el  trinomio  tiene  valores  iguales. 


(3)  Representor  graficamente  las  varia- 

\ 

Y 

ciones  de  y = x2  — 2x  4*  3. 

\ 

.1 . 

Como  b2  — 4ac  = 4 — 12  = — 8,  negati- 

\ 

/ 

— 

va,  las  raices  son  imaginarias. 

/ 

Tenemos  (fig  75)  que  para: 

] 

f 

\ 

i 

x l,  y II 

A 

f 

x — — 1,  y—  6 

lA 

X = 0,  y=  3 

/ 

X — 1,  y = 2 (minirno ) 

/ 

X 

II 

Ki 

< 

II 

CO 

1 

w ~~~*  3 v — A 

J 

x — o,  / — o 

x—  4,  y — 11- 

Representando  estos  puntos  y uniendolos  ^ 

i 

0 

> 

tenemos  la  parabola  de  la  fig.  75. 

Y 

En  la  figura  observamos: 

La  curva  no  toca  el  eje  de  las  x,  porque 

FIGURA  15 

las  raices  son  imaginarias. 


2) 


3) 


El  trinomio  (la  ordenada)  es  positivo  para  todo  valor  de  x porque  sabemos 
(453/  3®)  que  cuando  las  raices  son  imaginarias  el  trinomio  tiene  el  mismo 
signo  que  a,  coeficiente  de  x2,  para  todo  valor  de  x y aqui  a = 4-  1. 

4ac  — b2 

El  minima  del  trinomio  es  y = 2 que  es  el  valor  de  — y este  minirno 

b 40 

corresponde  al  valor  x = 1 que  es  el  valor  de  x = . 


4)  Par/i  todos  los  valores  de  x equidistantes  de  x = 1 como  x = 0 y x = 2, 
x = -**  1 y x = 3 el  trinomio  tiene  valores  iguales. 


• kOIBH*  HUOU»  - •« 
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( 4)  Representor  groficomente  las  variaciones  de  y = — x2  -f  2x  4*  8. 


Aqui  b2  - 4ac  = 4 — 4(  — 1)8  = 4 + 32 
= 36,  positive,  luego  las  raices  son  rea- 
les y desiguales,  pero  como  a = — 1,  ne- 
gative, la  parabola  estara  invertido. 

Tenemos  (fig.  76)  que  para 


X = 

-3, 

y = 

-7 

X = 

-2, 

y = 

0 

X = 

-1. 

y = 

5 

X = 

0, 

y = 

8 

X = 

1, 

y = 

9 ( maximo) 

X = 

2, 

y = 

8 

X = 

3, 

y = 

5 

X = 

4, 

y = 

0 

X = 

5, 

y = 

-7 

Representando 

estos  puntos  y uniendolos 

tenemos  la  parabola  invertida  de  la  fi- 
gure 76. 


En  la  figura  se  ve  que: 

1 ) La  curva  corta  el  eje  de  las  x en  dos  puntos  cuyas  abscisos  son  — 2 y 4 que 
son  las  raices  del  trinomio. 

— b 

2)  Para  x=l  que  es  el  valor  x = el  trinomio  (la  ordenada)  tiene  un  valor 

4ac  — b2 

maxim o,  y = 9 que  es  el  valor  . En  efecto,  sabemos  (454,  2®) 

4a 

que  cuando  a es  negative  el  trinomio  tiene  un  maximo. 


EJERCICIO  281 

Reprcsentar  los  siguientes  trinomios  y estudiar  sus  variaciones: 


1.  x*-3x+2. 

2.  xa+3x+2. 

3.  x*+3x-10. 


4.  x2+x— 12. 
B.  x2 — 2x+l. 
6.  x2+4x+2. 


7-  — x2— 4x+5. 

8.  x2— 6x+3. 

9.  2x2+x-6. 


10.  -x*+2x+l5. 

11.  2x2— x— 15. 

12.  — 3x2+7x+20. 


KARL  WILHELM  THEODOR  WEIERSTRASS  (1815- 
1897)  Matemitico  alemin  Fue  maestro  dc  eecuda 
y mas  tardc,  Profesor  de  la  Universidad  de  Berlin. 
Puede  considerarse  a Wcierstrass  el  verdadero  padre 
del  Analisis  Modemo.  En  sus  pnmeras  invastigacionas 


abordo  el  problema  de  los  numeroi  irracionales.  Mas 
luego  se  dedico  durante  el  resto  de  su  vida  al  es- 
tudio  de  las  funciones  de  variables  completes  y de 
variables  reales.  Su  nombre  cs  inseparable  del  dc  su 
discipula  Sonia  Kowalewski,  valiosa  matematica  rusa. 


CAPITULO  XXXVI 


ECUACIONES  BINOMIAS  Y TRINOMIAS 


456  ECUACION  BINOMIA  es  una  ecuaci6n  que  consta  de  dos  t6rminos, 
uno  de  los  cuales  es  independiente  de  la  incognita. 

La  formula  general  de  x°±A=  0. 

las  ecuaciones  binomias  es 


4571  RESOLUCION  DE  ECUACIONES  BINOMIAS  SENCILLAS 

Vamos  a considerar  algunas  ecuaciones  binomias  que  se  resuelven  fd- 
cilmente  por  descomposicidn  en  factores. 

( 1 ) Resolver  la  ecuacion  x4  — 16  = 0. 

Descomponiendo  x4  — 16  se  tiene: 

(x2  + 4)(x2-4)  = 0. 

Igualando  a cero  cada  uno  de  estos  factores: 

x2  - 4 = 0 .*•  x2  = 4 x = ± y/f  = ±2. 
x2  + 4 = 0 x2  = — 4 x = — v-4=±2  V^T=±2 i. 

Esta  ecuacion  tiene  4 raices:  2,  — 2,  2 i y — 2 i,  dos  reales  y dos  imaginarias.  R. 

(2 ) Resolver  la  ecuacion  x3  — 27  = 0. 

Descomponiendo  x3  — 27  se  tiene: 

(x-3)(x2  + 3x  + 9}  = 0. 


Ejem  plos 


483 
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Igualando  a cero  cada  uno  de  estos  factores,  se  tiene: 

x-3  = 0 .*•  x =3. 
x2  + 3x  4-  9 = 0. 

Resolvamos  la  ecuacion  x2  + 3x  + 9 = 0 por  la  formula: 

3 ± 32  — 4 9 — 3±  9-36  -3-  -27 


x = 


2 2 
— 3±  v 27\  — 1 -3+3  3/ 


2 2 

La  ecuacion  tiene  3 raices:  una  real,  3 y dos  imaginarias 

- 3 + 3 -3  — 3 v 3 1 


(458JNUMERO  DE  RAICES  DE  UNA  ECUACION 

El  grado  de  una  ecuacibn  indica  el  nuinero  de  rafces  que  tiene.  Asf, 
una  ecuacion  de  2o.  grado  tiene  2 rafces;  una  ecuacibn  de  3fer.  grado,  como 
el  ejemplo  anterior  2,  tiene  3 rafces;  una  ecuacibn  de  4o.  grado,  como  el 
ejemplo  anterior  1,  tiene  4 rafces,  etc. 

(459)  RAICES  CUBICAS  DE  LA  UNIDAD 

La  unidad  tiene  tres  rafces  cubicas,  una  real  y dos  imaginarias. 

En  efecto:  Siendo  x la  rafz  ciibica  de  la  unidad,  esta  rafz  elevada  al 
cubo  tiene  que  darnos  1,  y tenemos  la  ecuacion  binomia: 


o sea, 


x3  =1, 

x3  -1  =0. 


Vamos  a resolver  esta  ecuacibn, 
descomponiendo  x3  — 1.  Tendremos: 


y 


(x  — l)(x2  + X ~f-  1)  = 


Igualando  a cero  estos  factores,  se  tiene: 


x — 1 = 0 x=l. 
x2  + x + 1 = 0. 


x = 


Resolvamos  esta  ecuacibn  por  la  fbrmula: 

-l:t  VI8  - ! 1 1-  _3__i  3 

2 2 2 2 


Entonces,  las  rafces  cubicas  de  la  unidad  son  tres:  una  real,  1 y dos 

. -l+ivi  -1-1  vi 

imaginarias  y 

Esta s dos  rafces  imaginarias  tienen  la  propiedad  de  que  si  una  de  ellas 
se  eleva  al  cuadrado,  se  obtiene  la  otra.  Entonces,  siendo  1 la  rafz  real  y 
designando  una  de  las  imaginarias  por  «,  la  otra  rafz  imaginaria  ser£  « 2. 

Otra  propiedad  de  estas  rafces  es  que  la  suma  de  las  ties  es  igual  a 
cero.  Asi.  ]•+*  «-  =(). 
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Resolver  las  ecuaciones: 


1.  x4— 1=0. 

2.  x341=0. 

3.  *4=81. 

4.  x4— 256=0. 

5.  x3-h8=0. 


9.  Hallar  las  rakes  cubicas  de  8. 
10.  Hallar  las  rakes  cuartas  de  64. 


6.  x4— 625=0. 

7.  x3+64=0. 

8.  x°— 729=0. 


460  ECUACIONES  TRINOMIASson  ecuaciones  que  constan  de  tres  t£rmi- 
^ nos  de  la  forma  ax2n  4-  bxn  -4  c = 0,  donde  se  ve  que,  desptks  de  or- 

denada  la  ecuacidn  en  orden  descendente  con  relacidn  a x,  en  el  primer 
termino  la  x tiene  un  exponente  doble  que  en  el  segundo  termino  y el  ter- 
cer  termino  es  independiente  de  x. 

Son  ecuaciones  trinomias: 

x4  4-  9x2  4 20  = 0,  xG  4 6x3  — 7 = 0,  2x8  4 9x4  — 5 = 0,  etc. 

Las  ecuaciones  trinomias  en  que  el  primer  termino  tiene  x4  y el  se- 
gundo x2  se  llaman  ecuaciones  bicuadradas. 

461  ECUACIONES  DE  GRADO  SUPERIOR  AL  SEGUNDO 
QUE  SE  RESUELVEN  POR  LA  FORMULA 

DE  LA  ECUACION  DE  2?  GRADO 

Toda  ecuacion  trinomia  puede  escribirse  a(xn)2  4-  bxn  4 c = 0. 

Aplicando  la  formula  de  la  ecuacion  de  2o.  grado  se  halla  el  valor 
de  xn  y,  luego,  extrayendo  la  raiz  en^sima,  se  hallan  los  valores  de  x. 

Tambkn  pueden  resol  verse,  como  las  de  2o.  grado,  por  descomposi- 
cion  en  factores. 


( 1 ) Resolver  la  ecuacion  4x4  — 37x2  4 9 = 0. 

Esta  es  un  a ecuacion  bicuadrada.  Esta  ecuacion  puede 
escribirse 


A ( x2  )2  — 37x2  4-9  = 0. 

Aplicando  la  formula  de  la  ecuacion  de  2P  grado  se  halla  el  valor  de  x2: 


37  dtV37*-4(4  9 _ 37  ^ v 1369  - 144  _ 37  ±:  \ 1225  _ 37  =t  35 


2 _ 37  4-  35  _ 72  _ 


37-35  _ 2 _ 1 
8 ~J~A 


8 


8 


8 
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Hemos  obtenido  los  valores  de  x2.  Ahora,  para  hallar  los  valores  de  x,  ex- 
traemos  la  raiz  cuadrada  a cada  uno,  y tendremos: 

x2  = 9 x = ±:  vr9  = ±3. 


o * • 

XT  = j • • X 


r = ± V\=±\. 

Las  cuatro  raices  de  la  ecuacion  son:  3#  — 3,  - y — todas  reales.  R. 

(2  ) Resolver  la  ecuacion  3x4  — 46x2  — 32  = 0. 

Esta  es  otra  ecuacion  bicuadrada.  Vamos  a resolverla  por  descomposicion  lo 
que  suele  ser  mas  rapido  que  aplicar  la  formula.  Descomponiendo  el  trinomio, 
tenemos: 

( 3x*  + 2 ) ( x2  — 16 ) = 0.| 

Igualando  a cero  los  factores,  tenemos: 

x2  — 1 6 = 0 

x2  = 16  x = ± 4. 

3x2  + 2 = 0 
3x2  = - 2 

x2  = --.'.x=±\f--  = ±i\l  - 
s V S Vj 

Las  cuatro  raices  son:  4,  — 4,  — <Vf'  clos  reales  y ^os  imaginarias.  R. 

EJERCICIO  283 

Resolver  las  ecuaciones  siguientes,  hallando  todas  las  raices: 

x4— 10x2+9=0.  6.  x4+16x2— 225=0.  11.  25x4+9x2-16=0. 

x4— 13x2+36=0.  7.  x4—45x2— 196=0.  12.  4x4+llx2-3=0. 


1. 

2. 

3.  x4-29x2+ 100=0. 

4.  x4— 61x2+900=0- 
6.  x4+3x2— 4=0. 


8.  x4— 6x2+5=0. 

9.  4x4-37x2+9=0. 

10.  9x4-40x2+16=0. 


13.  (2x2+l)2— (x2— 3)2=80. 

14.  x2(3x2+2)=4(x2— 3)+13. 


(3)  Resolver  la  ecuacion  x°  — 19x3  — 216  = 0. 

Aplicando  la  formula  de  la  ecuacion  de  T grado,  obtenemos  x3: 
s _ 19  ± V 192-4  (-216)  _ 19  ± V 1225  _ 19  ±35 
2 2 2 


19  + 35 

~~  2 

19  — 35 
2 


= — 8. 


Entonces,  para  hallar  x,  extraemos  la  raiz  cubica: 

x3  = 27  •••  x — 27=  3 

x3  = - 8 x = 8 = — 2. 

3 y — 2 son  las  raices  princi^ales.  Hay  ademas  otras  4 raices  imaginarias 
que  se  obtienen  resolviendo,  como  se  vio  antes,  las  ecuaciones  binomias 
x3  — 27  = 0 y x3  + 8 = 0. 


ECUACIONES  TRINOMIAS  • 487 

Por  descomposicion,  se  resuelve  mucho  mas  pronto  la  ecuacion  x°—19x3— 216=0. 
En  efecto,  descomponiendo: 

( x3  - 27  ) ( x:i  + 8 | = 0. 

x3  — 27  = 0 x3  = 2 7.\x  = V~  27=  3 

x3  + 8 = 0 •••  x3  = — 8 x=V^8=~2 

4 2 

(4)  Resolver  la  ecuacion  x3  — 6x8  + 8 = 0. 


Vamos  a descomponer  el  trinomio.  Tendremos: 
(xT— 2 ) (xT— 4)  =0. 


Iguaiando  a cero  x3  — 2 se  tiene: 
x3  - 2 = 0 


x3  = 2 

VV  = 2. 


Elevando  al  cubo: 


x2  = 8 

X = - \ 8 = ± 2 2. 


Iguaiando  a cero  x3  — 4 se  tiene: 

_2 

x3  - 4 = 0 
2_ 

x3  = 4. 
VI?  =4. 


Elevando  al  cubo: 


x2  = 64 


x=  ± V 64  = ± 8. 

R.  v 
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Resolver  las  ecuaciones: 

8 

x3— 9x2+8=0. 

i 

xd-x2=6. 

1. 

x8— 7x3— 8=0. 

8. 

x10— 33x5+32=0. 

9. 

2. 

x8+30x3+81=0. 

6. 

x-*-13x-2+36=0. 

10. 

3. 

8x8+15x3— 2=0. 

7. 

x-«+35x-3=-216. 

11. 

3x=16\/x— 5. 

i i 

2x2— 5x4+2=0. 

4. 

x*-41x<+400=0. 

8. 

x-“*=242x-s+243. 

12. 

(462) 

TRANSFORMACION 

DE 

EXPRESIONES  DE 

LA 

FORMA 

V“^'/a±'/b  EN  SUMA  DE  RADICALES  SIMPLES 
Hagamos  Va  + VT)  = Vic  + \fy  (1) 

va  — VT=V~x  — \Ty  (2) 

y tendremos  un  sistema  de  dos  ecuaciones  con  dos  incognitas  x e y.  Resol 
vamos  el  sistema: 
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Sumando  (1)  y (2)  se  tiene: 

+ J7Z71  = 2v^.-.vGc=  + + 


Elevando  al  cuadrado  ambos  miembros  de  esta  ultima  igualdad,  se 


tiene: 


x _a+v6+  2V7 a+v"6-v/a-v/6  + a- ^6 

4 

a + ' 6 + 2 ^(a+  / 6 ) (a  — V 6)  + a — 6 


a + v^6 + 2>/a2  — 6 + a — 2a  + 2v/a2  — 6 a + V a2  — b 

4 4 ~ 2 


luego,  nos  queda 


x = - 


a + ' a2  — 6 


y designando  \/a2  — 6 por  ;$e  tiene: 

a + w 


x =- 


(3) 


Restando  (1)  y (2)  se  tiene:  

v^^-v/aTv6  = 2vV-  y=  1, 

Elevando  al  cuadrado: 

a + \ fc  — 2 v a + ' 6 v a-v  Ha- V 6 
4 

a + ^ 6— 2\/a2-6  + a-Vrfc  2a-2v/a2-6  a-vV-6 

4 4 “ 2 

a — \ a2  — 6 a—  w* 

luego,  queda:  > = , o sea:  > = . (4) 

2 2 

Sustituyendp  los  valores  hallados  para  x (3)  e y (4)  en  las  ecuaciones 
(1)  y (2),  se  tiene: 

a — m 


T^ngase  presente  en  esta  transformacidn  que  m = Va2  — b. 

Si  a2  — b tiene  raiz  cuadrada  exacta,  el  radical  doble  se  convierte  en  la 
siima  algebraica  de  dos  radicales  simples,  pero  si  a2  — b no  tiene  raiz  cua- 
drada exacta,  el  radical  doble  se  convierte  en  la  suma  de  dos  radicales  do- 
bles,  lo  que  no  trae  ninguna  ventaja,  pues  lejos  de  simplificar,  complica. 
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Ejemplos 


(1)  Tronsformar  v6  + >/2b  en  suma  de  radicales  simples. 

Aqui  0 = 6,  fa  = 20,  m = v^a2  — fa  = V 36  — 20  = VT6  = 4,  luego: 

y6+V20=x/6^4+V/6~4=v'T  + vT=l  +vl.  R. 


(2)  Transformer  v7  — 2 VTO  en  suma  algebraica  de  radicales  simples. 

Introduciendo  2 bajo  el  signo  radical,  para  lo  cual  hay  que  elevarlo  al  cua- 
drado,  tenemos: 

V7- 2\ATb  = v/7-\  4X  10  = V7-V40. 

Aqui,  a = 7,  fa  = 40,  m = Vo2  — fa  = V 49  — 40  = 3,  luego: 

v 7-27Td  = v/7-^40  = ^ - yj ?~3  = V~5-^.  R. 


p.  EJERCICIO  285 

Transformar  en  suma  algebraica  de 


1.  \/5+>/2l. 

2.  n/s-v^o: 

3.  VH  + V28. 

4.  V32-V700. 

5.  V14+V132. 


6.  v/13  + v/88. 

7.  \/ll  + 2v/30. 

8.  V 84  — 18\/3. 

9.  V21  + 6n/T0. 

10.  V'28+14v'3. 


radicales  simples: 

11.  V14-4V6. 

12.  \/55  + 30\/2. 

13.  V73-12V35. 

14.  \/253-60v/7. 

15.  V293-30V22. 


16-  Vt+vt 

17-  Vt-Vt- 


Hallar  la  raiz  cuadrada  de: 

19.  6+4V2.  22.  10+2V2T. 

20.  7+4V3.  23.  18+6V5. 

21.  8+2VT.  24.  24— 2\/T33. 


25.  30-20\/2. 

26.  9 + 6n/2T. 

27.  98— 24\/5 
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CAPITULO  XXXVII 


PROGRESIONES 


463  SERIE  es  una  sucesi6n  de  t£rminos  formados  de  acuerdo  con  una  ley. 
Asi,  1,  3,  5,  7 es  una  serie  cuya  ley  es  que  cada  termino  se  obtiene 


sumando  2 al  termino  anterior:  1,  2,  4,  8 es  una  serie  cuya  ley  es  que 

cada  termino  se  obtiene  multiplicando  por  2 el  termino  anterior. 

Las  series  que  estudiaremos  en  Algebra  elemental  son  las  progre- 
siones. 

Las  progresiones  se  clasifican  en  progresiones  aritm£ticas  y geom£- 
tricas. 


I.  PROGRESIONES  ARITMETICAS 


464  PROGRESION  ARITMETICA  es  toda  serie  en  la  cual  cada  termino  des- 
pues del  primero  se  obtiene  sumandole  al  termino  anterior  una  can 
tidad  constante  llamada  razon  o diferencia. 


NOTACION 

El  signo  de  progresion  aritmetica  es  -f-  y entre  cada  termino  y el  si- 
guicnte  se  escribe  un  punto. 

Asi,  -r  1.  3.  5.  7 es  una  progresion  aritmetica  creciente  cuya  razon 

es  2 porque  1 + 2 = 3;  3 + 2 = 5;  5 + 2 = 7,  etc. 


490 
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h- 8.4.0.  — 4 es  una  progresion  aritmetica  decreciente  cuya  razon 

es  — 4 porque  8 + (—  4)  = 8 — 4 = 4,  4 -f  (—  4)  = 0,  0 + (—  4)  = — 4,  etc. 

En  toda  progresion  aritmetica  la  razon  se  halla  restandole  a un  tcr- 
niino  cualquiera  el  termino  anterior. 


Asi,  en  “1 

2 4 


En 


•*-2  1—  -1—  . . . 
5 5 


la  razon  es 

4 2 4 

3 8 

la  razon  es  1 2 = 2 = 

5 5 


2 

5’ 


(465)  DEDUCCION  DE  LA  FORMULA  DEL  TERMINO  ENESIMO 

Sea  la  progresion  . , , 

v b a b c d e u, 


en  la  que  u es  el  termino  en£simo  y cuya  raz6n  es  r. 

En  toda  progresion  aritmetica,  cada  termino  es  igual  al  anterior  mis 
la  razon;  luego,  tendremos; 


Ib  = a + r 

c=b  + r = (a,’ f r)  -t-  r = a + 2r 
d = c + r = (a  + 2r)  + r = a + 3r 
g = rf  + r = (fl  + 3r)  + r = a-f4r 


Aqui  vemos  que  cada  termino  es  igual  al  primer  termino  de  la  pro- 
gresion a mis  tantas  veces  la  razon  como  t^rminos  le  preceden;  luego,  como 
esta  ley  se  cumple  para  todos  los  t^rminos,  tendremos  que  u seri  igual  al 
primer  termino  a mis  tantas  veces  la  razdn  como  t£rminos  le  preceden,  y 
como  u es  el  termino  en&imo,  le  preceden  n — 1 t^rminos;  luego: 

u = a-f(n  — l)r 


( 1 ) Hollar  el  159  termino  de  -5-  4.7.10 

Aqui  o = 4,  n = 15,  r = 7 — 4 = 3,  luego: 

+(n-l)  r = 4-H  15-1)3  = 4 +(  14)3  = 4+42  = 46.  R. 

(2)  Hollar  el  239  termino  de  + 9.4.  - 1 . . . . 

Aqui  o = 9,  n = 23,  r = 4 — 9 = — 5,  luego: 

u = a+(n-l)r  = 9+(23-l)l-5)  = 9+<22)(-5>  = 9-110= -101.  R. 


Ejemplos 


u = a 


, 2 3 7 

(3)  Hollar  el  38°  termino  de  *+  

WAV 

2 3 2 5, 

a = _n=38(r  = --J  = -(  luego: 

0 = l-K37)^  = |-  + ^ = f = 31,‘ 
3 6 3 6 2 


R. 
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1. 

2. 

3. 

4. 
6. 
6. 

7. 

8. 
9. 

10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


2 4 

(4 ) Hollar  el  42*  termino  de  -i — 2.—  1—.  — — . . . . 


3 . , 123_113_„a 

• — . K. 


„ = _2+  (4l)-  = -2+— = — = 


EJERCICIO  286 


Hallar  el 

9?  termino  de  -4-7.10.13.... 
129  termino  de  -4-5.10.15.... 
489  termino  de  -4-9-12.15.... 
639  termino  de  -4-3.10.17.... 
129  termino  de  -4-11.6.1.... 
28?  termino  de  -4-19.12.5.... 
139  termino  de  -4-3.—  1.—  5.. 
54?  termino  de  -5- 8. 0.-8... 
319  termino  de  -5 — 7.— 3.1.. 
179  termino  de  -4 — 8.2.12... 

129  termino  de  -*-^.®.l.e.. 
179  tdrmino  de  -4--.-.1.... 

3 6 

• 3 11 

259  termino  de  -5--,—.... 

1 7 

199  termino  de  -4--.-.... 

3 8 


15.  279  termino  de  -5-3~.5^.... 

16.  36^  termino  de  -4--.-.... 

0 3 

17.  159  tdrmino  de 

18.  219  termino  de  -4 — r 

19.  139  termino  de  -5 — j.—  2^... 

20.  199  termino  de  -5 — 

6 3 

21.  339  termino  de  -5- 3- . 2^.... 

3 12 

22.  419  termino  de  -s-  2- . 2-^.... 

5 10 

23.  269  termino  de  -4 — 

5 10 

24.  199  termino  de  -5 — 4.  — 

25.  399  termino  de  + 3.— 1^.... 


@DEDUCCION  DE  LAS  FORMULAS  DEL  PRIMER  TERMINO, 
DE  LA  RAZON  Y DEL  NUMERO  DE  TERMINOS 

Hemos  hallado  que  u=a  + (rj_i)r.  (1). 


Vamos  a despejar  a,  r y n en  esta  £6rmula. 
Despejando  a,  se  tiene:  a = u-(n  — l)r. 


Para  despejar  r en  (1)  transponemos  a y tenemos: 

u — a 

u — a = (n  — l)r  r-^3y. 

Para  despejar  n en  (1)  efectuamos  el  producto  indicado  y tenemos: 

u = a + nr  — r. 


Transponiendo  a y — r: 


u-a  + r 


u — a + r = nr  .’.  n - 


r 
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Ejemplos 


( 1)  Hollar  el  primer  termino  de  una  progresion  aritmetica  sabiendo  que  el  ll9  ter- 
mino  es  10  y la  raz6n  J. 

a = a — (n  — 1 )r  = 10  — (11  — 1 )(i)  = 10  — (10)(i)  = 10  — 5 = 5.  R. 

( 2)  Hallar  la  razon  de  una  progresion  aritmetica  cuyo  primer  termino  es  — J y el 
89  termino  3£, 

1 / 3 \ 25  3 31 

3 ( ) _ + _ _ 

_ u — a _ 8 4 _ 8 4 _ 8 _ 31 

f ~ n — 1 8-1  ~~  7 ~ 7 ~ 56* 


( 3)  ^Cuantos  terrpinos  tiene  la  progresion 


Aqul 


Entonces: 


u-a  + r 
n = 


r 


20 

3~ 

— =20  ter. 

1 

3 


R. 


m-  EJERCICIO  287 

1.  El  15^  termino  de  una  progresidn  aritmetica  es  20  y la  raz6n  j.  Hallar 
el  ler-  termino. 

2.  El  32?  termino  de  una  progresidn  aritmetica  es  —18  y la  raz6n  3.  Hallar 
el  ler  termino. 

3 Hallar  el  ler.  termino  de  una  progresidn  aritmetica  sabiendo  que  el 
8?  termino  es  f y el  termino  1. 

4.  El  termino  de  una  progresidn  aritmetica  es  7 y el  7*?  termino  8J. 
Hallar  el  primer  termino. 

5-  Hallar  la  razdn  de  4-3....  8 donde  8 es  el  6^  termino. 

6.  Hallar  la  razdn  de  4 — 1....  —4  donde  —4  es  el  10^  termino. 

7.  Hallar  la  razdn  de  4-^....  — | donde  — § es  el  17*?  termino. 

8.  El  ler.  termino  de  una  progresion  aritmetica  es  5 y el  189  termino  —80. 

Hallar  la  razdn. 

9-  El  929  termino  de  una  progresidn  aritmetica  es  1050  y el  le*.  termino 
—42.  Hallar  la  razdn. 

10-  ^Cudntos  terminos  tiene  la  progresidn  4-4.6....  30? 

11-  (jCudntos  terminos  tiene  la  progresidn  4-5.5£...  18? 

12.  El  ler.  termino  de  una  progresidn  aritmetica  es  5J,  el  2^  termino  6 y 
el  ultimo  termino  18.  Hallar  el  numero  de  terminos. 
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467;  En  toda  progresion  aritmetica  la  suma  de  dos  terminos  equidistantes 

de  les  extremos  es  igual  a la  suma  de  los  extremos. 

Sea  la  progresion  a rn p u , cuya  razon  es  r.  Supon- 

gamos  que  entre  a y m hay  n terminos  y entre  p y u tambien  hay  n t£rmi- 
nos,  es  dccir,  que  rn  y p son  terminos  equidistantes  de  los  extremos,  a y u. 
Vamos  a demostrar  que  m + p = a + u 

En  efecto:  Habiendo  n terminos  entre  a y m,  al  t^rmino  m le  prece- 
den  n + 1 terminos  (contando  la  a);  luego,  podemos  escribir  (465)  que 

m=a+(«  + l)r.  (1). 

Del  propio  modo,  habiendo  n terminos  entre  p y u,  tendremos: 
u = p + (n  4-  l)r.  (2). 


Restando  (2)  de  (1),  tenemos:  m—  a + (n  + 1 r 

— u = — p — (n  + l r 

m — u—  a — p 

y pasando  p al  primer  miembro  de  esta  igualdad  y u al  segundo,  queda: 

m+  p — a + u 

que  era  lo  que  queriamos  demostrar. 


OBSERVACION 

Cuando  el  numero  de  terminos  de  una  progresion  aritm£tica  es  im- 
par,  el  tlrmino  medio  equidista  de  los  extremos  y por  tanto,  segiin  lo  que 
acabamos  de  demostrar,  el  duplo  del  t^rmino  medio  seri  igual  a la  suma 
de  los  extremos. 


468)  DEDUCCION  DE  LA  FORMULA  PARA  HALLAR  LA  SUMA  DE  LOS 
Vs-^/  TERMINOS  DE  UNA  PROGRESION  ARITMETICA 

Sea  la  progresion  -r-a.b.c l.m.u,  que  consta  de  n terminos. 

Designando  por  S la  suma  de  todos  los  terminos  de  esta  progresidn, 

tendremos:  S=a  + : c + +/ 

y tambien:  5=  u + m + 1 + 4-  b 


Sumando  esta s igualdades,  tenemos: 

2S  = a 4 u 4 (b  -f  m 4 (c *f  l 4 +(/  4 c)  4 m 4 b)  4 u 4 a . 

Ahora  bien,  todos  estos  binomios  son  iguales  a (a4u)  porque  hemos 
demostrado  en  el  numero  anterior  que  la  suma  de  dos  terminos  equidistan- 
tes de  los  extremos  es  igual  a la  suma  de  los  extremos,  y como  hay  tantos 
binomios  como  terminos  tiene  la  progresion,  tendremos: 

(a  + u)n 

2 S=  (a  + u)n  y de  aqui  S=- 


2 
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Ejemplos 


( 1 ) Hollar  (o  suma  de  los  12  primeros  terminos  de  -5-7. 13.19. . . . 
En  la  formula  de  la  suma  entra  u.  Aquf  u es  el  12v  termino 
que  no  lo  conocemos.  Vamos  a hallarlo: 

u = a + {n-l)r  = 7 + (12-l)6=7  + (H)6  = 73. 

Entonces,  aplicando  la  formula  de  suma:  tendremos: 

o-f  q)ri  ( 7+73)12  SOX  12 _ 

2 2 2 


S = 


= 480.  R. 


5 1 

(2)  Hollar  la  suma  de  los  13  primeros  terminos  de  -5 — . — 

6 12 

15  3 

La  razon  es = . Hallemos  el  13°  termino: 

12  6 4 

5 / 3 \ 5 49 

u = a+<  n-  l)r  = 4+(12)( -4)  = 4~9  = • 

6 4 6 6 

Aplicando  ahora  la  formula  de  suma,  tendremos: 

[f  (-?)]»  (f->  (-> 


s = 


( a H-  o ) n 


(-?)»  “T  - 


286 


6 


R. 


2 2 

EJERCICIO  288 

Hallar  la  suma  de  los: 

1.  8 primeros  terminos  de  -5-15.19.23.... 

2.  19  primeros  terminos  de  -5-31.38.45.... 

3.  24  primeros  terminos  de  -5-  42 .32.22..’.. 

4.  80  primeros  terminos  de  -*•  —10  . — 6 . — 2. . 

5.  GO  primeros  terminos  de  4*  11 . 1 . — 9. . . . 

6.  50  primeros  terminos  de  -5 — 5 . —13  . —21 . 

1 8 

9 primeros  t6rminos  de  -5-  - . 1.  - . . . . 

3 2 1 

14  primeros  terminos  de  

19  primeros  terminos  de  -s-  . 

34  primeros  terminos  de 


7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 


2 T_ 

5 ' 55  ' 


1 2 

11  primeros  terminos  de  -5-2  - . 3— . . . 
46  primeros  terminos  de  -5-  3- . 3—  . . . . 
17  primeros  terminos  de  -5 — 2 .^ . . . . 

12  primeros  terminos  de  -r — 5.  -4- . . . 
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469)  MEDIOS  ARITMETICOS 

Se  llama  medios  aritmeticos  a los  terminos  de  una  progresidn  aritmd- 
tica  que  se  hallan  entre  el  primero  y el  ultimo  tdrmino  de  la  progresidn. 

Asi,  en  la  progresion  3.5.7.9.11  los  tdrminos  5,  7 y 9 son  medios 
aritmeticos. 

1470)  INTERPOLACION 

Interpolar  medios  aritmeticos  entre  dos  numeros  dados  es  formar  una 
progresidn  aritm£tica  cuyos  extremos  sean  los  dos  numeros  dados. 

( 1 ) Interpolar  4 medios  aritmeticos  entre  1 y 3. 

1 y 3 son  los  extremos  de  la  progresion.  Tendremos: 
-f-  1 3.  (1 ) . 

Hay  que  hallar  los  4 terminos  de  la  progresion  que  hay  entre  1 y 3.  Si  ha- 
llamos  la  razon  y se  la  sumamos  a 1 tendremos  el  29  termino  de  la  progresion; 
sumando  este  2°  termino  con  la  razon  tendremos  el  3er.  termino;  sumando  el 
3er.  termino  con  la  razon  obtendremos  el  49  termino  y asi  sucesivamente. 

u — a 

La  razon  la  hallamos  por  la  formula  ya  conocida  r = teniendo  en  cuen- 

n — 1 

ta  que  n es  el  numero  c/e  terminos  de  la  progresion  o sea  los  medios  que  se 
van  a interpolar  mas  los  dos  extremos. 

En  este  caso,  la  razon  sera: 

_u-a  3-1  _ 2 
n — 1 ” 6-1  ~ 5 ' 

Sumando  esta  razon  con  cada  termino  obtenemos  el  siguiente.  Entonces: 


2 

_ 7 

1 + — 

29  t£rmino 

5 

7 2 

_ 9 

3er.  termino 

— 1 — 

5 5 

”5' 

9 2 

_11 

— 1 — 

49  termino 

5 5 

11  2 

13 

5P  termino. 

— 1 — 

— — 

5 5 

5 

Ejemplos 


Interpolando  estos  medios  en  ( 1 ) tenemos  la  progresion: 


NOTA 
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(2) 


Para  hollar  la  razon  puede  emplearse  tambien  la  formula » r • 

en  la  cual  m representa  el  numero  de  medios  que  se  van  a interpolar. 

Asi,  en  el  caso  anterior  en  que  interpolamos  4 medios,  m = 4 luego  aplicando 
esta  fdrmula  se  tiene: 

_ u - ° _ 3 - 1 _ 2 
m 4*  1 4 4-1  5 

resultado  identico  al  obtenido  con  la  formula  general  de  la  razon. 

Interpolar  5 medios  aritmeticos  entre  — 2 y 5£. 

4-2 5J.  (1) 


u — a 
m -f  1 


Hallando  la  razon: 

_u-a_  5* -(-2)_  5* + 2_7*_  29 
r ~ n — 1 “ 7-1  " 6 ~"T~24‘ 


Sumando  la  razon  con  cada  termino,  obtenemos  el  siguiente: 

29  19 

- 2 + • — = — - 


24 

_ 19  29  _ 

24  + 24  “ 


10 

24 


29 

24 


39  29  _ 

24  ^24  ” 
68  29  _ 

24  + 24  "" 


24 

10 

24 

39 

24 

68 

24 

97 

24' 


Interpolando  en  (1 ) , tenemos: 


19  10 


24  24 


39  68 
24  24 


— 

24  1 


y simplificando,  aueda: 


19  5 ,5  5 1 ,1 
— 2 — — — 1 — . 2 — 4 — 5 — 
24  12  8 6 24  4 


R. 
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Interpolar: 

1.  3 medios  aritmeticos  entre  3 y 11. 

2.  7 medios  aritmeticos  entre  19  y —5. 

3.  5 medios  aritmeticos  entre  — 13  y —73. 
4 4 medios  aritmeticos  entre  —42  y 53. 

5.  5 medios  aritmeticos  entre  —81  y —9. 
G.  3 medios  aritmeticos  entre  1 y 3. 

7 4 medios  aritmeticos  entre  5 y 12. 


8.  5 medios  aritmeticos  entre  —4  y 3. 

9.  5 medios  aritmeticos  entre  * y 

10.  6 medios  aritmeticos  entre  —1  y 3. 

11.  5 medios  aritmeticos  entre  - y — . 

12.  7 medios  aritmeticos  entre  —2  y —5 

13.  8 medios  aritmeticos  entre  l-  y — 
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1.  Hallar  la  suma  de  los  20  primeros  multiplos  de  7. 

2.  Hallar  la  suma  de  los  80  primeros  multiplos  de  5. 

3.  Hallar  la  suma  de  los  43  primeros  numeros  term  in  ados  en  9. 

4.  Hallar  la  suma  de  los  100  primeros  numeros  pares. 

5.  Hallar  la  suma  de  los  100  primeros  numeros  impares  mayores  que  7. 

6.  Compre  50  libros.  Por  el  primero  pague  8 cts.  y por  cada  uno  de  los 
demas  3 cts.  mas  que  por  el  anterior.  Hallar  el  importe  de  la  compra. 

7.  Un  dentista  arreglb  a un  hombre  todas  las  piezas  de  la  boca  que  tenia 
completas.  Por  la  primera  le  cobr6  $1  y por  cada  una  de  las  denuis  20  cts. 
mas  que  por  la  anterior.  rCuanto  cobrb  el  dentista? 

8.  Hallar  la  suma  de  los  72  primeros  multiplos  de  11  que  siguen  a 66. 

9.  <?Cuanto  ha  ahorrado  un  hombre  en  5 aiios  si  en  enero  del  primer  aho 

ahorro  bs.  2 y en  cada  mes  posterior  ah  or  r 6 bs.  3 mas  que  en  el  precedente? 

10.  Un  hombre  avanza  en  el  primer  segundo  de  su  carrera  6 m y en  cada 

segundo  posterior  avanza  25  cm  mas  que  en  el  anterior.  ,-Cuanto  avanz6 
en  el  89  segundo  y qu£  distancia  habrl  recorrido  en  8 segs.? 

11.  Los  ahorros  de  ,3  anos  de  un  hombre  estan  en  progresibn  aritmetica. 
Si  en  los  tres  aiios  ha  ahorrado  2400  sucres,  y el  primer  ano  ahorro  la 
mitad  de  lo  que  ahorro  el  segundo,  quanto  ahorro  cada  aho? 

12.  LI  2?  y el  49  terminos  de  una  progresibn  aritmetica  suman  22  y el  39 
y el  79  terminos  suman  34.  <-Cuales  son  esos  cuatro  terminos? 

13.  Una  deuda  puede  ser  pagada  en  32  semanas  pagando  $5  la  semana, 
$8  la  2^  semana,  $11  la  3^  semana  y asi  sucesivarnente.  Hallar  el  importe 
de  la  deuda. 

14.  Una  persona  viaja  50  kilbmetros  el  primer  dia  y en  cada  dia  posterior  5$ 
kilbmetros  menos  de  lo  que  recorrib  el  dia  anterior.  ^Cuanto  habra  reco* 
rrido  al  cabo  de  8 dias? 

15.  L11  una  progresibn  aritmetica  de  12  terminos  el  19  y el  129  termino  su- 
man 534.  £Cual  es  la  suma  del  39  y el  109  termino? 

16.  ;Uual  es  el  69  termino  de  una  progresibn  aritmetica  de  11  terminos 
si  su  ler.  termino  es  —2  y el  ultimo  —52? 

17.  bn  el  ler.  aho  de  negocios  un  hombre  ganb  $500  y en  el  ultimo  ganb 
$1900-  Si  en  cada  aho  ganb  $200  mas  que  en  el  aho  anterior,  ^cuantos 
anos  tuvo  el  negocio? 

18.  Las  ganancias  anuales  de  un  comerciante  durante  11  anos  estin  en  pro- 
gresibn aritmetica.  El  primer  aho  ganb  $1180  y el  ultimo  $6180.  ^Cudnto 
mas  ganb  en  cada  aho  a contar  del  segundo  aho,  que  en  el  anterior? 

19.  Las  pbrdidas  de  5 anos  de  una  casa  de  comercio  estan  en  progresibn 
aritmetica.  El  ultimo  aho  perdib  3000  soles,  y la  perdida  de  cada  aho 
fue  de  300  soles  menos  que  en  el  aho  anterior.  <iCu£nto  perdib  el  primer 
aho? 

20.  Una  piedra  dejada  caer  libremente  desde  la  azotea  de  un  edificio  recorre 
16.1  pies  en  el  primer  segundo  , y en  cada  segundo  posterior  recorre  32.2 
pies  mas  que  en  el  segundo  anterior.  Si  la  piedra  tarda  5 segundos  en 
llegar  al  suelo,  ^cudl  es  la  altura  del  edificio? 

21.  Hallar  la  suma  de  los  numeros  impares  del  51  al  813. 

22.  El  59  termino  de  una  progresibn  aritmetica  es  31  y el  99  termino  59. 
Hallar  el  129  termino. 

23.  Las  ganancias  de  3 anos  de  un  almacbn  estan  en  progresibn  aritmetica. 
El  primer  aho  ganb  12500  xolones  y el  tercero  20500.  <jCual  fue  la  ganan- 
cia  del  29  aho? 
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II.  PROGRESIONES  GEOMETRICAS 


(471)  PROGRESION  GEOMETRICA  es  toda  seric  en  la  cual  cada  termino  se 
obtiene  multiplicand©  el  anterior  por  una  cantidad  constante  que  es 
la  razdn. 


NOTACION 

El  signo  de  progresidn  geometrica  es  y entre  termino  y termino  se 
escribe  : 


Asi,  * 5 : 10  : 20  : 40 es  una  progresidn  geometrica  en  la  cual  la  ra- 

zdn es  2.  En  efecto,  5x2  = 10;  10x2  = 20;  20x2  = 40,  etc. 


Una  progresion  geometrica  es  creciente  cuando  la  razdn  es,  en  va- 
lor absoluto,  mayor  que  uno,  y es  decreciente  cuando  la  razdn  es,  en 
valor  absoluto,  menor  que  uno,  o sea,  cuando  la  razdn  es  una  fraccidn 
propia.  As.':  , 16  64 


es  una  progresidn  geometrica  creciente  cuya  razdn  es  4,  y 

*2:1:*:*.... 

es  una  progresidn  geometrica  decreciente  cuya  razdn  es  *. 

Progresidn  geometrica  finita  es  la  que  tiene  un  numero  limitado  de 
terminos  e infinita  la  que  tiene  un  numero  ilimitado  de  terminos. 

Asi,  *2:4:8:16  es  una  progresidn  finita  porque  consta  de  4 termi- 
nos, y * 4 : 2 : 1 : * es  una  progresidn  infinita  porque  consta  de  un  nu- 

mero ilimitado  de  terminos. 

En  toda  progresidn  geometrica  la  razdn  se  halla  dividiendo  un  termi- 
no  cualquiera  por  el  anterior. 


472)  DEDUCCION  DE  LA  FORMULA  DEL  TERMINO  ENESIMO 

Sea  la  progresidn 


* a b c : d e : . 


: u 


en  que  la  u es  el  termino  enesimo  y cuya  razdn  es  r 

En  toda  progresidn  geometrica,  cada  ter- 
mino es  igual  al  termino  anterior  multiplicado 
por  la  razdn;  luego: 


b = ar 

c = for  = (ar  )r  = ar2 
d = cr  = ( ar2)r  = ar3 
e = dr  = (ar3)r  = ar4 


Aqui  vemos  que  un  termino  cualquiera  es  igual  al  primero  a multi- 
plicado por  la  razdn  elevada  a una  potencia  igual  al  numero  de  terminos 
que  lo  preceden. 

Esta  ley  se  cumple  siempre;  luego,  como  u es  el  termino  n y le  pre- 
ceden n — 1 terminos,  tendremos:  u = arn 
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Ejemplos 


(1)  Hollar  el  5*  termino  de  **2:6:18.,.. 

Aqul  o = 2,  n = 5;  r = 6 -*-  2 = 3,  luego: 

u = or0'1  = 2 X 35'1  = 2 X 34  = 162  R. 


(2)  Hollar  el  Q9  termino  de  4*6:4. ... 

4 2 

Aqui  a = 6,  n = 8,  r = - = -,  luego: 


/2\'  128  256 

i = Ofn-l  = 6X  (—  | =6  X = : R. 

3 2187  729 


(3)  Hollar  el  79  termino  de  


La  razon  es:  — - -4-  - 

A O 


8 

4* 


Por  tanto: 


u = arnl 


2 _3  _ 2 729  _ 243 

3 ~~  4 1 ~ 3 4096 ~~  2048* 


R. 


Cuando  la  razon  es  negative,  lo  que  sucede  siempre  que  los  terminos  de  la 
progresion  son  alternativamente  positivos  y negativos,  hay  que  tener  cuidado 
con  el  signo  que  resulta  de  elevar  la  razon  a la  potencia  n — 1. 

Si  n — 1 es  par  dicho  resultado  tendra  signo  + y si  es  imparf  signo  . 


EJERCICIO 

1. 

2. 

3. 

4. 


5. 

6. 


7. 


8. 

9. 


10. 


11. 


L2. 


13. 


14. 
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Hallar  el  79  tdrmino  de  4*  3 : 6 : 12. . . 

Hallar  el  89  tdrmino  de  ^ : 1 : 3 

Hallar  el  99  termino  de  -h*  8 : 4 : 2. . . . 

Hallar  el  69  termino  de  #1 

& 25 

Hallar  el  79  termino  de  **3:2:^ 

Hallar  el  69  termino  de  +*•-:- 

2 5 

Hallar  el  89  termino  de  **  2^  : 3 

Hallar  el  69  termino  de  ««■  — 3 : 6 : —12. . . . 

Hallar  el  99  termino  de  **  3 : — 1 : - . . . . 

a 

Hallar  el  59  termino  de  **-:-.... 

6 2 

Hallar  el  89  termino  de  -«•  16  : — 4 : 1 

Hallar  el  89  termino  de 

4 2 3 

Hallar  el  59  tlrmino  .de  **  — - : - : — — . . . . 

5 2 4 

Hallar  el  109  termino  dc  -h-  — - : — - : — — . . . 


r 


A 

I Kr 

■y  ^ 


,7 

>1 
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473  DEDUCCION  DE  LA  FORMULA  DEL  PRIMER  TERMINO 
Y DE  LA  RAZON 

Hemos  hallado  que  u = ar«-i  (i). 

u 

Despejando  a , se  tiene:  a = que  es  la  formula  del  primer  ter- 

mino  en  una  progresidn  geom6trica. 

Para  hallar  la  razon.  Despejando  rn  l en  (1)  se  tiene 


rn  l = — y extrayendo  la  raiz  n — 1,  queda  r 


-n 


que  es  la  formula  de  la  razdn  en  una  progresidn  geom6trica. 


Ejemplos 


( 1 ) El  6°  termino  de  una  progresion  geometrica  es  ^ y la  razon  j.  Hallar  el 
primer  termino. 

Aqui  u = r = \,  n = 6,  luego 

1 1 


u 16  16 

a = — ; = 1 = = 2.  R. 

rn-i  ]5 

' 2 ■ 32 

(2)  El  ler.  termino  de  una  progresion  geometrica  es  3 y el  6°  termino  — 729.  Hallar 
la  razon. 

Aqui  o = 3,  u = — 729,  n = 6,  luego: 


'="■  > 1 
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1.  La  razdn  de  una  progresion  geometrica  es  * y el  79  termino  Hallar 
el  primer  termino. 

2.  El  99  termino  de  una  progresidn  geometrica  es  “■  y la  razdn  es  jj. 
Hallar  el  primer  termino. 

3l.  El  59  termino  de  una  progresidn  geometrica  es  ~~  y el  69  termino 
Hallar  el  ler.  termino. 

4.  Hallar  la  razdn  de  2 : : 64  de  6 terminos. 

5.  Hallar  la  razdn  de  -h-  - : : 243  de  7 terminos. 

3 

6.  Hallar  la  razdn  de  -h-  —5  : : 640  de  8 terminos. 

7.  Hallar  la  razdn  de  -h-  — : : - de  6 terminos. 

2 2 
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8.  Hallar  la  razon  de  -h-  8 : : — de  7 terminos. 

312 

9-  Hallar  la  razon  de  **  — : : 1 de  5 terminos. 

16 

10.  lil  8(<)  termino  de  una  progresidn  geom&rica  es  — ^ y el  lcr-  termino  es 
Hallar  la  razon. 


(474)  En  toda  progresion  geom£trica  el  producto  de  dos  terminos  cquidis- 
" tantes  de  los  extremos  es  igual  al  producto  de  los  extremos. 

Sea  la  progresion 

* a \ m • p u 

donde  entre  a y m hay  n terminos  y entre  p y u tambien  hay  n terminos. 
Entonces,  rn  y p son  equidistantes  de  los  extremos.  Vamos  a probar  que 

mp  = au. 

En  efecto:  Se  tiene  (472)  que:  m=^a.r»  + x 

u = p.r “+1. 

Dividiendo  estas  igualdades,  tenemos: 

in  a 

— = — mp  = au 
up  ^ 

que  era  lo  que  queri'amos  demostrar. 

OBSERVACION 

De  acuerdo  con  la  demostracion  anterior,  si  una  progresion  geometri- 
ca  tiene  un  numero  impar  de  terminos,  el  cuadrado  del  termino  medio 
equivale  al  producto  de  los  extremos. 

Asi,  en  la  progresion  -h-  3 : 6 : 12  : 24 : 48  tenemos  122  = 144  y 3 x 48  = 144. 


DEDUCCION  DE  LA  FORMULA  DE  LA  SUMA  DE  LOS 
TERMINOS  DE  UNA  PROGRESION  GEOMETRICA 


Sea  la  progresion 

*a  b c d : u 

cuya  razon  es  r. 

Designando  por  S la  suma  de  todos  sus  terminos,  tendremos: 

S = tf4“fe“hc-fd  + -f  u.  (1). 

Multiplicando  los  dos  miembros  de  esta  igualdad  por  la  razon: 

Sr  = ar  4-  br  + cr  4-  dr  4* + un  (2).  4 

Restando  (1)  de  (2),  tenemos: 

Sr  = ar  + br  + cr  4-  dr  4* 4-  ur 

— S = — a — b — c — d — — u 


Sr—  S—  ur  — a 
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A1  efectuar  esta  resta  hay  que  tenor  presente  que  como  cada  termino  mul- 
tiplicado  por  la  razon  da  el  siguiente,  ar  = b y esta  b se  anula  con  — fa; 
br  = c y esta  c se  anula  con  — c;  cr  = d y esta  d se  anula  con  — d,  etc.  En- 
tonces,  arriba  queda  ur  y abajo  — a , y de  ahi  resulta  el  2o.  miembro  de  la 
resta  ur  — a. 

Sacando  5 factor  comun  en  el  primer  miembro  de  la  ultima  igualdad, 
se  tiene: 

S(r  — 1)  = ur  — a 

y de  aqui 

o _ ur-a 

5 — . 

r — 1 

(1)  Hollar  la  suma  de  los  6 primeros  terminos  de  -**4.2.1... 
Hallemos  el  69  termino: 

/l\n  1 1 

u = ar""1  = 4x(  — ) = 4 x — =-. 

V2  } 32  8 

Entonces,  aplicando  la  formula  de  suma,  tenemos: 


2 2 2 


* 2)  Hollar  la  suma  de  los  8 primeros  terminos  de  +*  9 : — 3 : 1 

Aqui'  la  razon  es  r = — 3 -5-  9 = — J.  Hallemos  el  8V  termino: 

0 = ar»-i  = 9 x (—  — )=9x  ( - — ) = — . 

V 3 / V 2187  ' 243 

Aplicando  la  formula  de  suma,  tenemos: 

lIu.I'l?  — — 9 _6i^ 

ur- a v 243  A-  3 / _729  _ 729  _ 1640 _ ^182 

S=  r-1  1 _ __  _4  “ _4  “ 243  ” 243 ' 

_3_1  3 3 

m-  EJERCICIO  293 

Hallar  la  suma  de  los: 

1.  5 primeros  terminos  de  -**  6 : 3 : • • • • 

2.  6 primeros  terminos  de  -h-  4 : — 8 : 16 

3.  7 primeros  terminos  de  •**•  12  : 4 : 1 j - 

4-  10  primeros  terminos  de  •**  i ^ : 1 . . . . 


Ejemplos 
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5.  8 primeros  terminos  de  * 21-  : 1*  . . . . 

6.  7 primeros  terminos  de  * — i : i : ~ j - • • • 

7.  10  primeros  terminos  de  44  — 6 : — 3 : — 1^ 

8.  8 primeros  terminos  de  * 2 : — 1 : - . . . . 


9. 


6 primeros  terminos  de  * - : 1 : - . . . . 


10.  6 primeros  terminos  de  * 9 : —3  : 1 . . . . 


INTERPOLAR  MEDIOS  GEOMETRICOS  entre  dos  numeros  es  formar 
una  progresidn  geom6trica  cuyos  extremos  sean  los  numeros  dados. 


Ejemplo 


Interpolar  4 medios  geometricos  entre  96  y 3. 


Hay  que  formar  una  progresion  geometrica  cuyo  primer  termino  sea  96  y 
el  ultimo  3: 

*96 3.  (1) 


Hay  que  hollar  la  razon.  Como  vamos  a interpolar  4 medios  y ya  tenemos  los 
dos  extremos,  n = 6,  luego: 


r = 


0 _ a 3 _ , 

96~\/ 


'S 


1 

T 


Si  la  razon  es  £ multiplicand o 96  por  \ tendremos  el  2*  termino;  este,  multiplicado 
por  \ dara  el  3er.  termino  y asi  sucesivamente.  Tenemos: 

96  X = 48 

48  X £ = 24 

24  X £ = 12 

12  X £ = 6 

Interpolando  en  ( 1 ) , tenemos  la  progresion 

*96;  48:  24;  12;6:3. 


NOTA 

Puede  aplicarse  tambien  en  este  caso,  para  hallar  la  razon,  la  formula 


en  que  m es  el  numero  de  medios  que  se  interpolan. 
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lnlerpolar: 

1.  3 medios  geometricos  entre  5 y 3125. 

2.  4 medios  geometricos  entre  —7  y —224. 

3.  5 medios  geometricos  entre  128  y 2. 

4w  4 medios  geometricos  entre  4*  y — . 

5.  6 medios  geometricos  entre  2 y 34^. 

G.  4 medios  geometricos  entre  ^ y 

7 7 medios  geometricos  entre  8 y 


(477)  SUMA  DE  UNA  PkOGRESION  GEOMETRICA 
DECRECIENTE  INFINITA 

0.  , r,  , 0 ur  — a . . wr  — a (arn~1)r— 1*  arn 

Si  en  la  formula  S = — sustituimos  S = - 


r — 1 


u por  su  valor  u = arn~l , tendremos:- 


r-1 


r — 1 


y cambiando  los  signos  a los  dos  terminos 
de  esta  ultima  fraccidn,  tenemos:  


_s 


s = 


a — arn 
1 — r* 


En  una  progrcsidn  geometrica  decreciente  la  razon  es  una  fraccion 
propia,  y si  una  fraccidn  propia  se  eleva  a una  potencia,  cuanto  mayor  sea 
el  cxponente,  menor  es  la  potencia  de  la  fraccidn.  Por  tanto,  cuanto  ma- 
yor sea  w,  menor  es  rn  y menor  sera  arn\  siendo  n suficientemente  grande, 

arn  sera  tan  pequefia  como  queramos,  o sea,  que  cuando  n aumenta  indc- 

a — arn 

finidamente,  arn  tiende  al  limite  0 y por  tanto  — , o sea  .S,  tiende  al 

limite 


a 1 — r 

Esto  se  expresa  brevemente  diciendo  que  cuando  n,  el  nu* 


1 — r 

mero  de  terminos  de  la  progresion,  es  infinito,  el  valor  de  la  sunia  es 

a 


S = 


1 — r 


Ejemplos 


( 1)  Hollar  la  suma  de  la  progresion  *h-4  2 1 


Aqui  a = 4,  r = £,  luego. 


S = 


4 


8 es  el  limite  al  cual  tiende  la  suma.  La  suma  nunca  llega  a ser  igual  a 8, 
pero  cuanto  mayor  sea  el  numero  de  terminos  que  se  tomen  mas  se  apro- 
ximara  a 8. 


— a 

=T~ 

(1) 
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(2)  Hollar  la  suma  de  la  progresion  infinita 

3 

Aqui  a = 5,  r = — — luego: 


•«■  5:  — !;  1 

2 20 


s — 


1 -r 


3—  es  el  limite  de  la  suma.  R. 

13 


-K) 


1 +-  - 

10  10 


__5  _50  _ n 
~ 13 


* 

EJERCICIO  295 

Hallar  la  suma  de 

las  progresiones 

infinitas: 

1. 

2 : - : - 

2 8 

4.  -a-  —4  : - 

_a  # 16 

3 * 9 * * * ' 

7.  -H-  2 : ~ 

2. 

..  1 . 1 . 1 
2*6*  18  * * * * 

r 31 

5.  -H-  - : - : 

4 4 

1 

12*  * * ’ 

8.  # —14 

3. 

- -5  : -2  : 

6.  4f  i : i : 

6 

2 # 2^ 

5 * 25* 


18 


478)  HALLAR  EL  VALOR  DE  UNA  FRACCION  DECIMAL  PERIODICA 

Una  fraccion  decimal  periodica  es  la  suma  de  una  progresidn  geome- 
trica  decreciente  infinita  y su  valor  (su  generatriz)  puede  hallarse  por  el 
procedimiento  anterior. 

( 1 ) Hollar  el  valor  de  0.333 

3 


Ejemplos 


0.333 


_ JL  . 3 

10  100  1000 


Esta  es  la  suma  de  una  progresion  geometrica  al  infinito  cuya  razon  es 
Tendremos: 

a To  To  3 _ 1 

9 “3- 


S = 


1-  — 

10 


- es  el  valor  de  la  fraccion  0.333. 

3 

(2)  Hallar  el  valor  de  0.31515 

0.31515 


_3 

10 

9 

10 


15 


15 


10  1000  100000 

Despues  de  — en  el  segundo  miembro  tenemos  la  suma  de  una  progresion 

io  ^ 

geometrica  al  infinito  cuya  razon  es  — , luego: 

15  15 

a _ 1000  _1000  _J_ 

1 -r  ~ 1 “ 99  “66* 


S = 


1 -- 


100  100 
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Entonces,  sumando  ^-con—,  tenemos: 


0.31515 


£ 

10  + 66  165' 


R. 


& EJERCICIO  296 

Hallar  por  la  suma  al  infinito,  el  valor  de  las  fracciones  decimales: 

1.  0.666....  2.  0.1212....  3.  0.159159.... 

4.  0.3232....  5.  0.144144....  6.  0.3555.... 

7.  0.18111....  8.  0.31818....  9.  2.1818.... 

p.  EJERCICIO  297 

l El  lunes  gane  2 lempiras  y cada  dia  despu^s  gan£  el  doble  de  lo  que 

gane  el  anterior.  ^Cuanto  gane  el  sdbado  y cuanto  de  lunes  a sibado? 

2.  Un  dentista  arregla  20  piezas  a una  persona  cobrdndole  un  centavo  por 
la  primera,  2 cts.  por  la  segunda,  4 cts.  por  la  tercera,  8 cts.  por  la  cuarta, 
y asi  sucesivamente.  ^Cudles  seran  los  honorarios  del  dentista? 

3.  Un  hombre  jug6  durante  8 dias  y cada  dia  gano  i de  lo  que  gano  el 
dia  anterior.  Si  el  89  dia  gano  1 balboa,  ^cuanto  gan6  el  ler-  dia? 

4.  El  producto  del  3?  y el  79  termino  de  una  progresidn  geom^trica  de 
9 terminus  es  ^Cudl  es  el  producto  del  ler.  termino  por  el  ultimo? 

5 En  una  progresidn  geom^trica  de  5 terminos  el  cuadrado  del  3er-  termino 
es  Si  el  ultimo  termino  es  <jcu£l  es  el  primero? 

5.  El  49  termino  de  una  progresidn  geom^trica  es  ^ y el  7®  termino  i. 
Hallar  el  6?  termino. 

7.  Un  hombre  que  ahorra  cada  aho  los  | de  lo  que  ahorrd  el  aho  anterior, 
ahorrd  el  5^  ano  $160.  ^Cuanto  ha  ahorrado  en  los  5 anos? 

8.  La  poblacion  de  una  ciudad  ha  aumentado  en  progresidn  geomdtrica 
de  59049  almas  que  era  en  1953  a 100000  almas  en  1958.  <?Cudl  es  la 
razdn  de  crecimiento  por  aho? 

9.  Una  persona  ha  ganado  en  cada  aho  j de  lo  que  gan6  el  aho  anterior. 
Si  el  ler-  ano  ganh  24300  bolivares,  <fcudnto  ha  ganado  en  6 anos? 

10  Se  compra  una  finca  de  2000  hectdreas  a pagar  en  15  anos  de  este 
modo:  $1  el  l^r.  ano,  $3  el  2^  aho,  $9  el  3er-  ano,  y asi  sucesivamente. 
({Cudl  es  el  importe  de  la  finca? 


RUN 


4AX  PLANCK  (1858-1947)  Matemitico  y fisico 
ilcmin.  Recibid  cl  Prcmio  Nobel  de  Fitica  de  1918. 
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:iones  entre  el  calor  y la  energi'a.  Llevo  a cabo  la 
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unen  maravillosamente  la  Fisica  y la  Matematica. 
Alemania  creo  el  Instituto  de  Fisica  Max  Planck. 


CAPITULO  XXXVIII 


LOGARITMOS 

479?  LOGARITMO  de  un  niimero  es  el  exponente  a que  hay  que  elevar 
''' — otro  numero  llamado  base  para  obtener  el  niimero  dado.  Asi, 

5U=  1 
5 1 = 5 
5*  = 25 
53=125,  etc. 

luego,  siendo  la  base  5,  el  logaritmo  de  1 (que  se  escribe  log  1)  es  0,  por- 
que  0 es  el  exponente  a que  hay  que  elevar  la  base  5 para  que  d£  1;  el 
log  5 es  1;  el  log  25  es  2,  el  log  125  es  3,  etc. 


480;  BASE 

Cualquier  numero  positivo  se  puede  tomar  como  base  de  un  sistema 
de  logaritmos. 


481  SISTEMAS  DE  LOGARITMOS 


Pudiendo  tomarse  como  base  de  un  sistema  de  logaritmos  cualquier 
numero  positivo,  el  numero  de  sistemas  es  ilimitado.  No  obstante,  los  sis- 
temas  usados  generalmente  son  dos:  el  sistema  de  logaritmos  vulgares  o de 
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Briggs,  cuya  base  es  10,  y el  sistema  de  logaritmos  naturales  o neperianos 
creados  por  Neper,  cuya  base  es  el  ntimero  inconmensurable 

e =2.71828182845 

PROPIEDADES  GENERALES  DE  LOS  LOGARITMOS 


482)  Son  de  importancia  las  siguientes  propiedades  de  los  logaritmos: 

1)  La  base  de  un  sistema  de  logaritmos  no  puede  ser  negativa,  por- 
que  si  fuera  negativa,  sus  potencias  pares  serian  positivas  y las  impares  ne- 
gativas,  y tendriamos  una  serie  de  numeros  alternativamente  positivos  y 
negativos,  y por  tanto,  habria  numeros  positivos  que  no  tendrian  logaritmo. 

2)  Los  numeros  negativos  no  tienen  logaritmo  porque  siendo  la  base 
positiva,  todas  sus  potencias,  ya  sean  pares  o impares,  son  positivas  y nunca 
negativas. 

3)  En  todo  sistema  de  logaritmos,  el  logaritmo  61  = 6 log  6 = 1. 

de  la  base  es  1,  porque  siendo  6 la  base,  tendremos: /* 

4)  En  todo  sistema  el  logaritmo  de  1 6°  = 1 .*•  log  1 = 0. 

es  cero,  porque  siendo  6 la  base,  tendremos: /* 

5)  Los  numeros  mayores  que  1 tienen  logaritmo  positivo  porque  sien- 
do log  1 = 0,  los  logaritmos  de  los  numeros  mayores  que  1 serin  mayores 
que  cero;  luego,  serin  positivos. 

6)  Los  numeros  menores  que  1 tienen  logaritmo  negativo  porque 
siendo  log  1=0,  los  logaritmos  de  los  numeros  menores  que  1 serin  meno- 
res que  cero;  luego,  serin  negativos. 


483)  | 


I LOGARITMO  DE  UN  PRODUCTO 

El  logaritmo  de  un  producto  cs  igual  a 
los  fac  tores. 


la  suma  dc  los  logaritmos  de 


Sean  A y B los  factores.  Sea  x = log  A e y = log  B y sea  b la  base  del 
sistema. 

Vamos  a probar  que 

log  (A  X B)  = log  A + log  B. 

En  efecto:  Que  x es  el  log  de  A significa  que  x es  el  expo- 
nente  a que  hay  que  elevar  la  base  6 para  que  d£  A , y que  y es  bx  = A. 

el  log  de  B significa  que  y es  el  exponente  a que  hay  que  ele-  by  = B. 

var  la  base  6 para  que  d£  B\  luego,  tenemos: ” f 

Multiplicando  estas  igualdades,  tenemos: 


6**y  = A X B. 
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Ahora  bien:  Si  x + y es  el  exponente  a que  hay  que  elevar  la  base  b 
para  que  de  A x B,  x + y es  el  logaritmo  de  A X B;  luego, 

log  (A  x B)  = x + y 
pero  x = log  A e y = log  B;  luego, 

log  (A  X B)  = log  A + log  B. 


(»84)l 


I LOGARITMO  DE  UN  COCIENTE 

El  logaritmo  de  un  cociente  es  igual  al  logaritmo  del  dividendo  me- 
nos  el  logaritmo  del  divisor. 

Sea  A el  dividendo,  B el  divisor,  x=log^,  y=log  B 
siendo  b la  base  del  sistema.  Vamos  a probar  que 

En  elector  bx  = A. 

by  = B. 

Dividiendo  miembro  a miembro 
estas  igualdades,  tenemos’  — 


£ 

log - = log  ,4-  log  B. 


y 


b"T  = 


Ahora  bien:  Si  x — y es  el  exponente  a que  hay  que 

A A 1 

elevar  la  base  para  que  de  — , x — y es  el  log  de  — ; luego, 

o B 


log-  = x-y, 


o sea: 


(485)  I 


log  ^ = l°g  A - log  B- 


I LOGARITMO  DE  UNA  POTENCIA 

El  logaritmo  de  una  potencia  es  igual  al  exponente  multiplicado  por 
el  logaritmo  de  la  base. 

Sea  x = log  A y b la  base  del 
sistema.  Vamos  a demostrar  que 
En  efecto,  siendo  x el 
log  A,  tenemos: 


y 


log  An  = n(log  A). 

bx  = A. 


y 


Elevando  ambos  miembros 
a la  potencia  n , tenemos:  


bnx  = A\ 


Ahora  bien:  Si  nx  es  el  exponente 
a que  hay  que  elevar  la  base  para  que 
d£  An,  nx  es  el  log  de  An;  luego, 
y como  x = log  A,  se  tiene: 


y 

log  A°  = nx 


y 


log  Aa  = n(log  A). 


(486)  LOGARITMO  DE  UNA  RAIZ 

El  logaritmo  de  una  rai/.  es  igual  al  logaritmo  de  la  cantidad  subradi- 
cal dividido  entre  el  indice  de  la  raiz.  _ 


Sea  x = log  A y b la  base  del 
sistema.  Vamos  a probar  que 


log  </A  = 


log  A 


n 


Cal 
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En  efecto:  Siendo  x 

el  log/4,  se  tiene:  

Extrayendo  la  rafz  en£sima 
a ambos  miembros,  tenemos: 

o sea.  

x 

Ahora  bien:  Si  — es  el  exponente 
a que  hay  que  elevar  la  base  para  que 
d£  VA,  — es  el  log  de  </A,  luego, 

y como  x = logA,  queda: 


b*  = A. 

s 

</b*  = </A 


ba  = </A. 


y 


log  </4=- 


log  VA  = 


log^ 

n 


LOGARITMOS  VULGARES 


487)  Los  logaritmos  que  usaremos  en  este  curso  elemental  son  los  logarit- 
mos  vulgares  cuya  base  es  10. 


(488)  PROPIEDADES  PARTICULARES  DE  LOS 
LOGARITMOS  VULGARES 

Observando  la  progresibn 


10  =1 
10‘  = 10 


10:  = 100 
10  != 1000 
104=  10000,  etc. 


10  ' = 


10  - = 


10  = 


10'  = 


1 

10 

1 

10* 

1 

103 

1 

104 


= 0.1 


= 0.01 


= 0.001 

= 0.0001, 


etc. 


se  deducen  fdcilmente  las  siguientes  propiedades  de  los  logaritmos  de 
base  10: 


1)  En  este  sistema,  los  unicos  numeros  cuyos  logaritmos  son  nume- 
ros  enteros  son  las  potencias  de  10.  Asi, 


log  1 = 0 
log  10=  1 
log  100=2 
log  1000  = 3 
log  10000=  4,  etc. 


log  0.1  = — L 
log  O.i  1 1 - 

log  o.ooi  = - a 

log  0.0001  = 4,  etc. 
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2)  El  log  de  todo  numero  que  no  sea  una  potencia  de  10  no  es  un 
niimero  entero,  sino  una  fraccion  propia  o un  numero  entero  mAs  una 
fraction  propia. 

En  elector  Como  log  1=0  y log  10  = 1,  los  numeros  comprendidos  en- 
tre  1 y 10  tendran  un  log  mayor  que  0 y menor  que  1;  luego,  su  log  serA 
una  fraccion  propia. 

A si,  log  2 = 0.301030. 

Como  log  10  = 1 y log  100  = 2,  los  numeros  comprendidos  entre  10  y 
100  tendrAn  un  log  mayor  que  1 y menor  que  2;  luego,  su  log'  sen!  1 mas 
una  fraccidn  propia. 

Asi,  log  15  = 1 -b  0.176091  = 1.176091. 

Como  log  100  = 2 y log  1000  = 3,  los  numeros  comprendidos  entre  100 
y 1000  tendrAn  un  log  mayor  que  2 y menor  que  3;  luego,  su  log-  sera  2 mAs 
una  fraccion  propia. 

Asi,  log  564  = 2 -b  6.751279  = 2.751279. 

El  logaritmo  de  un  numero  comprendido  entre  1000  y 10000  serA  3 
mas  una  fraccion  propia. 

Asi,  log  1234  = 3 -b  0.091315  = 3.091315. 

Del  propio  modo,  como  log  1 = 0 y log  0.1  = — 1,  los  numeros  compren- 
didos entre  1 y 0.1  tendrAn  un  logaritmo  mayor  que  -1  y menor  que  cero; 
luego,  su  logaritmo  serA  —1  mAs  una  fraccidn  propia.  Asi,  log  0.5  = — 1 
+ 0.698970=1.698970.  (Se  pone  el  signo  — encima  de  1 para  indicar  que  lo 
que  es  negativa  es  la  parte  entera,  pero  no  la  parte  decimal). 

Como  log  0.1  = — 1 y log  0.01  = — 2,  los  numeros  comprendidos  entre 
0.1  y 0.01  tendran  un  log  mayor  que  — 2 y menor  que  —1;  luego,  su  log 
serA  — 2 mAs  una  fraccidn  propia. 

Asi,  log  0.08  = - 2 + 0.903090  = 2.903090. 

El  log  de  un  numero  comprendido  entre  0.01  y 0.001  serA  mayor  que 
— 3 y menor  que  —2;  luego,  serA  —3  mAs  una  fraccion  propia;  el  log  de  un 
numero  comprendido  entre  0.001  y 0.0001  serA  mayor  que  — 4 y menor 
que  —3;  luego,  serA  —4  mAs  una  fraccion  propia,  etc. 

489  CARACTERISTICA  Y MANTISA 

Acabamos  de  ver  que  el  log  de  todo  numero  que  no  sea  una  potencia 
de  10  consta  de  una  parte  entera  y una  parte  decimal.  La  parte  entera  se 
llama  caracteristica,  v la  parte  decimal,  mantisa. 

Asi, 

en  log  25  =1.397940  la  caracteristica  es  1 y la  mantisa  0.397940; 

en  log  4125  =3.615424  la  caracteristica  es  3 y la  mantisa  0.615424; 

en  log  0.05  = 2.698970  la  caracteristica  es  2 y la  mantisa  0.698970. 
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La  mantisa  sicmprc  es  positiva,  pcro  la  caracteristica  puede  ser  cero 
si  el  numero  esta  comprendido  entre  1 y 10;  positiva,  si  el  numero  es  ma- 
yor que  10  o negativa  si  el  numero  es  menor  que  1. 

Las  potencias  de  10  s61o  tienen  caracteristica;  su  mantisa  es  0. 

(490)  VALOR  DE  LA  CARACTERISTICA 

En  virtud  de  lo  anterior,  podemos  decir  que: 

1 ) La  caracteristica  del  logaritmo  de  un  numero  comprendido  entre 
1 y 10  es  cero. 

2)  La  caracteristica  del  logaritmo  de  un  numero  mayor  que  10  es  po- 
sitiva y su  valor  absoluto  es  1 menos  que  el  numero  de  cifras  enteras  del 
numero.  Asi,  84  tiene  dos  cifras  enteras  y la  caracteristica  de  su  log  es  1; 
512  tiene  ires  cifras  enteras  y la  caracteristica  de  su  log  es  2;  1215.65  tiene 
cuatro  cifras  enteras  y la  caracteristica  de  su  log  es  3. 

3)  La  caracteristica  de  un  numero  menor  que  1 es  negativa  y su  valor 
absoluto  es  1 mas  que  el  numero  de  ceros  que  hay  entre  el  punto  decimal 
y la  primera  cifra  significativa  decimal. 

Asi,  la  caracteristica  de  log  0.5  es  — 1;  la  de  log  0.07  es  —2;  la  de  log 
0.0035  es  —3,  etc. 
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En  el  log  de  un  numero  menor  que  1 la  caracteristica  es  negativa,  pero 
la  mantisa  es  positiva. 

Asi,  log  0.5  = — 1 4-  0.698970.  Este  log  no  puede  escribirse  — 1.698970, 
pues  esto  indica  que  tantu  la  caracteristica  como  la  mantisa  son  negativas. 
El  modo  correcto  de  escribirlo,  indicando  que  solo  la  caracteristica  es  ne- 
gativa, es  1.698970. 

Del  propio  modo,  log  0.03  = 2 + 0.477121  = 2.477121. 


492j  COLOGARITMO.  SU  USO 

^ Se  llama  cologaritmo  de  un  numero  al  logaritmo  de  su  inverso. 


Asi,  el  cologaritmo  de  2 es  el  logaritmo  de  — ; el  cologaritmo  de  54 
^ 2 

es  el  logaritmo  de  . 

54  l 

En  general,  colog  x = log  — y como  el  log  de  un  cociente  es  igual  al 
log  del  dividendo  menos  el  log  del  divisor,  tendremos: 

colog  x = log  — = log  1 — log  x = 0 — log  x = — log  x 

luego,  queda  CoIog  x = -log  x.  o sea,  — log  x = colog  x 

lo  que  nos  dice  que  restar  el  log  de  un  numero  equivale  a sumar  el  colo- 
garitmo del  mismo  numero. 


AUOESRA  SALOON  - 17 
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a 

Per  tanto,  como  log  7*  = log  a — log  b en  lugar  a 

b “ ’ log--  = log  a 4- colog  b . 

de  — log  b podemos  poner  colog  b y tendremos:^* 

El  cologaritmo  se  usa,  pues,  para  convertir  en  suma  una  resta  de  lo- 
garitmos. 

4931 MANEJO  DE  LAS  TABLAS 

Existen  tablas  de  logaritmos  de  diversos  autores  cuyo  manejo  viene 
explicado  en  la  misma  tabla. 

Como  el  alumno  necesita  una  tabla  de  logaritmos  y la  tabla  general- 
mente  usada  entre  nosotros  trae  una  explicacion  detallada  de  su  manejo,  a 
ella  remitimos  el  alumno. 

Asf,  pues,  antes  de  pasar  al  niimero  siguiente,  el  alumno  debe  cono- 
cer  a fondo  el  manejo  de  la  tabla,  saber  hallar  el  log  de  cualquier  numero, 
antilogaritmos  y toda  clase  de  operaciones  con  logaritmos,  todo  lo  cual  apa- 
rece  detalladamente  explicado  en  la  tabla. 

494)CALCULAR  EL  VALOR  DE  EXPRESIONES  POR  MEDIO 
DE  LOGARITMOS 

Las  propiedades  de  los  logaritmos  nos  permiten  emplearlos  para  cal- 
cular  el  valor  de  diversas  expresiones. 

(1  ) Hollar  el  valor  de  1215  X 0.84  por  logaritmos. 

Como  el  log  de  un  producto  es  igual  a la  suma  de  los 
logs  de  los  factores,  tendremos: 

log  (121 5X0.84) -log  1215+_log  0.84 
= 3.084576  4-  1.924279. 

= 3.008855. 

Entonces,  buscando  en  la  tabla  el  antilogaritmo  de  3.008855  ( o sea,  el  nu- 
mero a que  corresponde  este  logaritmo ) se  encontrara  que  es  1020.59  luego 

1215  X 0.84  = 1020.59  o sea  1020.6.  R. 

(2)  Hallar  por  log  el  valor  de  3214.8  X 0.003  X ( — 43.76). 

Como  un  numero  negativo  no  tiene  log  nosotros  trabajaremos  prescindierdo 
del  signo  — de  43.76  y luego  de  hallado  el  producto,  de  acuerdo  con  la  re- 
gia de  los  slgnos,  le  pondremos  signo  — . Tendremos: 

log  ( 3214.8  X 0.003  X 43.76 ) = log  3214.8  + log  0.003  4-  log  43.76 

= 3.5071 54  4-  3.4771 21  4-  1 .641 077 
= 2.625352. 

El  antilogaritmo  de  2.625352  es  422.0388  luego 

321 4.8  X 0.003  X ( - 43.76 ) = - 422.0388.  R. 


Ejemplos 


<11433^ 


LOGARITMOS  ^ 5]  5 


0.765 

(3)  Hollar  el  valor  de  por  log. 

39.14 

El  logaritmo  de  un  cociente  es  igual  al  log  del  dividendo  menos  el  log  del 
divisor,  luego  Q765 

log  = log  0.765-log  39.14 

39.14 

pero  como  restar  el  log  de  un  numero  equivale  a sumar  su  cologaritmo  po- 
demos  escribir:  q y^ 

log  ^777  = *°9  0-765  + colog  39.14 


39.14 


I 


= 1.883661  + 2.407379 
=2.291040. 


0.765 

2.291040  corresponde  al  numero  0.019545,  luego  = 0.019545.  R. 

39.14 

(4)  Hallar  el  valor  de  7.56. 

Como  el  log  de  una  potencia  es  igual  al  exponente  mulfiplicado  por  el  log 
de  la  base,  tendremos: 

log  7.5«  = 6 ( log  7.5 ) = 6 ( 0.875061  ) = 5 .250366. 

El  antilog  de  5.250366  es  177977.551  luego  7.56  = 177977.551  aproximadamente. 

( 5)  Hallar  el  valor  de  yZ/~3. 

Como  el  log  de  una  ralz  es  igual  al  log  de  la  cantidad  subradical  dividido 
entre  el  mdice  de  la  raiz,  se  tiene: 


log  ^5^3  = 


log  3 _ 0.477121 

~sT~  - 5 


= 0.095424. 


R. 


0.095424  corresponde  al  numero  1.24573  luego  ^3=1. 

EJERCICIO  298 

Hallar  el  valor  de  las  expresiones  siguientes  por  medio  de  logaritinos: 


1. 

532  x 0.184. 

8. 

7653.95  + 12.354. 

13. 

18.654. 

2. 

191.7X432. 

9. 

0.72183 

14. 

00.842 

3. 

0.7  X 0.013  X 0.9. 

0-0095  ' 

15. 

7-2®. 

4. 

7.5  X 8.16  X 0.35  X 10037. 

10. 

9114 

16. 

vTT 

5. 

3.2  X 4.3  X 7.8  X 103.4  X 0.019. 

0.02  * 

17. 

^2. 

6. 

95.13  7.23. 

11. 

210. 

18. 

7. 

8.125  -J-  0.9324. 

12. 

0.153. 

19. 

20. 

>5^63. 

495j  COMB  IN  AC  ION  DE  LOS  CASOS  ANTERIORES 


Ejemplos 


log( 


...  3284  X 0.09132 

(1)  Hallar  el  valor  de  por  logaritmos. 

715.84 

3284  X 0.091 32  \ 

-)  = lag  ( 3284  X 0.09132 ) + colog  715.84 


715.84 

= log  3284  + log  0.09132  + colog  715.84 
= 3.516403  + 2.960566  + 3.145184 
= 1.622153. 

El  log  1.622153  corresponde  al  numero  0.41894  que  es  el  valor  de  la  expre- 
sion  dada,  hallado  por  log.  R. 
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, , , 100.39  X 0.03196 

12)  Hollar  el  valor  de  por  log. 

7.14X  0.093  H ^ 

/ 1 00.39  X 0.03196  k 

log  (-714x0Q93  ) = ,°9  (100.39  X 0.03196) -log  (7.14  X 0.093) 

= log  100.39  + log  0.03196  - ( log  7.14  + log  0.093 ) 
= log  100.39  -I-  log  0.03196  - log  7.14  - log  0.093 
= log  100.39  + log  0.03196  + colog  7.14  + colog  0.093 
= 2.001690  + 2.504607  +7.1 46302  + 1.031517 
= 0.684116. 

Este  log  corresponde  al  numero  4.831877.  R. 

2 2 

(3  ) Hallar  el  valor  de  35  X 53  por  log. 

I 1 1\  i.  'L 

log  \3®  X 53/  = log  33  + log  58 

= |(log  3)  + |(log  5) 

2 2 "V 

= -(0.477121  ) + -(0.698970) 

= 0.190848  f 0.465980 
= 0.656828. 

2 2 

Este  log  corresponde  al  numero  4.5376  luego  3r>  X 53  = 4.5376.  R 


y32.7  X 0.006 

por  log. 

0.14  X 89.17  K y 


*09 


32.7  x 0.006 
0.14  x 89.17 


( 327x  0.006) 
y v 0.14  x 89.17  7 


log  32.7  + log  0.006  + colog  0.14  + colog  89.17 


3 

1.514548  + 3.778151  + 0.853872  + 2.049781 
3 


2.196352 

3 


= 1 .398784. 


El  numero  que  corresponde  a 1.398784  es  0.25048  y este  es  el  valor  de  la 
expresion  dada.  R. 


NOTA 

Dados  los  conocimlentos  que  posee  el  alumno,  solo  puede  hallar  por  logarit- 
mos  el  valor  de  expresiones  en  que  las  operaciones  indicadas  son  productos, 
cocientes,  potencias  y raices  pero  no  sumas  o restas. 
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1. 

2. 

3- 

4. 

6. 

e 

7. 

8. 

9. 

10. 

11 


EJERCICIO  299 

Hallar  [>or  log  el  valor  de  las  expresiones  siguienles: 
515X78.19 


6.13 

23.054X934.5 
8164  ’ 

8.14X9.73 
0.6X7.8 
513.4X9.132 
85.3X10.764  ' 
53.245X4325.6 
32.815X91.79  ' 
32.6x(— 841.9) 

0. 017X732.14  ' 
95.36x(— 0.14) 

( -83.7)  X 2.936  ‘ 

(—7.2)x(— 8.135) 

(— 0003)x9134.7 

3®  X 0.21 * * 4. 

1 1 
5*  X 3s  • 

1.  ± 2 

2®x32 *x54. 


12. 

13. 

14.  — 7' 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

21. 


3* 

22. 

34 

5.6® ' 

2 * 

5* 

0.537 

r/15 

2.5* 

23. 

2 

V 4' 

3® 

24. 

®/_^. 

2* 

V 3 

V7.86X8.14. 

25. 

(!)4 

V932.5  X 813.6  X 0.005. 

/93.7  X 104.2 
V 8.35X7.3  ‘ 

26. 

V 23.725  X (-9.182)  X 7.184. 

27. 

V2xV3x  Voi2 

V- 


12316x0.25 


931.8X0.07 


56813 

22117’ 


0.0316  \ 2 
■0.1615'' 


28. 


29. 


30. 


V 317.6 

^/(0.75)2X39.162 


0.07X3.89 


(0.2)3  X (0.3)2 
(0.05)4X3.25 


496  DADOS  LOS  LOGARITMOS  DE  CIERTOS  NUMEROS,  HALLAR 
EL  LOGARITMO  DE  OTRO  SIN  USAR  LA  TABLA 


Ejemplos 


Tenemos: 


(1)  Dados  log  2 = 0.301030  / log  3 = 0.477121  hallar  log 

108  sin  usar  la  tabla. 

1 08  = 22  X 33. 

log  108  = 2 (log  2)  4- 3 [ log  3) 

= 2 ( 0.301 030  ) 4-  3 1 0.4771 21  ) 

= 0.602060  4-  1.431363 
= 2.033423.  R. 


Si  se  busca  en  la  tabla  log  108  se  encuentra  2.033424.  La  diferencia  entre 
este  log  y el  que  hemos  hallado  sin  usar  la  tabla  obedece  a que  los  loga- 
ritmos  dados  de  2 y 3 no  son  rigurosamente  exactos. 
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(2)  Dado  log  115  = 2.060698  y log  5 = 0.698970  hollar  log  23. 


log  23  = log  115  + colog  5 


= 2.060698+1.301030 
= 1.361728.  R. 


m-  EJERCICIO  300 

Dados  log  2 = 0.301030.  log  3 = 0.477121,  log  5 = 0.698970,  log  7 = 0.845098, 
hallar: 


17.  Dado  log  143  = 2.155336  y log  11  = 1.041393  hallar  log  13. 

18.  Dado  log  225  = 2.352183  y log  9=0.954243  hallar  log  25. 

(497)  ECUACIONES  EXPONENCIALES  son  ecuaciones  en  que  la  incognita 
es  exponente  de  una  cantidad. 

Para  resolver  ecuaciones  exponenciales,  se  aplican  logaritmos  a los  dos 
iniembros  de  la  ecuacion  y se  despeja  la  incognita. 


1.  log  36. 

2.  log  75. 

3.  log  30. 

4.  log  48. 


5.  log  120.  9.  log  1.96.  13.  log  2|. 

6.  log  98.  10.  log  0.875.  14.  log  If 

7.  log  0.343.  11.  log  202-5.  15.  log  If 

8.  log  22.5.  12.  log  44.8.  16.  log  2f 


( 1 ) Resolver  la  ecuacion  3X  = 60. 

Aplicando  logaritmos,  tenemos: 

x ( log  3 ) = log  60 

log  60  1.778151 

x = = — = 3.72. 

® 0.477121 


= 3.72.  R. 


(2)  Resolver  la  ecuac 

Aplicando  logaritmos: 


( 2x  — 1 ) log  5=  log  125 


3, 33  C1  5 


log  125  | 
log  5 


2.096910  | 1 
0.698970  + 
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m • EJERCICIO  301 

Resolver  las  ecuaciones: 

1.  5*  = 3. 

2.  7*  = 512. 

3.  0.2*  = 0.0016. 


4.  9*  = 0.576. 

6.  3"1  = 729. 
6.  5“2  = 625. 


7.  23**1  = 128. 

8.  32*'1  =2187. 
0.  ll2x  = 915. 


498  DEDUCIR  LA  FORMULA  PARA  HALLAR  EL  NUMERO 
DE  TERMINOS  DE  UNA  PROGRESION  GEOMETRICA 

Conocemos  la  formula 

u = ar“*1.| 

Siendo  n la  incognita,  tenemos  una  ecuacion  exponencial.  Aplicando 
logaritmos  a los  dos  miembros,  tenemos: 

log  u = log  a + (n  — l)log  r 

log  u — log  a = (n  — l)log  r 
log  u — log  a 


n - 1 — 


n = 


o tambiln 


u = ' 


log  r 

log  u — log  a 
log  r 
log  u + colog  a 


+ 1 


log  r 


+ 1. 


Ejemplo 


$Cuantos  terminos  tiene  la  progresion  -h-2:6: : 1458? 

Aqui  u = 1458,  0 = 2,  r = 3,  luego  aplicando  la  formula  anterior,  tenemos: 

log  1458  + colog  2 3.163758  +7.698970 

n h 1 = H 1 

log  3 0.477121 

2.862728  ( 

"0.477121  + 

= 6+1=7.  R. 


EJERCICIO  302 

Hallar  el  niimcro  de  term  in  os  de  las  progresiones: 


#3:6: : 48. 

4.  #6:8 


2.  # 2 : 3 : : — . 3.  #4:8:... 

16 


. . 512. 


— . 5.  #2:5: 

81 


629 
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CAPITUIO  mix 


1NTERES  COMPUESTO.  AMORTIZACIONES.  IMPOSICIONES 

499)  INTERES  COMPUESTO 

El  interes  es  compuesto  cuando  los  intereses  que  gana  el  capital  pres- 
tado  se  capitalizan  period icamente,  es  decir,  se  suman  al  capital  prestado 
a intervalos  iguales  de  tiempo,  constituy^ndose  de  ese  modo  un  nuevo  ca- 
pital al  final  de  cada  unidad  de  tiempo. 


(500)  DEDUCCION  DE  LA  FORMULA  FUNDAMENTAL  Y DERIVADAS 

Sea  c el  capital  prestado  a interes  compuesto  durante  t afios,  siendo  r 
el  tanto  por  uno  anual,  o sea,  lo  que  gana  $1  al  ano. 

Cada  peso  gana  r al  ano;  luego,  en  un  ano  se  convierte  c(l  + r). 

en  1 + r y c pesos  se  convertirdn,  al  cabo  de  un  ano,  en 

Cada  peso  de  este  nuevo  capital,  en  el  segundo 
ano,  se  convierte  en  1 -hr;  luego,  los  c(l  4-  r)  pesos, 
al  final  del  segundo  aiio,  se  habnin  convertido  en 

Aplicando  a este  nuevo  capital  la  misma 
regia,  tendremos  que  al  final  del  3er.  ano  se  habrd 
convertido  en  


\s 


y 


c(l  + r)  (1  + r)  = c(  1 + r)2 


c(l  + r)2(l  + r)  = c(  1 + r)8. 


520 


INTERES  COMPUESTO  • 521 


Este  nuevo  capital,  al  final  del  4o.  ano,  se  habrd  convertido  en 

c(l  4-  r)8(  1 4-  r)  = c(l  4-  r)4, 

y asi  sucesivamente;  luego,  al  final  de  t anos,  el  capital  se  habrd  con- 
vertido en 

c(l  4-  r)S 

y designandolo  por  C,  tendremos  que 

C = c(l  4*  r)f  (1) 

formula  fundamental  del  interns  compuesto. 

Esta  formula  es  calculable  por  logaritmos.  Aplicando  logaritmos,  te- 
nemos.  Jog  £ _ ^ c j log(l  4*  r). 


FORMULAS  DERIVADAS 

La  ecuacion  (1)  nos  da  una  relacion  entre  cuatro  cantidades;  conocien- 
do  tres  de  ellas,  podemos  hallar  la  cuarta. 

Despejando  c en  (1),  se  tiene: 

C 

C“  (1  + r)'  ’ 

y aplicando  logaritmos:  . . „ . , , 

7 K 6 log  c = logC-<  log  (1  + r), 

t puede  despejarsc  en  esta  ultima  formula.  Pasando  —t  log(l  + r)  al 
primer  miembro  y log  c al  segundo,  se  tiene: 

t log  (1  + r)  = log  C - log  c, 
log  C — log  c 

y de  *iul:  * a 

Q 

Para  hallar  r.  En  la  formula  (1),  (14r)l=~. 

despejando  (14-r)1,  se  tiene: — C 

Extvayendo  la  raiz  t:  l + r = 

log  C - log  c 

y aplicando  logaritmos:  log(l  + r)  = . 

Hallado  el  valor  de  14-r,  se  le  resta  1 y se  tiene  r. 


( ])  gEn  cuanto  se  convertiran  $5800  al  5%  anual  de  interes 
compuesto  en  7 anos? 

Hoy  que  tener  presente  que  r representa  el  tonto  por  1,  lo  que  gana  $1  en 
la  unidad  de  tiempo.  Que  el  tanto  por  ciento  es  el  5 anual  significa  que 

$100  ganan  $5  al  ano,  luego  $1  ganara  $^—  = $0.05.  Por  tanto,  aquf: 

c = 5800,  r = 0.05,  t-7. 


Ejemplos 
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Sustituyendo  estos  volores  en  la  formula  C = c(l+r)*,  $c  tiene: 

C = 5800(1  + 0.05)7 
o sea  C = 5800  ( 1.05  )7 

Aplicando  logaritmos: 

log  C = log  5800  + 7(  log  1.05) 

= 3.763428  + 7(0.021189) 

= 3.763428  + 0.148323 
= 3911751. 

Hallando  el  numero  a que  corresponde  este  log  se  encuentra  que  es  8161.148, 
o sea  8161.15;  luego  el  capital  prestado  se  convertira  en  $8161.15.  R. 

( 2)  $En  cuanto  se  convertiran  $918.54  al  Ac/C  anual  de  interes  compuesto  en  1 aho, 
capitalizando  los  intereses  por  trimestres? 

Como  los  intereses  se  capitalizan,  es  decir,  se  suman  al  capital  por  trimestres, 
t representa  el  numero  de  trimestres  que  hay  en  1 oho  o sea  4. 

Hallemos  el  tanto  por  1 anual.  Si  $100  ganan  $4  al  aho,  $1  ganara  $0.04 
al  aho.  Este  tanto  por  1 anual  hay  que  hacerlo  trimestral.  Si  $1  gana  $0.04 
al  aho,  en  un  trimestre  ganara  $0.04  4*  4 = $0.01 , luego  entonces  tenemos: 

C = 918.54,  t = 4,  r = 0.01 

Sustituyendo  en  la  formula  C = c ( 1 + r )l,  tendremos: 

C = 918.54(1  +0.01  )< 
o sea  C = 918.54  (1.01  )4. 

Aplicando  logaritmos*. 

log  C = log  918.54  + 4 (log  1.01  ) 

= 2.963098  + 4 ( 0 004321  ) 

= 2.963098  + 0.017284 
= 2980382. 

Hallando  el  antilogaritmo  se  encuentra  que  es  955.83. 

Luego  los  $918.54  se  convertiran  en  $955.83.  R. 


(3) 


Una  suma  prestada  al  2\%  de  interes  compuesto  durante  9 ahos  se  ha  con- 
vertido  en  3254.60  sucres.  $Cu6l  fue  la  suma  prestada? 

Hay  que  hollar  c. 

C 

c“  1 1 +'■)*' 


Aqui 


C = 3254.60,  r = 3.5 -MOO  = 0.035,  t = 9,  luego 

_ 3254.60 
C_  (1.035)°' 


Aplicando  logaritmos: 


log  c = log  3254.60  + J?  ( colog  1 .035 ) 
= 3.512498  + 9(7.985060) 

= 3.512498+  1.865540 


= 3378038. 


Hallando  el  antilogaritmo  se  encuentra  que  es  2388.02.  Luego  la  suma  pres- 
tada fue  2388.02  sucres. 
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(4 ) $En  cuantos  anos  una  suma  de  834  soles  prestada  al  8%  anual  de  interes 
compuesto  se  convertira  en  1323.46  soles? 

La  formula  es 

_ log  C — log  c 

log  (1+0  * 

Aqui  C = 1323.46,  c = 834,  1 + r = 1 .08,  luego 

3.121711  -2.921166 


log  1323.46 -Jog  834 
log  1.08 
0.200545 


0.033424 


0.033424 


= 6 anos.  R. 


(5  ) Una  suma  de  700  bolivares  prestada  a interes  compuesto  durante  5 anos  se 
ha  convertido  en  bs.  851.65.  $A  que  % anual  se  presto? 

La  formula  es 


log  ( 1 + r ) = 


log  C — log  c 
t 


Sustituyendo: 


log  851 .65 -log  700 
log  (1  +r)=— — ^ 


_ 2.930262  - 2.845098 
5 

= 0.017033. 

Hallando  el  antilogaritmo  se  encuentra  que  es:  1.04. 

Luego  1 4-  r = 1 .04  y por  tanto  r = 0.04.  Si  el  tanto  por  1 es  0.04  el  % es  4.  R. 


» EJERCICIO  303 

1.  Una  suma  de  $500  se  impone  al  6%  de  interns  compuesto  durante  3 
anos.  <jEn  cuanto  se  convertird? 

2 Se  prestan  3500  soles  al  7%  de  interes  compuesto  durante  5 anos.  <»En 
cudnto  se  convertird  esa  suma? 

3.  Un  capital  de  8132  bolivares  se  impone  al  9%  durante  10  anos.  <fEn 
cudnto  se  convertird? 

Hallar  en  cuanto  se  convertirdn: 

4-  $930  al  3£%  anual  en  7 anos. 

5.  $12318  al  4J%  anual  en  6 anos. 

6-  24186  sucres  al  5^%  anual  en  7 anos. 

7.  $54293  al  3J%  anual  en  5 anos. 

8.  ^En  cudnto  se  convertirdn  $800  al  3%  anual,  en  2 anos,  capilalizando 
los  intereses  por  semestres? 

9.  <|En  cuanto  se  convertridn  $900  al  4%  anual  en  1 ano,  capitalizando  los 
intereses  por  trimestres? 

10.  Una  suma  prestada  al  5%  anual  de  interns  compuesto  se  ha  convertido 
en  $972.60  en  4 anos.  <jCudl  fue  la  suma  prestada? 
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11.  Se  prcsta  cierta  suma  al  44%  anual  y en  6 anos  se  convierte  en  $1893.50. 
<>Cudl  fue  la  suma  prestada? 

12.  Un  suma  prestada  al  8%  anual  de  interns  compuesto  durante  7 anos 
se  ha  convertido  en  54198.16  quetzales.  <iCudl  fue  la  suma  prestada? 

13.  Una  suma  de  $600  prestada  al  3%  anual  se  ha  convertido  en  $695.56. 
«*Cudntos  anos  estuvo  prestada? 

14.  1215  colones  se  han  convertido  en  1709.61  habiendo  estado  impuestos  al 
5%  anual  de  interns  compuesto.  ^Cudntos  anos  dur6  la  imposicidn? 

15.  Una  suma  de  800  balboas  prestada  durante  4 anos  a interns  compuesto 
se  ha  convertido  en  1048.63  balboas,  i A qu£  % anual  se  impuso? 

16  <jA  qu6  % anual  se  impuso  una  suma  de  $6354  que  en  4 anos  se  ha 
convertido  en  $7151.46? 

17.  Hallar  los  intereses  que  han  producido  900  lempiras  colocados  al  5%  de 
interns  compuesto  durante  2 anos  y 4 meses  sabiendo  que  los  intereses 
se  han  capitalizado  por  anos. 


501)  AMORTIZACION  DE  UNA  DEUDA  POR  ANUALIDADES 


Un  capital  c se  presta  a interes  compuesto,  siendo  r el  tanto  por  1, 
durante  t anos.  El  capital  prestado  y sus  intereses  compuestos  durante  el 
tiempo  que  dura  el  prestamo  deben  amortizarse  mediante  / pagos  iguales, 
que  se  verifican  al  final  de  cada  ano. 

Se  llama  anualidad  a la  cantidad  fija  que  hay  que  pagar  al  final  de 
cada  ano  para  amortizar  un  capital  prestado  y sus  intereses  compuestos  en 
cierto  numero  de  anos. 


502  DEDUCCION  DE  LA  FORMULA  APLICABLE 


Sea  c un  capital  prestado  a interes  compuesto,  a un  tanto 
por  uno  r durante  t anos.  Este  capital  en  t anos  se  convertira  en 
Sea  a la  anualidad  que  tiene  que  pagar  el  deudor.  La  primera 
anualidad  se  paga  al  final  del  primer  ano;  esta  anualidad  produce 
interns  compuesto,  a favor  del  deudor,  al  mismo  tanto  por  uno  r 
que  el  capital  prestado,  durante  / — I anos;  luego,  se  converted  en 
La  segunda  anualidad  se  paga  al  final  del  segundo  ano  y produ- 
ce interns  compuesto  durante  t — 2 anos;  luego,  se  converting  en/* 
La  tercera  anualidad,  pagada  al 

final  del  tercer  ano.  se  convertird  en f 


c(  1 + r)\ 


a(l  + r)1-1. 


a(l  + r)1'2. 
a(l  + r)t_8. 


Del  propio  modo,  la  cuarta,  quin-  «(1  + r)M,  fl(l  + r)‘*5 etc. 

ta,  etc.  anualidades  se  convierten  en / 


La  penultima  anualidad 
se  convierte  en 


*(1  + r). 


y la  ultima  anualidad,  que  se  paga  al  final  del  ultimo  ano,  no  produce 
ya  interns  a favor  del  deudor  porque  se  paga  al  cumplirse  los  t anos; 
luego,  el  valor  de  la  ultima  anualidad  es  a. 


AMORT  I ZAC  10  N£S 


La  suma  dc  los  valores  cjue  adquieren  las  diversas  anualidades  junto 
con  el  valor  a de  la  ultima  anualidad  debe  scr  igual  al  capital  prestado  con 
su  interes  compuesto;  luego, 

c(l  4*  r)1  =a  + a(l  4 r)  4* 4 a(l  4 r)1*8  4a(l  + r)*-2  + a(  1 + r) 

El  2o.  miembro  de  esta  igualdad  es  la  suma  de  los  terminos  de  una 
progresidn  geom^trica  cuya  razon  es  (l*f  r);  luego,  aplicando  la  formula 

ur  — a a(  1 4 r)tlx(l  4 r)  — a 

S = — , tendremos:  c(l  + r)l= - ■- — , 

r — 1 (1+r)  — 1 

a(l-f  rV-fl 

o sea:  c(  1 + r)x  = . 


Quitando  denominadores:  cr(l  +r)t  = a(l  +r)1-  a. 
Sacando  a factor  comiin: 


y despejando  a%  cjueda: 


cr(l  4-  r)1  = a[(l  -f  r)1  — 1] 

crU  + r)1 
a = (l  + r)'-l 


(jue  es  la  formula  de  las  anualidades. 


Ejemplo 


Una  ciudad  toma  un  emprestito  de  $500000  al  4%,  interes 
compuesto,  para  amortizarlo  en  15  anos.  $Que  anualidad 
debera  pagar? 


Aquf,  c = 500000,  r = 0.04,  f = 1 5,  luego  sus- 
tituyendo  en  la  formula  anterior  tenemos:^ f 


500000  X 0.04X(  1.04  )16 
( 1 .04  )10  — 1 ‘ 


Hallemos  el  valor  de  ( 1.04  )15.  Una  tabla  de  interes  compuesto  nos  lo  da  en  seguida. 
Nosotros  vamos  a calcularlo  por  logaritmos.  Tendremos: 


log  ( 1 .04  )15  = 1 5 ( log  1 .04 ) = 1 5 ( 0.01 7033 ) = 0.255495. 

Hallando  el  antilogaritmo  se  encuentra  que  es  1.8009,  luego  ( 1.04  ),5=  1.8009. 

500000X  0.04X  1.8009 

Sustituyendo  este  valor  en  ( 1 ),  tenemos:  a= 

1.8009-1 

500000  X 0.04  X 1.8009 

o sea  a = 

0.8009 

Aplicando  logaritmos: 

log  a = log  500000  + log  0.04  4*  log  1 .8009  4 colog  0.8009 
= 5.698970  4 2.602060  4 0.255495  4 0.096422 
= 4.652947. 

Hallando  el  antilogaritmo  se  encuentra  que  a = $44972.47.  R. 
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».  EJERCICIO  304 

1.  <tQu£  anualidad  hay  que  pagar  para  amortizar  una  deuda  de  $40000  al 
5%  en  10  ahos? 

2.  Se  ha  tornado  a prdstamo  una  suma  de  85000  soles  al  3%.  <iQue  anualidad 
habrd  que  pagar  para  amortizar  la  deuda  en  12  ahos? 

3.  Una  ciudad  toma  un  empr£stito  de  $600000  al  5%.  <jQu£  anualidad 
debera  pagar  para  amortizar  la  deuda  en  20  anos? 

4.  Para  amortizar  un  emprestito  de  5000000  bolivares  al  6%  en  30  ahos, 
^que  anualidad  hay  que  pagar? 

Resuelva  los  siguientes  problemas  aplicando  la  tabla  de  interns  com- 
puesto  decreciente  que  aparece  en  las  paginas  532-533.  Compru^belos 
usando  la  fdrmula  de  la  anualidad.  (l) 

5.  Una  deuda  de  3000  bolivares  con  el  6%  de  interes,  se  debe  pagar  en 
5 ahos.  <jCual  sera  el  importe  de  la  anualidad? 

6.  Se  constituye  una  hipoteca  sobre  un  bicn  inmueble  por  *la  cantidad  de 
12000  bolivares  al  7%  de  interns,  pagadera  en  12  ahos.  Determinar  la 
anualidad  a pagar. 

7.  Una  industria  tiene  necesidad  de  comprar  equipos  para  incrementar  su 
production,  pero  no  ticne  efectivo  suficiente  para  su  adquisicidn.  La 
gerencia  decide  tomar  un  pr^stamo  del  banco  por  la  suma  de  350000  sucres 
al  4J%  de  interes,  por  3 ahos.  <[Que  anualidad  le  corresponde  pagar? 

8.  Una  compahia  exportadora  de  nitratos  necesita  ampliar  su  negocio,  y toma 
una  hipoteca  sobre  la  propiedad  por  425000  soles  al  6%  de  interes,  debien- 
do  amortizarla  en  10  ahos.  <jCual  sera  la  anualidad  que  debe  pagar? 

9.  Una  compahia  vendedora  de  bienes  inmuebles  a plazos  vende  al  Sr.  Jose 
Antonio  Arraiz  una  casa  en  la  cantidad  de  90750  bolivares,  al  5%  de 
interes,  amortizable  en  25  ahos.  /Qu£  anualidad  debera  abonar? 

10.  La  misma  compahia  vende  al  Sr.  Sim6n  Irrigorri  una  casa  a plazds  con 
un  valor  de  73550  bolivares,  al  5£%  de  interes,  que  debera  amortizar  en 
30  ahos.  <*A  cudnto  ascenderd  la  anualidad  a pagar? 

11.  Un  hombre  de  negocios  invierte  473000  sucres  en  un  prestamo  hipote- 
cario  al  34%  de  interes  por  9 ahos.  <jQu£  anualidad  se  le  deberd  abonar? 

12.  Se  constituye  una  hipoteca  por  la  cantidad  de  45800  soles  al  4%  de  inte- 
res, liquidable  en  30  ahos.  <{Cudl  serd  la  anualidad  a pagar? 


(503)  FORMACION  DE  UN  CAPITAL  MEDIANTE  IMPOSICIONES 
SUCESIVAS  IGUALES 


Se  trata  de  constituir  un  capital  r en  cierto  numero  de  ahos  imponien- 
do  al  principio  de  cada  ano  una  cantidad  fija  a interns  compuesto. 


(I)  En  algunos  de  los  problemas  puedc  liabcr  una  diferencia  de  centavos,  cuya  impor- 
tance cs  nula;  csta  diferencia  la  motivan  los  decimalcs  usados  en  los  cAlculos. 
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504  DEDUCCION  DE  LA  FORMULA  DE  LAS  IMPOSICIONES 


Sea  c el  capital  que  se  quiere  constituir  en  t anos.  Sea  i la  imposicion 
anual  fija  que  hay  que  hacer  al  principio  de  cada  uno  de  los  t anos,  a un 
tanto  por  uno  r,  para  constituir  el  capital. 


La  primera  imposicion,  hecha  al  principio  del  primer  ano, 
produce  interes  compuesto  durante  i anos;  luego,  se  converted  en 

La  segunda  imposicion,  hecha  al  principio  del  2o.  ano,  pro- 
duce interes  compuesto  durante  t — 1 anos;  luego,  se  convertin'!  en 


V1 


«(i 


*■(  i + 


Del  propio  modo,  la  tercera,  cuarta,  etc.  imposiciones  se  convertirin  en 
z(l  4-  r)1-2,  £(1  -I-  r)1"3 etc., 

y la  ultima,  hecha  al  principio  del  ultimo  ano,  se  convierte  en 

t(l  + r). 

La  suma  de  los  valores  de  todas  las  imposiciones  al  cabo  de  t anos 
tiene  que  ser  igual  al  capital  que  se  quiere  constituir;  luego,  tendremos: 

c = t(l  + r)  4- + i(  1 + r)1"2  + i(l  4-  r)t_1  + i(l  + r). 

El  segundo  miembro  de  esta  igualdad  es  la  suma  de  los  terminos  de 
una  progresion  geometrica  cuya  razon  es  1 4 -r;  luego,  aplicando  la  formula 

i'(  1 + r)l(l  4-  r)  - i(  1 4-  r) 


p ur-a 

S = , tenemos:  c = 


r- 1 

Simplificando:  c = 


(1  4-  r)  — 1 
i(l  4-  r)l  + 1 — i(  1 4-  r) 


Quitando  denominadores:  cr  = i(  1 4*  r)1  + 1 — i(  1 4-  r). 
Sacando  i factor  comun  en  el  segundo  miembro,  tenemos: 


cr  = •’[(!  4- r)l  + 1 — (1  4-r)]. 


Despejando  i,  se  tiene: 


cr 


i = 


(1  4-  r)t  + 1 — (1  4-  r) 


que  es  la  formula  de  las  imposiciones. 
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( 1 ) $Que  imposicion  onual  al  5%  habra  que  hacer  para 
constituir  en  20  anos  un  capital  de  $80000? 

Aqui  c = 80000,  r = 0.05,  f = 20,  luego  ^ i = ■ 800°^  * 0 05  ( 1 ) 

sustituyendo  en  la  formula,  tenemos:  f (1.05  l21  — 1.05 

Hallemos  el  valor  de  (1.05)21.  Tendremos: 

log  ( 1.05  )21  = 21  ( log  1.05  ) = 21  ( 0.021 189  ) = 0.444969. 

Hallando  el  antilogaritmo  se  encuentra  que  ( 1 .05  )21  = 2.7859. 

Entonces,  sustituyendo  en  ( 1 ) este  valor: 


Ejemplo 


80000  X 0.05 
2.7859-  1.05 

o sea 

80000  X 0.05 
1 V7359 

Aplicando  logaritmos: 

log  i = log  80000  + log  0.05  + colog  1 .7359 
= 4.903090  + 2.698970  +T.760476 
= 3362536. 


Hallando  el 


se  encuentra  que  i = 


m*  ejercicio  305 

1 cQue  im[X)sicion  anual  al  6%  habra  que  hacer  para  tener  en  9 ahos  $30000? 

2.  Para  constituir  un  capital  de  90000  sucres  en  20  ahos,  <jqu6  imposicidn 
anual  al  4%  habrd  que  hacer? 

3.  Se  ha  constituido  un  capital  de  $200000  en  40  ahos,  mcdiante  imposi- 
ciones  anuales  fijas  al  5%.  <{Cual  ha  sido  la  imposicidn  anual? 

4.  Un  padre  de  faniilia  quiere  que  cuando  su  hijo  cumpla  25  ahos  tenga 
constituido  un  capital  de  $40000.  cQue  imposicidn  anual  al  6%,  a partir 
del  nacimiento  del  hijo,  debera  hacer  para  constituir  dicho  capital? 


APENDICE 


I  Tabla  de  interns  compuesto 

II  Tabla  de  interes  compuesto  decreciente 

III  Cuadro  de  las  formas  basicas 

de  descomposicibn  factorial 

IV  Tabla  de  potencias  y raices 


530-531 

532-533 

534-535 

536 


• Memos  incluido  cn  este  Apbndicc  tics  tablas 
y un  cuadro  quc  han  dc  scr  mancjados  conti- 
nuamente  por  los  estudiantes. 

• A1  resolver  los  problcmas  de  intcrbs  compuesto 
suelen  present  arse  operaciones  cn  las  eualcs  debe- 
mos  conoccr  cl  valor  adquirido  por  $1  a interns 
compuesto.  al  cabo  dc  un  numero  determinado 
de  ados.  Kn  la  l abia  I el  estudiantc  encontrari 
este  valor  hasta  los  30  aims,  cuando  el  interns 
cs  crcciente. 

• Si  se  trata  de  problcmas  cn  los  males  se  aplica 
el  interes  dccrccientc,  la  1'abla  II  es  un  auxiliar 
poderoso. 

• Nuestra  expericncia  profesoral  nos  ha  puesto 
de  manifiesto  las  multiples  dificultades  que  se 
le  presentan  a los  alumnos  para  comprender  y 
dominar  la  descomposicibn  cn  factores.  For  esto 
hemos  incluido  un  Cuadro.  que  resume  las 
formas  basicas  dc  la  descomposicibn  factorial; 
mediantc  cl  cual  cl  alunino  puede  visualizar  y 
record  a r fAcilmenlc  los  casos  de  factoracibn. 

• Muy  a menudo  eu  las  operaciones  algcbraicas 
se  nos  presentan  casos  eu  los  cuales  tenemos 
que  aplicar  inevitablemcnte  potencias.  raices,  y 
tambicn  el  inverso  de  un  numero  determinado. 
Es  por  cllo  quc  crcemos  de  gran  utilidad  la 
Tabla  IV,  quc  contienc  el  cuadrado.  la  raiz 
cuadrada.  el  cubo,  la  raiz  ctibica  y el  invetso 
de  los  den  primeros  nu  memos. 
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| TABLA  DE  INTERES  COMPUESTO 

Valor  adquirido  por  $1  a interes  compuesto,  de  1 a 30  afios,  o sea  valor  de  (1  4-r)t 


AKOS 

'/*% 

i% 

VA% 

2% 

2Vz% 

3% 

3'/2% 

4% 

4%% 

S% 

6% 

7% 

8% 

9% 

10% 

1 

1.005000 

1.010000 

1,015000 

1.020000 

1 .025000 

1.030000 

1.035000 

1.040000 

1.045000 

1 .050000 

1,055000 

1.060000 

1,070000 

1 .080000 

1 .090000 

1.100000 

2 

T.010Q25 

1.020100 

1.030225 

1 .040400 

1.050625 

1.060900 

1.071225 

1.081600 

1.092025 

1,102500 

1.113025 

1,123600 

1.144900 

1.166400 

1.188100 

1.210000 

3 

1.015075 

1.030301 

1 .045678 

1.061208 

1 .076891 

1.092727 

1.108718 

1.124864 

1.141166 

1,1 57625 

1.174241 

1.191016 

1,225043 

1.259712 

1.295029 

1.331000 

4 

1.020151 

1.040604 

1.061364 

1.082432 

1,103813 

1.125509 

1.147523 

1.169859 

1.1 9251 9 

1.215506 

1.238825 

1,262477 

1.310796 

1.360489 

1,411582 

1.464100 

5 

1.025251 

1.051010 

1 .077284  t 

1.104081 

1.131408 

1.159274 

1.187686 

1.216653 

1.246182 

1.276282 

1.306960 

1 .338226 

1.402552 

1.469328 

1,538624 

1.610510 

6 

1.030378 

1.061520 

1,093443 

1.126162 

1.159693 

1.194052 

1.229255 

1,265319 

1.302260 

1.340096 

1.378843 

1.418519 

1 ,500730 

1 .586874 

1,677100 

1.771561 

7 

1.035529 

1.072135 

1.109845 

1.148686 

1.188686 

1.229874 

1.272279 

1.315932 

1 .360862 

1.407100 

1,454679 

1 .503630 

1.605731 

1.713824 

1.828039 

1.948717 

8 

1.040707 

1.082857 

1.126493 

1,171659 

1.218403 

1.266770 

1.316809 

1.368569 

1.422101 

1 .477455 

1.534687 

1.593848 

1718186 

1 ,850930 

1.992563 

2./435B9 

9 

1.045911 

1.093685 

1.143390 

1.195093 

1.248863 

1.304773 

1.362897 

1.423312 

1.486095 

1.551328 

1,619094 

1.689479 

1.838459 

1.999005 

2.171893 

2.357948 

IQ 

1.051140 

1.104622 

1.160541 

1.218994 

1 .280085 

1.343916 

1,410599 

1 .480244 

" $ 

h 

1.552969 

1.628895 

1708144 

1790848 

1,967151 

2.158925 

2.367364 

2.593742 

11 

1.05639 6 

1.115668 

1,177949 

1.243374 

1.312087 

1 .384234 

1.459970 

1.539454 

1.622853 

1710339 

1 .802092 

1.898299 

2.1 04852 

2.331639 

2.580426 

2.853117 

12 

1,061678 

1.126825 

U 9561 8 

1,268242 

1.344889 

1.455761 

1.511069 

1.601032 

1.695881 

1,795856 

1.901207 

2.012196 

2.252192 

2.518170 

2.812665 

3.138428 

13 

1.066986 

1.138093 

1.213552 

1.293607 

1 .37851 1 

1.468534 

1.563956 

1 .665074 

1.772196 

1.885649 

2,005774 

2.132928 

2,409845 

2.719624 

3.065805 

3.452271 

14 

1.072321 

1.149474 

1.231756 

1.319479 

1.412974 

1 .512590 

1,618695 

1731676 

1.851945 

1.979932 

2.116091 

2760904 

2,578534 

2.937194 

3.341727 

3.797498 

15 

1.077683 

1.160969 

1.250232 

1.345868 

1 .448298 

, 1,557967 

1.675349 

1 .800944 

1.935282 

2.078928 

2,232476 

2.396558 

2,759032 

3.172169 

3.642482 

4.177248 

16 

1.083071 

1.172579 

1.268986 

1 .372786 

1 .484506 

1.604706 

1733986 

1,872981 

2.022370 

2,182875 

2.355263 

2.540352 

2,952164 

3.425943 

3,970306 

4.594973 

17 

1.088487 

1.184304 

1.288020 

1.400241 

1.521618 

1,652848 

1794676 

1,94 7901 

2.113377 

2.292018 

2.484802 

2.692773 

3,158815 

3700018 

4.327633 

5.054470 

18 

1.093929 

1.196147 

1.307341 

1.428246 

1 .559659 

1702433 

1.857489 

2.025817 

2.208479 

2.406619 

2.621466 

2.854339 

3.379932 

3.996020 

4717120 

5.559917 

19 

1.099399 

1.208109 

1.326951 

1.456811 

1 .598650 

1753506 

1.922501 

2.10S849 

2.307860 

2,526950 

27 65647 

3.025600 

3.616528 

4.315701 

5.141661 

6.115909 

20 

1.104896 

1.220190 

1.346855 

1.485947 

1.638616 

1.806111 

1.989789 

2.191123 

2.411714 

2.653298 

2.917757 

3.207135 

3.869684 

4.660957 

5.60441 1 

6.727500 

21 

1.110420 

1.232392 

1.367058 

1.515666 

1 .679582 

1.860295 

2.059431 

2.278768 

iv- 

2.520241 

2.785963 

3.078234 

3.399564 

4.140562 

5.033834 

6.108808 

7.400250 

22 

1.115972 

1.244716 

1,387564 

1,545980 

1.721571 

1,916103 

2.131512 

2.369919 

\ 

r 

2.633652 

2.925261 

3,247537 

.3.603537 

4.430402 

5,436540 

6.658600 

8.140275 

23 

1.121552 

1.257163 

1.408377 

1,576899 

1.764611 

1.973587 

2,206114 

2.464716 

2,752166 

3.071524 

3.426152 

3.819750 

4740530 

5.871464 

7.257874 

8.954302 

24 

1.127160 

1.269735 

1.429503 

1.608437 

1 .808726 

2.032794 

2.283328 

2,563304 

2.876014 

3.225100 

3.614590 

4.048935 

5.072367 

6.341181 

7.911083 

9.849733 

25 

1.132796 

1 .282432 

1,450945 

1.640606 

1 .853944 

2.093778 

2.363245 

2.665836 

3.005434 

3,386355 

3.813392 

4.291871 

5.427433 

6.848475 

8.623081 

10.834706 

26 

1.138460 

1.295256 

1.472710 

1.673418 

1 .900293 

2.156591 

2.445959 

2.772470 

3.140679 

3.555673 

4.023129 

4.5493 83 

5.807353 

7.396353 

9.399158 

11.918177 

27 

1.144152 

1.308209 

1.494800 

1.706886 

1 .947800 

2,221289 

2.531567 

2.883369 

3.282010 

3733456 

4.244401 

4.822346 

6.213868 

7.988061 

10,245082 

13.109994 

28 

1.149873 

1.321291 

1.517222 

1741024 

1 .996495 

2.28792 8 

2.620172 

2.998703 

3.429700 

3.920129 

4.477843  . 

5.111687 

6.648838 

8.627106 

11.167140 

14.420994 

29 

1.155622 

1.334504 

1.539981 

1775845 

2.046407 

2356566 

2711878 

3.118651 

3.584036 

4.116136 

4724124 

5.418388 

7,114257 

9.317275 

12,172182 

15.863093 

30 

1.161400 

1.347849 

1.563080 

1.811362 

2.097568 

2.427262 

2.806794 

3.243398 

3745318 

4.321942 

4.983951 

5.743491 

7.612255 

10,062657 

13.267678 

17.449402 
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il  TABLA  DE  INTERES 

Anualidad  cuyo  valor  actual  es  $1 


An  OS 

V*  % 

1% 

1 Vi  % 

1% 

2Vi% 

3% 

3 '/i  % 

4% 

1 

1.005000 

1*010000 

1.015000 

1.020000 

1.025000 

1.030000 

1.035000 

1,040000 

7 

0.503753 

0.507512 

0.51 1278 

0,515050 

0.518827 

0,522611 

0.526400 

0.530196 

3 

0,336672 

0.340022 

0.343383 

0.346755 

0.350137 

0.353530 

0.356934 

0.360349 

4 

0.253133 

0.256281 

0.259445 

0.262624 

0.265818 

0,269027 

0.272251 

0,275490 

5 

0.203010 

0.206040 

0.209089 

0.212158 

0.215247 

0,218355 

0,221481 

0,224627 

6 

0.169595 

0.172548 

0.175525 

0.1 78526 

0.1 81550 

0.1 84598 

0.187668 

0.190762 

7 

0,1 45729 

0.148628 

0,15155  6 

0.154512 

0.1 57495 

0.160506 

0.163544 

0.166610 

8 

0.127829 

0.130690 

0.133584 

0.136510 

0J  39467 

0.142456 

0.145477 

0.148528 

9 

0.113907 

0.116740 

0.119610 

0,122515 

0.125457 

0,128434 

0.131446 

0,134493 

TO 

0.102771 

0.105582 

0.108434 

0.111327 

0.114259 

0,117231 

0.120241 

0,123291 

11 

Q.0936S9 

0.096454 

0.099294 

0.102178 

0.105106 

0.108077 

0*111092 

0.114149 

12 

0.086066 

0.088849 

0.091680 

0.094560 

0.097487 

0.100462 

0.103484 

0.106552 

13 

0,079642 

0.082415 

0.085240 

0.088118 

0.091 048 

0.094030 

0.097062 

0,100144 

14 

0.074136 

0.076901 

0.079723 

0.08260? 

0.085537 

0,088526 

0.091571 

0.094669 

15 

0.069364 

0.072124 

0.074944 

0.077825 

0,080766 

0,083767 

0,086825 

0.089941 

16 

0.0651 89 

0.067945 

0.070765 

0.073650 

0.076599 

0.07961 1 

0.082685 

0.085820 

17 

0*061 506 

0.064258 

0.067080 

0.069970 

0.072928 

0.075953 

0*079043 

0.082199 

18 

0.058232 

0.060982 

0.063806 

0.066702 

0.069670 

0,072709 

0.075817 

0.078993 

19 

0.055303 

0.058052 

0.060878 

0.063782 

0.066761 

0.069814 

0,072940 

0.076139 

20 

0,052666 

0.055415 

0.058246 

0.061157 

0,064147 

0,067216 

0.070361 

0.073582 

21 

0.050282 

0.053031 

0.055866 

0.058785 

0.061787 

0,064872 

0.068037 

0.071280 

22 

0.048114 

0.050864 

0.053703 

0.056631 

0.059647 

0,062747 

0.065932 

0.069199 

23 

0.046135 

0.048886 

0.051731 

0.054668 

0.057696 

0.060814 

0.064019 

0.067309 

24 

0.044321 

0.047073 

0.049924 

0.052871 

0,055913 

0,059047 

0.062273 

0.065587 

25 

0.042652 

0.045407 

0.048263 

0,051220 

0.054276 

0.057428 

0.060674 

0.064012 

26 

0.041112 

0.043869 

0.046732 

0,049699 

0,052769 

0.055938 

0,059205 

0.062567 

77 

0.039686 

0.042446 

0.045315 

0.048293 

0.051377 

0,054564 

0.057852 

0*061239 

28 

0.038362 

0.041124 

0.044001 

0.046990 

0.050088 

0,053293 

0.056603 

0.060013 

29 

0.037129 

0.039895 

0.042779 

0.045778 

0.048891 

0.052115 

0.055445 

0.058880 

30 

0.035979 

0.038748 

0.041639 

0.044650 

0.047778 

0,051019 

0,054371 

0.057830 
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COMPUESTO  DECRECIENTE 


a interes  compuesto  de  1 a 30  anos 


4V i% 

5% 

5Vi% 

6% 

7 % 

9% 

10% 

1,045000 

1.050000 

1.055000 

1 .060000 

1.070000 

1.080000 

1.090000 

1.100000 

0.533998 

0.537805 

0.541618 

0.545437 

0.553092 

0.560769 

0.568469 

0.576190 

0.363773 

0.367209 

0.370654 

0*374110 

0*381052 

0388034 

0.395055 

0.402115 

0.278744 

0,282012 

0.285294 

0.288591 

0.295228 

0.301921 

0*308669 

0.315471 

0.227792 

0*230975 

0.234176 

0.237396 

0,243891 

0.250456 

0.257092 

0.263797 

0.193878 

0*197017 

0,200179 

0.203363 

0,209796 

0.216315 

0.222920 

0.229607 

0.169701 

0.172820 

0.175964 

0.179135 

0.185553 

0.192072 

0.198691 

0.205406 

0.151610 

0.154722 

0.157864 

0.161036 

0.167468 

0*174015 

0*180674 

0.187444 

0.137574 

0.140690 

0.143839 

0.147022 

0,153486 

0160080 

0*1 66799 

0.173641 

0.126379 

0,129505 

0.132668 

0.135868 

0*142378 

0.149029 

0.155820 

0.162745 

0.117248 

0.120389 

0.123571 

0.126793 

0.133357 

0*140076 

0.146947 

0.153963 

0.109666 

0*112825 

0.116029 

0,11927 7 

0.125902 

0.132695 

0.139651 

0.146763 

0.1  03275 

0.106456 

0.109684 

0.112960 

0*119651 

0.126522 

0.133567 

0.140779 

0.097820 

0.101024 

0.104279 

0,107585 

0.114345 

0*121297 

0,128433 

0.135746 

0.0931 14 

0.096342 

0.099626 

0*102963 

0.109795 

0.116830 

0.124059 

0.131474 

0.089015 

0,092270 

0.095583 

0.098952 

0.105858 

0.112977 

0.120300 

0.127817 

0.085418 

0.088699 

0.092042 

0.095445 

0.102425 

0.109629 

0.1 17046 

0.124664 

0.082237 

0.085546 

0.088920 

0.092357 

0.099413 

0*106702 

0.114212 

0.121930 

0.07940 7 

0.082745 

0.086150 

0.089621 

0.096753 

0.104128 

0.111730 

0.119547 

0.076876 

0.080243 

0.083679 

0.087185 

0*094393 

0,101 852 

0*109546 

0.117460 

0.074601 

0.077996 

0.081465 

0,085005 

0,092289 

0.099832 

0.107617 

0.115624 

0*072547 

0*075971 

0.079471 

0.083046 

0.090406 

0.098032 

0.105905 

0.114005 

0.070682 

0*074137 

0.077670 

0,081278 

0,088714 

0.096422 

0.104382 

0.112572 

0.068987 

0.072471 

0.076036 

0.079679 

0*087189 

0.094978 

0.103023 

0.111300 

0,067439 

0.070952 

0.074549 

0.078227 

0.085811 

0.09367? 

0*101806 

0.110168 

0.066021 

0.069564 

0.073193 

0.076904 

0*084561 

0.092507 

0.100715 

0,109159 

j 0.064719 

0.068292 

0.071952 

0,075697 

0.083426 

0.091448 

0.099735 

0.108258 

0.063521 

0*067123 

0.070814 

0.074593 

0*082392 

0.090489 

0.098852 

0.107451 

0.062415 

0,066046 

0.069769 

0.073580 

0.081449 

0.089619 

0.098056 

0.106728 

0.061392 

0,065051 

0.068805 

0.072649 

0.080586 

0.088827 

0*097336 

0.106079 
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CUADRO  DE  LAS  FORMAS  BASIC 


FORMAS  SIEMPRE  FACTORABLES 
BINOMIOS 

DIFERENCIA  DE  CUADRADOS 

a2  — b2  = {a  4-  b)(a  — b) 

Ux2  - 2 5y4  = (4x  + 5y2)(4x  - 5y2) 

4x ' 5y2 

SUMA  0 DIFERENCIA  DE  CUB05 

a3  + b3  = [a  -f  b)(o2  — ab  4-  b2) 
o3  - b3  = (a  - blfa2  + ab  + b2) 

27a3  + b«  = (3a  + b2)[[3a)2  - 3a(b2|  + (b2)2  ] = (3a  + b*](9a*  - 3ab2  + b4) 

a3  - 8 = (a  - 2)[a2  + 2(a)  + 23]  = (a- 2)(a2  + 2a  + 4) 

SUMA  O DIFERENCIA  DE  DOS  POTENCIAS  IMRARES  IGUALES 

m5  + n5-(m  + n)(m4  — m3n  + m2n2  — mn 3 + n4) 
a3  - bs  = (a  - b}(a4  + a3b  +a2b2  + ob3  + b4) 

TRINOMIOS 

TRINOMIO  CUADRADO  PERFECTO 

m2  + 2m  + l = {m  + ])(m+])=(m  + l)2 

m 1 

POLINOMIOS 

FACTOR  COMUN 

x(a  + b)  + m(a  + b) 
x(a  + b)  _ m(a  + b) 

(a  + b)  ^ (a  + b) 

x(a  + b)  + m(a  + b)  = [a  + b}(x  + m) 


NOTA  PARA  EL  ESTUDIANTE 

La  deseompasicidn  factorial  es  de  sums  impdrtancia  en  el  estudio  del  Algebra. 
Generalmente,  la  factoracidn  es  un  paao  previo  para  cualquier  operation  fllgebrsicaT 
domiuio  requtere  mueha  pr&ctica,  Conocer  las  format  b&sicaB  y las-  formas 
derlvadas  de  estas  ea  in  dispensable  para  saber  deacompcner  cualquier  expresitin  alge- 
braiea,  Queremos  recorder  que  una  expresifin  eualquiera  puede  pertenecer  a varias 
format  b&slc&s  a la  vear  o no  perteneeer  a n ingun  a de  eilas.  For  otra  parte,  ei 
pertenece  a algunsa  de  estas  formas  no  quiere  dedr  que  eea  de  scorn  ponible,  salvo,,  na- 
turalmente,  que  pertenezca  a una  de  las  cu&tro  formas  que  siemprs  son  factorables* 
Kecomendamos  al  eatudiantt  que  al  deacomponer  en  factores  una  expresibn  algebraica, 
siga  loe  sigruentea  pasqs;  1),  Observe  el  hay  factor  eomdn;  2).  ordene  la  expresidn) 
3),  avengbe  si  la  expresibn  dada  pertenece  a a 1 gun  a de  las  format  que  sietnpre  se 
puede  descomponer ; d),  si  partenece  a formas  que  no  aiempre  son  descomponibles. 
averigiig  si  cumplq  las  condiciones  neoesarias  para  que  la  sea:  5>,  al  verificar  una 

descomposicldn,  observe  51  loa  factores  ballades  son  factor!  Bat  lee  a su  vei,  eg  decir, 
s|  son  primes  o no.  Recuerde  quo  rauchas  expregiones  se  pueden  descomponer  de  difi* 
tintas  maneras,  pero  aiempre  se  llega  a tin  niismo  resultado. 
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DE  DESCOMPOSICION  FACTORIAL 


FORMAS  NO  SIEMPRE  FACTORABLES 

BINOMIOS 


SUMA  DE  DOS  CUADRADOS 

a4  + 4b4  a4  + 4fo4 

+ 4a2b2  — 4o2Jb2 


o4  + 

TRINOMIOS 


4a2b2  + 4b4  — 4a2b2  = [a4  + 4o2b2  + 4b4)  — 4a2b2 
— (a2  + 2b2)2  — 4crb2 
= (a2  + 2b~  + 2ab)|a2  + 2b2  - 2ab) 
= (a2  + 2ab  + 2b2) (a2  - 2ab  + 2b2) 


TRINOMIO  CUADRADO  PERFECTO  POR  ADICION  Y SUSTRACCION 

x*  3*  x2y2  + y4  x4  + x2y2  + y4 

+ x2y2 — x2yL 

~i  + 2x2y2  + y4  - x2y2  = (x4  + 2x2y2  + y4)  - x2y2 
(faclorando  el  trinomio  cuadrado  perfecto)  — (x2  + y2)2 — x2y2 

(factorando  la  drferencia  de  cuadrados)  = (x2  + y2  -r  xy)(x2  + y2  — xy) 

(ordenando)  = (x2  + xy  + y2)(x2  — xy  + y2) 

TRINOMIO  DE  LA  FORMA  x2+  bx  + e 

X2  + 5x  + 6 X2  + 5x  + 6 (x  )(x  ) 

x2  + 5x  + 6 (x+  )(x+  ) 

x2  + 5x  + 6 = (x  + 2)(x  + 3) 


TRINOMIO  DE  LA  FORMA  ax2  + bx  + c 


6x2  - 7x  - 3 


POLINOMIOS 


36x2  — 6[7x)  — 18  (1) 

(6x)2  — 7(6x)  — 18  (2) 

^^±21=12.-31(3.  + , 

2X3 

6x2  — 7x  — 3 = (2x  — 3)(3x  -r  1 ) 


(6x-9|(6x  + 2) 
6 


(3) 


(4) 


POLINOMIO  ENTERO  Y RACIONAL  EN  X (EVALUACION) 
x3  + 2x2  - X - 2. 


CoeMcientesdel  polinomio  ] 

+ 2 

1X1=41 

- 1 

3 X ! = + 3 

- 2 

2X1-42 

+ 1 : 

Coefrcieniei'del  coclente  1 

+ 3 

-h  2 

0 

x3  + 2x2  - x - 2 = (x  - 1 )(x2  + 3x  + 2) 

(fodorondo  d trmomb)  ~ ( x — l)(x+  1)(xH“2J 


POLINOMIO  DE  CUATRO  0 MAS  TERMINOS  (AGRUPACION) 

ax  4-  bx  -h  ay  “h  by  ax  + bx  -r  ay  + by  = (ox  + bx)  + (oy  + by] 

— x(a  -hb)  + y(a-fb) 
= [o  -h  b)(x  + y) 
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IV  TABLA  DE  POTENCIAS  Y RAICES 


No. 

(No.)a 

V' Wo . 

(No.)* 

VTio. 

Inverso 

No. 

( No.)8 

VNo. 

(No.)* 

^No. 

Inverso 

1 

1 

1.000 

1 

1.000 

1.000000000 

51 

2,601 

7.141 

132,651 

3.708 

.019607843 

2 

4 

1.414 

8 

1.260 

.500000000 

52 

2,704 

7.211 

140,608 

3.733 

.019230769 

3 

9 

1.732 

27 

1.442 

.333333333 

53 

2,809 

7.280 

148,877 

3.756 

.018867925 

4 

16 

2.000 

64 

1.587 

.250000000 

54 

2,916 

7.348 

157,464 

3.780 

.018518519 

5 

25 

2.236 

125 

1.710 

.200000000 

55 

3,025 

7.416 

166,375 

3.803 

.018181818 

6 

36 

2.449 

216 

1.817 

.1 66666667 

56 

3,136 

7.483 

175,616 

3.826 

.017857143 

7 

49 

2.646 

343 

1.913 

.142857143 

57 

3,249 

7.550 

185,193 

3.849 

.017543860 

8 

64 

2.828 

512 

2.000 

.125000000 

58 

3,364 

7.616 

195,112 

3.871 

.017241379 

9 

81 

3.000 

729 

2.080 

.111111111 

59 

3,481 

7.631 

205,379 

3.893 

.016949153 

10 

100 

3.162 

1,000 

2.154 

.100000000 

60 

3,600 

7.746 

216,000 

3.915 

.01 6666667 

11 

121 

3,317 

1,331 

2.224 

.090909091 

61 

3,721 

7.810 

226,981 

3.936 

.016393443 

12 

144 

3.464 

1,728 

2.289 

.083333333 

62 

3,844 

7.874 

238,328 

3.958 

.016129032 

13 

169 

3.606 

2,197 

2.351 

.076923077 

63 

3,969 

7.937 

250,047 

3.979 

.015873016 

14 

196 

3.742 

2,744 

2.410 

.071428571 

64 

4,096 

8.000 

262,144 

4.000 

.015625000 

15 

225 

3.873 

3,375 

2.466 

.066666667 

65 

4,225 

8.062 

274,625 

4.021 

.015384615 

16 

256 

4.000 

4,096 

2.520 

.062500000 

66 

4,356 

8.124 

287,496 

4.041 

.015151515 

17 

289 

4.123 

4,913 

2.571 

.058823529 

67 

4,489 

8.185 

300,763 

4.062 

.014925373 

18 

324 

4.243 

5,832 

2.621 

.055555556 

68 

4,624 

6.246 

314,432 

4.082 

.014705882 

19 

361 

4.359 

6,859 

2.668 

.052631579 

69 

4,761 

8.307 

328,509 

4.102 

.014492754 

20 

400 

4.472 

8,000 

2.714 

.050000000 

70 

4,900 

8.367 

343,000 

4.121 

.014285714 

21 

441 

4.583 

9,261 

2.759 

.047619048 

71 

5,041 

8.426 

357,911 

4.141 

.014084507 

22 

484 

4.690 

10,648 

2.802 

,045454545 

72 

5,184 

8.485 

373,248 

4.160 

.013888889 

23 

529 

4.796 

12,167 

2.844 

.043478261 

73 

5,329 

8.544 

389,017 

4.179 

.013698630 

24 

576 

4.899 

13,824 

2.884 

.041666667 

74 

5,476 

8.602 

405,224 

4.198 

.013513514 

25 

625 

5.000 

15,625 

2.924 

.040000000 

75 

5,625 

8.660 

421,875 

4.217 

.013333333 

26 

676 

5.099 

17,576 

2.962 

.038461538 

76 

5,776 

8.718 

438,976 

4.236 

.013157895 

27 

729 

5.196 

19,683 

3.000 

.037037037 

77 

5,929 

8.775 

456,533 

4.254 

.012987013 

28 

784 

5.291 

21,952 

3.037 

.035714286 

78 

6,084 

8.832 

474,552 

4.273 

.012820513 

29 

841 

5.385 

24,389 

3.072 

.034482759 

79 

6,241 

8.888 

493,039 

4.291 

.012658228 

30 

900 

5.477 

27,000 

3.107 

.033333333 

80 

6,400 

8.944 

512,000 

4.309 

.012500000 

31 

961 

5.568 

29,791 

3.141 

.032258065 

81 

6,561 

9.000 

531,441 

4.327 

.012345679 

32 

1,024 

5.657 

32,768 

3.175 

.031250000 

82 

6,724 

9.055 

551,368 

4.344 

.012195122 

33 

1,089 

5.745 

35,937 

3.208 

.030303030 

83 

6,889 

9.110 

571,787 

4.362 

.012048193 

34 

1,156 

5.831 

39,304 

3.240 

.029411765 

84 

7,056 

9.165 

592,704 

4.380 

.011904762 

35 

1,225 

5.916 

42,875 

3.271 

.028571429 

85 

7,225 

9.220 

614,125 

4.397 

.011764706 

36 

1,296 

6.000 

46,656 

3.302 

.027777778 

86 

7,396 

9.274 

636,056 

4.414 

.011627907 

37 

1,369 

6.083 

50,653 

3.332 

.027027027 

87 

7,569 

9.327 

658,503 

4.431 

.011494253 

38 

1,444 

6.164 

54,872 

3.362 

.026315789 

88 

7,744 

9.381 

681,472 

4.448 

.011363636 

39 

1,521 

6.245 

59,319 

3.391 

.025641026 

89 

7,921 

9.434 

704,969 

4.465 

011235955 

40 

1,600 

6.325 

64,000 

3.420 

.025000000 

90 

8,100 

9.487 

729,000 

4.481 

.011111111 

41 

1,681 

6.403 

68,921 

3.448 

.024390244 

91 

8,281 

9.539 

753,571 

4.498 

.010989011 

42 

1,764 

6.481 

74,088 

3.476 

.023809524 

92 

8,464 

9.592 

778,688 

4.514 

.010869565 

43 

1,849 

6.557 

79,507 

3.503 

.023255814 

93 

8,649 

9.644 

804,357 

4.531 

.010752688 

44 

1,936 

6.633 

85,184 

3.530 

.022727273 

94 

8,836 

9.695 

830,584 

4.547 

.010638298 

45 

2,025 

6.708 

91,125 

3.557 

.022222222 

95 

9,025 

9.747 

857,375 

4.563 

.010526316 

46 

2,116 

6.782 

97,336 

3.583 

.021739130 

96 

9,216 

s9.798 

884,736 

4.579 

.010416667 

47 

2,209 

6.856 

103,823 

3.609 

.021276596 

97 

9,409 

9.849 

912,673 

4.595 

.010309278 

48 

2,304 

6.928 

110,592 

3.634 

.020833333 

98 

9,604 

9.899 

941,192 

4.610 

.010204082 

49 

2,401 

7.000 

117,649 

3.659 

.020408163 

99 

9,801 

9.950 

970,299 

4.626 

.010101010 

50 

2,500 

7.071 

125,000 

3.684 

.020000000 

100 

10,000 

10.000 

1,000,000 

4.642 

.010000000 

RESPUEST AS  A LOS  EJERCICJOS  DEL  TEXTO 


EJERCICIO  1.  1.  +260  bs.  2 -345  sucres.  3.  +$67.  4.  +437  soles.  5 -$30. 

6 — 19-  7.  -70  colones.  8.  0. 

EJERCICIO  2.  l.  —3°.  2.  — 1°.  3.  18°.  4 13°.  5.  -6°.  6.  -4°,  0°,  +12°. 

7.  —5°,  -7°.  -4°,  +2°.  8.  -49°.  9.  Long.  -66°;  lat.  -20°.  10.  I-ong.  +21°; 
lat.  +61°.  11.  +60  anos. 


EJERCICIO  3.  l.  +32  m;  —16  m.  2.  +10  rn;  —4  m.  3.  —35  in.  4 —66  m. 

5.  -48  m;  +54  m.  6.  Corredor  +800  m;  yo  -1200  m.  7.  +12  p;  —28  pies. 

8.  + 3 m.  9.  - 17  m.  10.  - 12  m.  u.  +- 17  in.  i2.  -4  m.  13.  + 42  m;  + 12  m; 

—18  m.  -48  m.  14  —60  Km;  0;  +60  Km;  +120  Km. 


EJERCICIO  7.  l.  3x.  2 17a-  3.  20 6.  4.  -66.  5 -9m.  6.  -16m.  7.  9a*. 

8.  14a* + 1.  9 -6m*  ♦».  10.  -4a*-2.  n a.  12  ^-ab.  13.  -i-xy.  14.  -xy. 

15.  -■^a'2b-  16.  -7".  17.  23a.  18.  36x.  19.  -24m.  20  -5a26.  21.  12a*. 

22.  -13a* + 1.  23.  24.  —7*-  25-  Tax-  26  ~^a2x.  27.  39a.  28-  1 «m*  + 1. 

29  -38X2?.  30  — 23am.  31.  '-fa.  32.  33.  2.6m.  34.  -f-a6.  36.  -^x*y. 

36  39a62.  37  -20m.  38.  -19x*+7.  39.  -a.  40.  -%b. 

EJERCICIO  8.  1 2a.  2.  ~2a.  3.  -6a6.  4.  6a6.  5.  0.  6.  0.  7.  18xy.  8 7x2y. 

9 -llx3?.  10.  5 m2n.  11.  25xy.  12.  -26a»62.  13.  0.  14.  0.  15.  0.  16.  17mn. 

17.  97a6.  18.  — 6x.  19.  0.  20.  — -a.  21.  7°.  22.  ^a2b'  23.  24.  — fam. 

25.  -7am.  26  ~£mn-  27.  -770*6.  28.  ~2.2a*b*.  29.  2.2yz.  30.  2a*.  31.  0. 

32.  —7m*'1.  33.  0.  34.  -fa”-2.  35.  i-an,+,.  30.  '-fa2.  37.  -”mn.  38.  — 17a**26**s. 

39.  7am6°.  40.  0.35mxy. 


EJERCICIO  9.  1.  11a.  2.  0.  3.  — 16mn.  4 0.  5.  15m.  g.  0.  7.  —31a*.  3.  0. 

9.  0.  10.  — ^rn.  11  -fa26.  12.  « • 13.  -15a6.  14.  0.  15.  12xy.  ig.  — 53a6. 

17.  — 36xy2.  18.  157ax.  19.  0.  20.  0.  21.  22  ^7-  23-  ~jfb-  24.  -706*. 

25.  “64a.  26.80c.  27 . «»•  28-  0.  29.  3a.  30  -\x.  31.  --fx.  32.  0.  33.  a**1. 

34.  88a.  35  -96.  36  -162a26.  37.  -1340m2x.  38.  ”a362.  39.  -28a.  40.  0. 


EJERCICIO  10.  1 13a— 136.  9.  0.  3.  25x-12y— 10.  4.  — 13m+7n-6.  5 2a.  g — 30z. 

7.  8a  — 12a6— 11.  g 21a— 306.  9 — 48a*6.  jq  — 2a— 14.  11  7m*—  129m2+6mn 

12.  14x«y— 7x<y— y»+31.  23.  -25.  14  -a»+2-x“*«-3.  15.'  2.7a-3.36-3.4c. 


16 


20 


7 17  L 1 1 

—a b-i — . 

•4  c 4 

— 3“-*  + — 6“-*. 


17. 


is  „ 1 

— -m2 mn. 

10  s 


19  * it  , 

18.  —a2—  ya6— 62. 


19. 


- xy2-- 


J0 


^‘+25. 


20 


11. 

4 

s' 


1.  6- 
2 

12.  7- 


12.  lt  1. 

I.  3456. 


1 

11.  T* 


120.  3.  J 

1 

is’ 

1 08 
5-  3'  6 rn 

• 7. 

1 

482  * 

8-S*  9-6‘ 

60.  14.  1. 

15.  3- 

16.  24.  17. 

216. 

18. 

2 

25* 

25  in 

s« ' 3-  17. 

4.  -21 

7'  5.1-  6. 

4 

5' 

7. 

491'  8.8^. 

12.  °-  13. 

1-  14. 

23-  U.  1=. 

16. 

4. 

8 _ 5 

17.  7.  18.  7t 
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538  • ALGEBRA 


EJERCICIO 


10.  31.  11. 
20.  r2.  21. 


13.  1.  5.  2.  3.  3.  7j.  4.  15.  5.  0.  6.  j.  7.  26 j.  8.  14.  9.  2-7 

5^-  12.  176.  13.  24-  14.  2^-.  15.  162.  16.  312.  17.  14-.  18.  19.  -3. 

73-.  22.  17—.  23.  20-.  24.  -• 

3 2 9 63 


EJERCICIO  14.  1.  a+b+m.  % m-+b3+x*.  3.  a+1,  a+ 2.  4.  x— 1,  x— 2.  5.  y+2, 
y+4,  y+6.  6.  $(<j4-x+to).  7.  m—n.  8.  bs.  (x— 6).  9.  (x— m)  Km.  10.  $(x+o— m). 

11.  [m-(a+fc+c)]  Km.  12.  $(n-300).  13.  (365-xj  ds.  14.  $8a;  $15a;  $ma. 

15.  2a+35+4-  16.  axb  m2.  17.  23n  iq2.  18.  x2  m2.  19.  $(3a+6b);  $(ax+brn). 

20.  (a  + 5)(x+y).  21.  $(x+6)8.  22.  bs.  (a-8)(x+4).  23.  ™“sucres.  24. 

25  — 4 col  ones.  26.  —0  soles.  27.  4 m-  28.  — Km.  29.  $— . 30.  (x+2x+-)  hab. 

n-1  a-8  14  a m-2  N 2 ' 

31.  [1000— (a +“  + “-)]  sucres. 

EJERCICIO  15.  1.  m+n.  2.  m—n.  3.  4b— Sa.  4.  5 6— 6a.  5.  1.  6.  3.  7.  3y— 2x. 

8.  5 mn—m.  9.  12a.  10.  — 13x.  H.  —3m.  12.  — Gab.  13.  — lOxy.  14.  — lOmn. 

15.  16.  7^+7c-  17.  b.  18.  -xy.  19.  -abc.  20.  -jx2y.  21.  ~mn. 

22.  a+b+c.  23.  a— b+c.  24.  a—b+2c.  25.  3m— 2n+4p.  26.  a^— lab—  5b2. 

27.  x2— 3xy— 4y2.  28.  x3— x2y+6.  29.  5a— fc.  30.  — m— 4n.  31.  a— b.  32.  ^-y— 

33.  — ^-m—  ~mn.  34.  362-f oab— 8a2.  35.  lOmn2— 9m.  36.  5— 4x2y— 6x3. 

37.  4x2+3xy-f  7y2.  38.  — 9a26— 6ab2— lb3.  39.  m8— m2n+7mn2-n8.  40.  -^a+^&— 6. 

41.  b.  42.  m3-8m2n-7mn2.  43.  8x— 17y— 2z.  44.  15a2— 5a/;— 1562— 11.  45.  2xy3— 4y4— 8. 
46.  ja-jb+2.  47.  -jx2+jxy.  48.  8ax+2.  49.  -^-x2-xy-h-y2.  50.  ^cPb+^-ab2. 


EJERCICIO  16.  1.  5a*f 5b.  2.  -c.  3.  0.  4.  3x.  5.  2 b.  6.  -4r.  7.  -2x. 

8.  —4m—  4ji- 8.  9.  — 6a— c.  10.  —2 ab.  H.  ay-t-az.  12.  — 2x-f23.  13.  am— 4mn. 

14.  a+9/>+4c.  15.  5m-7n.  16.  10a+3*>+12c-7.  17.  8x+5z.  18.  19a+3c. 

19.  15x-f7y— 3z— 10.  20.  — m+3n+2£— 9.  21.  — 14ax-f7arn.  22.  5mtt+1— llma+24- 6ma+3. 
23.  y-f 3z-f-2w.  24.  -3a+2c.  25.  2 ab.  26.  2a. 


EJERCICIO  17.  1.  2x2— x.  2.  a2— ab+Z;2.  3.  x3— x2+ 2x4-4.  4.  a4+a3— 3a2-f-4a. 

tx3— x2+3x+(>.  6.  4x2— llx+1.  7.  — 4m2— 3mn.  8.  3x-l.  9.  x2+3xy-2y2.  10.  -Z>2. 

, — 4x2+6x— 1.  12.  2a3— a2— lla+15.  13.  -8x2+9x-6.  14  2a3+5a2£-lla*;2-2fc8. 

15.  4x3— 5x2y— 3xy2— 5y3.  16.  6m??2+8n3.  17  x4+x3-h2x2— 3x-f  11.  18.  afl+ar>+a4— 2a3— a2. 
19.  x54-3x4— 3x3— 7x2— 3x+2.  20.  a3+5a— 1.  21.  x4— 5x3y— 5x2y2*f2xy34-y4— 6. 

22.  — 7x2+7xy— y2.  23.  5a3— 2x3.  24.  — 3a3+3a2m—  6am2— 6.  25.  2x5-f2x4y-f2x3y2+3x2y3. 
26.  a°-fa4+a3-f-4.  27.  — 2a4— ab3— 4b4.  28  limn2.  29.  ax+6ax_1— 3ax-24-ax“4. 

30.  aXf3— 3ax+2+ax+1— 2ax. 


EJERCICIO  \8.l.±x*+±xy+ty.  2.  a*+±b2.  3.  x*-i-xy+|y*.  4.  yx2-£xy. 

5-  Tf'i+^,ab~Jb2-  6-  7 x2+^xy~hy2’  7‘  ~^+-^a-b-^ab2-jb3.  8.  fx4+|x3-x2- jX+2. 
9.  — m3 — -m2n——mn2——n3.  10.  — x4— — x3y+— x2ys— — xy3-f  — y4. 

3 3 8 5 'LV‘  C 6 7 8 7 6 7 14 7 

2 7 1 n 

11.  ”2x5— — x4— — x3-h— x2-f  ^-x— 4.  12. 

14.  x'>+^x*y- 


— — a3-f- — a2x— — ax2—  — x3. 

& 14  24  0 


. 0,3  r 10  . 3 n . 3 n 7 

13  aGH — 0 a4 a3-f  —a2 a. 

5 7 8 8 8 


13  . 3 « Q 5 



1 ^ « 


no  3 . 29  ~ 

x^y3—  7 xy4—  — y°- 


RESPUESTAS  £ 539 


EJERCICIO  19.  1. 2y— 8;  0.  2. -6x2+10x-72;  -172.  3 -x4-f7x8r-5x2yH10xy35-y4-8; 

3811.  4.  9m— 45n-f2;  —1.  5.  10nx— Sab— cn— 5;  —15.  6 — 4a3+2a62— 2&3-f  8;  —42. 

7.  27m3+m2n+22mn2+125n3-8;  1^?.  8.  3x*-,  + 2yb-2-3m*-«;  21.  9.  m-3; 

10.  x^+Gx3))— 4xy3— y4+2;  2091.  11.  7a2—  jab+^b2;  6.  12.  j^m2— 45mn+^n2+3;  — 2^. 

13.  -52m+-cn+ 8^-;  16—.  14.  -0.1a25+a52+0.l53+6;  25.5. 

8 60  5 100 

EJERCICIO  20.  1 -13.  2.  -11.  3.  -3.  4. 3.  5. 8.  6 2a-35.  7. 35-2. 

8.  4x— 65.  9 —5a— 65.  10.  3-8x.  11-  -9a2-552.  12.  5yz-7xy.  13.  -a.  14.  -14m2. 

15.  -5X2)).  16.  18a*m2.  17. 0.  18-  77x2y.  19  0.  20.  3a-‘-55-2.  21.  -8x-2-ll. 

22.  11a".  23  15a-1.  24-  1405-1.  25.  25 m*.  26. 5^.  27  28.  x2.  29.  -x*y. 

30.  |a52.  31.  -5.  32.  8.  33  -3.  34.  9.  35. 0.  36.  5+2a.  37.  -5-3x. 

38.  — 5m— 2n.  39.  6a+35.  40.  5a3+85.  41.  9-7a.  42.  25a5+25.  43.  4a.  44.  -5. 

45.  65x3.  46.  64a25.  47.  -lla2y.  48.  -10a5.  49  0.  50.  -4a*.  51.  318a-1. 

52.  96m*.  63.  -49a*-1.  54.  -217m*.  55.  -139a-2.  56.  6 a+±-.  57.  58-  --m3. 

T 1 4 8 40 

59.  — a252.  60.  -45Aa352. 

4 0 

EJERCICIO  21.  1.25.  2.  3x-5y.  3.  lla+5-4.  4.  x2+2x-6.  5.  a3-8a25-9a5*. 

6.  0.  7 2x+2y— 2z.  8.  — 2x2+xy+2y2.  9 x3— 6x2+4x.  10.  — 2y4+6y3+4y2— 6y— 8. 

11.  a3-15a25-6a52+17a-5.  12  x4+8x3y+6x2y2+9xy3-31y4.  13. 2a+25. 

14  —7ab+6ac+2cd—10de.  15-  — 5xs+17x2-  30x+24.  16.  y8+lly4— 40y3+14y2+19y— 31. 

17  27m2n-22mn2-9n3+18.  18.  x4+29x3y-38x2y2+32xy3+y4.  19.  m«+m4n2+13m3n3+ 

21m2n4— 16mn8+80.  20.  8a6-a85+lla452+6a353+lla254-18a53-958+42.  21.  x«-6x6- 

7x4— x3+29x2— 12x+25-  22-  8x8+28x4y+101x3y2— 6x2y3— 9xy4+y8— 98.  23  mn+23m8n— 

8m4rj2-14m3n3+21m2n4+18mn8-8n«4-22.  24.  x7+8x6+16xs-25x4+30x3-23x2-59x+3. 

25.  9a°— 25a85~53a353+31a254+9a55— 45*+14.  26.  — 4a*+7a— *.  27  — 3m— 1+5m*— m*-1-2m—2- 
8m-3.  28.  am*4+5am‘3+7a,n*2+llamtl-8a0>+14a,n-1.  29.  x-2+llx-1-26x*-36x-1+ 

25x— 2— 60x— 3.  30.  mn*1-8mn-llmn-2+2mn-3-mn-4-28m'‘-5. 


EJERCICIO  22.  1.  — 2a+26.  2.  x+4y.  3.  -2a-5+5.  4.  -2x2+5x+6.  5.  -xHx^+Gxy2. 

6.  8a3+a25+5a52.  7.  — 2a+36— 5c.  8.  3m— 2n+<lp.  9.  2x+2y— 5z.  10.  — 2a2+7a5+52. 

11  — 6m2+9mn.  12.  x3— 8x2+6x— 10.  13.  — m3— 8n+7.  14.  7a5+(>5c.  15.  a3— 34a25+8a62. 
16  6x3-8x2y-7xy2+6)>3-4.  17  -16n+19c-d+14.  18.  5a4+2a35+8a252-45a53+554. 

19.  x8— 8x4— 6x3+19x2+9x+22.  20.  — xB— Sx^+x1^3— 9xy4— 44y5+18.  21.  llx8— 6x4— 

24x3+26x2— 10x+37.  22.  a8-8a45-27a*52+13a253+53a54-58+14.  23.  y#+15y8-8y4- 

22y3+y2+8y+14.  24.  xs— 7x7— x°— 5x6+3x4+23x3— 5x2— 51x— 45.  25-  xT— 3x8y2+95x4y3— 

90x3y4-7x^y6+50xy6-yir+60.  26.  a-3-a-2-3a->+6a*-5.  27.  -15an-8an-1+10a‘,-2+16a'-4. 

28.  x— 4+ 15x— *+ 14x**2— 31x— 1 — 6x*+59x— 3.  29.  ara+14am-1-33am-2+26am-3+8am-4+14am-5. 

30.  m**4— 15m— 3+23m**2+56m— *— 14m*— Sm^+Sm—2. 


EJERCICIO  23.  1.  2— a.  2.  8— a.  3.  —a2— 3a— 4.  4.  x2— 5xy.  5.  — a3+a25— a52+l. 

6 2x3+8x,2y+6xy2.  7.  a8+8a*5— 6a52+53.  8.  y4+8xy* -7x2y2+5x3y-  9.  a4— a3m— 7a2m2+ 

18am3— 4m4.  10.  a—b—c—d+30.  11.  x2— xy— y2— 1.  12.  a3— 5a25+8a52— 53+6. 

13  x3+9x2y-17xy2+y3+5.  14.  x4-9x3y+8x2y2+15xy3-l.  15.  a8+lla45-8a*52-2a253+ 

4a54+58.  16.  x4-5x3+x2+25x+50.  17.  y°— 9y3— 17y4+y3— 18y2+y— 41.  18  ae+15a85+ 

9a452— 17a35s+a254+14a58+58.  19.  x4+x3+x2— 16x+34.  20.  m3— m2n— 7mn2+3n3— 1. 

EJERCICIO  24.  1.  ja2+jab-±b2.  2.  -|xy-f^z+15-J.  3.  ±ab+“nbc+±cd. 


A 8 8 r , 1 5 « 5 19  o , 8 - 6 * . 1 * 3 0,1®  o _ 1 o 1 , 

4-  ~~a 0+ — • 5.  — x2 xy y2+— . 6.  — m3H — m2n mn2+—n3.  7.  —a2 ab- 

10#  2 # 7 7 407  11  6 2 8 43  14  6 

3.«,  1 0 8#  2 , 17  21  « _ . , 15  « 10  1 » . 5 o,l  » 11  1 

Tb  +T  8 r0x  +IExy~^y  - 9-  a*+7a2--a--.  10  m3+-m2n+-mn2-Tn3+7. 

H.  -|x4+7x3y-7x2y2-^xy3-7y4.  12.  ±a+™ob-c+d-~. 
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EJERCICIO  25.  I-  ~a2-^-a.  2.  l±a+^h- 5.  3.  x3--x2y-6.  4.  ±a+-b--c. 

24  0 2 5 9 ' 243 

5.  — -m— — flH-7-p.  6.  — ^-a34-— a2b+—  ab2—  — . 7.  m4+— m'An—  ^m'2n2+  — mn3— 6. 

3 6 2 6 8 8 3 11  56  0 

8-  |x»— Ix«y-ixy+|*^»+iixy«-7|.  9.  -x«+-Jx=y+^x«y*- jxy-^xY+^y*. 

10.  x3— — x2y— — xy2— — y3— — . 11.  — me+  — /rc4?i2— — m2w4+  — n6-f  — . 12.  — c°4-— c4^- 1- 

18  ' 8 7 11  < 5 13  20  14  9 5 8 22 


-c3d2+-<:2d3-  -cd4--d5-  35. 

12  2 4 39 


EJERCICIO  26.  1.  fl2-4a&-62;  -11.  2.  a3+5a2fc-6«62+36«;  11.  3.  — ^~b+jC;  3^. 

4.  2m2— 8mn— 15n2;  — 5.  x4-f-16x3y— 18x2y-+ 6xy3-h6y4;  4926.  6.  a3— Sa2m— 2am2-f 


6m3;  2?.  7.  -I&2.  _JL 

4 2 8 10  20 

3 a264+65;  21.  10.  — 16a64-10mn— 8mx;  —74. 


8.  m3-f— m2n  + mn2;  — . 9.  aR  — a462-f 5a363  — 

0 200 


11.  a3— lla254-9a52— 5s;  7.  12.  — x4— — x2- 


JWi;  —9—. 
6 8 8 


13‘  T^+^+T^SJ*  56’  14’  <lX-TaX',+7flI“S:8i7' 


EJERCICIO  27.  1.  -ab+ib2.  2.  -13.  3.  x3-12xay-4xy2-y3.  4.  5m4-4«3  5.  5a. 

6 2a  4-5— c.  7.  0.  8.  -24x2-5ax-3a2.  9.  -a3-5a24-2a-3.  10.  12x44-2x34-9x24-6x-5. 

11.  8a3-a524-534-5.  12.  wB-|-lln4-26n3-8n24-20n-4.  13-  -6a44-lla3m4-3a2m2-5am34- 

7m4+6.  14.  7x54-4x4y— 38x3y2— 13x2y34-48xy44-3y5.  15-  b.  16.  8x4-6y4-6.  17.  x2-.7xy4- 

43y2— 16.  18.  a24-252.  19.  4xs— 14x2y+5xy2— 20y3.  20.  0.  21  n°— 6n54-4w44-15n8— 8n— 25. 
22.  a54-17a45-|-7a352-|-7a253  — 5a54  — 255.  23.  m4— 3m3— 5m24-6m— 1.  24.  252— 4. 

25.  —6a 4-75— 11.  26.  a5-2a44-8a34-17a2-10a4-l.  27.  5m44-llm3n+llm2n24-llmn3-17«4. 

28.  2aB4-7a45— 3a352— 24a2534-a54  — 256— 6.  29.  29x4y-47x3y2-2xy44-yr’.  30.  8alt2- 

7ax*1— Sa'-FlBa*-1— a*-2. 


EJERCICIO  28.  1.  x24-2x— 3.  2.  -3a4-54-c.  3.  6x34-2x2-8x4-3.  4.  -a44-a34-a2-a. 

5.  — 3a5— 65c— 9.  6.  10a2x— 14ax2.  7.  x44-6x3— 12x24-4x4-l.  8.  m44-17m3n-|-3m2n2— 

8wn3-81n4-2.  9.  a5-lla3-4a2-3a4-42.  10.  17x24-14.  11.  a2-2a4-l.  12-  -a54-552. 

13.  w5— 17m44-  m3  4-13m— 24.  14.  — x54-9x4y4-x3y24-7x2y84-4xy44-4yr,4-7.  15.  a®4-8a5— 

4a4— 2a34-44a2— 44a.  16.  ]]a4x-a3x2-10a2x3-l-26ax4-5x54-99. 


EJERCICIO  29.  1.  ^a-^5.  2.  -V— Ja4-e.  3.  ja+j54-6.  4.  -jxH^x^fx-^. 

5.  _a4__a3+_a2__a__.  6.  _x+_z__.  7.  — a34-— a25-|-— a52.  8.  7a--c. 

9-  s«+i-  10-  r^V+f  n-  -7‘i3~7&3“i7-  12  -7ms»-\¥+imn’-V. 

13.  -4^-^y-^z+v"»-r«+^.  14.  --a4-- ±a2+  — . 


‘iP 

EJERCICIO  30.  1.  — x34-x24-3x— 11.  2.  5a-954-6c4-8x4-9.  3.  -a3-8a254-5a52-353. 

4.  x3— 4x2— x-f-13.  5 m4— 4m2rc2— 3mn3-f- 6rc4-f8.  6.  4x3-f5x2— 5x— 2.  7.  De  5 a3-f8a62— 

53— 11.  8.  4X-Ty-4-  9.  — 5x24-7xy4-8y24-l.  10.  10m3-8w2n4-5mn2-2n3.  11  De  0. 


EJERCICIO  31.  1.  y.  2.  5-3x.  3.  3a4-5-3.  4.  6wi4-n.  5.  -2x.  6.  a.  7.  2a2. 

8.  4.  9.  — x2-2xy4-.y2.  10.  5-6m.  11.  x-y4-2z.  12.  —25.  13.  2y24-3xy-3x2. 

14.  8x24-4y2.  15.  0. 

EJERCICIO  32.  1.  2a— 5.  2.  4x.  3.  2rn4-2n.  4.  6x24-3xy— 4y2.  5.  a4-c.  6.  2— 5n. 

7.  y— 2x.  8.  2x24-4xy4-3y2.  9.  a-25.  10.  -3x4-y.  11.  3a-75.  12.  7m24-2n-5. 

13.  5.  14.  5x— 5y4-6.  15.  6a4-7c.  16.  — 6m4-2n4-l.  17.  —a— 55— 6.  18.  —4.  19  5. 

20.  —3a— 35.  21.  -a4-5-|-2c.  22.  — 2m4-4n— 7.  23.  2y-z.  24.  3a4-5-)-c. 


RESPUESTAS  0 54] 


EJERCICIO  33.  1.  a +(-b+c-d).  2.  x2+(-3xy-ya+6).  3.  x3+(4x2-3x+l). 

4.  a3+(— i>a2b+‘3ab*— b3).  5.  x4— x3+(2x2— 2x+l).  C 2a-(—b+c~-d).  7-  x3— (— x2— 

3x+4).  8.  x3— (5x2y— 3x?2+y3).  9.  a2-(x2+2xy+y2).  10.  a2-(-b-+2bc+c2). 

EJERCICIO  34.  1.  x— [— 2y— (x— y)].  2 4m— [2r»— 3+(— m+n)— (2m— «)].  3.  x3— {3xy— 

[(x2— xy)+y2] }■.  4.  x3— {3x2—  [— 4x+2]+3x+(2x+3)[.  5.  2a— (— 3b+\—  2a+[a+(5-a)][). 

6.  — (2fl— (— 3a+fe)j.  7.  -[— 2x2— 3xy+(y2+xy)-(-x-’+)i2)].  8.  -^-x3+[-3x2+4x-21[. 

9.  — [m4— (3m2+2m+3)]— (— 2m+3)  [. 


EJERCICIO  35.  1.  -6.  2 32.  3.  -240.  4.  -a252.  5 -6x3.  6.  4a363.  7.  -5x4ys. 

8.  3a4b3x.  9 20 mWp.  10.  -30a*x*y.  1 1.  4x2y«z4.  12  abc-d.  13.  240a2x7y3. 

14.  —12 cPb*x*y.  15.  21a264x®.  16  72a*m3n*x4.  17.  — a"1*15n+1.  18.  30am+26"+8x. 

19  _c«+ix8m«2».  20.  6m<+2n,+1. 

EJERCICIO  36.  1 a2"1*1.  2 x2**2.  3.  — 4an<152"1.  4.  —a2a**ban*2.  5.  12a2n‘°62n*4. 

6.  \2xn*aym**.  7.  — 20x2*+7fr2*+s.  8 . -a2m63nc.  9.  4c2x2n’-2)'2*-3.  10.  SSrm3*-3^1*-3. 

EJERCICIO  37.  1.  ±a*b.  2.  3 —Vx*V.  4.  -ahn-rv’.  5.  --a*bc. 

5 14  5 ^ 10  4 

6.  -wi25x  V.  7-  — am+1.  8.  — amrlba.  9 — iam+16"‘2<r.  10  — a2,  l52m*1.  H,  — — a3,n52n. 

2 ' s 10  4 13  '1'  10 

12.  |a2»  25-»c2. 


EJERCICIO  38.  1.  —3a4.  2.  3a2x*y.  3.  — 15msM4.  4.  20a°x2y2.  5.  — 6am*35,<1. 

6.  -a°mx*.  7.  ~-am*0&«*5.  8.  -— a”*m*t4.  9.  24a7.  10.  -60aab*x.  11.  -6 amt9b**lx. 

u 2 10 

12.  |xy. 


EJERCICIO  39.  1.  — 6x4-f  2x3.  2.  16ax5y— 6flx3y2.  3.  — 2x3+8x2— 6x.  4.  3 a4b— 

12a:ib+  \Sa2b.  5.  —a3b+2a2b2—ab*.  6 3fl2x7— lSfl2x5— 24tf2x3.  7-  — 4m7x+12m5w2x— 

28m3n4x.  8.  ax*y— 40x5v2+6flx4y3.  9.  — 4a7m2+20fl°/>m2+32fi5b2m2.  10  — 2firo*l-f 

2«m— 2an‘  x.  11.  3x3m^-f 9x3m-3x3”*  x.  12.  3am-Jbn+l+3am+'bn+2-3amb*+*.  13  -4x5+12x4- 

20x3-f24x2.  14.  3fl4/>x3— 18a86x4-f27fl26x5— 24£>x3.  15.  -fl8n+8x2+3«2n^2x2-f4«2n+lx2-l-aanx2. 

IS*  Lt  21a2x4  17.  ^16fl2x4y24*25^2x  20a2xy8. 

18— 2x*47+6xa+6  — 2x**8  + 10xa+3.  19.  —5a11y2+loa*b2y2—5a1biy2+15a*b(iy2—5a:ibgy2. 

20  4fl2m5n^3-f  12a2m"15n♦■,—  4a2m-2bn'7+4a2tn-*bn+». 


EJERCICIO  40.  1.  —a3— — a2b.  2.  — -a45-f— a*b2.  3.  —a2c2+—abc2—  —ac*.  4.  — a4x+ 

ft  15  0 2 IK  3 ft 

alibx— ^a862x.  5.  ~x2y8— ~xy4— 6.  — ^rtax3^^«25x3~—^2^3*  7.  q.x7y4— --x5yc-f 

~x3y8.  8.  — ^a4m-f^fl2&2m — -a2mx2+Hi2my2.  9.  — m:,n8+im4n4-  — m8n5— — m2n®. 

7 ' 10  24  32  8 7 2 8 8 12 

10.  — *~-a3x10y3-f  ^a3x8y6---^i3xey7-f-“ja3x4);9. 

EJERCICIO  41.  1.  «2+2a-3.  2.  a2-2a-3.  3.  x2+x-20.  4.  w2-llm+30. 

5.  x2— 8x-f  15.  6.  «2+5<i+6.  7.  6x2-xy-2y2.  8.  -15x2+22xy-8y2.  9.  5a2+8afc-21b2. 

10  14x24*22x— 12.  11.  — 8fl2-t-12afr— 462.  12.  6m2— llmn+5n2.  13.  32w2412m;j— 54m2. 

14.  -14yH71y+33. 

EJERCICIO  42.  1.  x -y8.  2.  a3— 3a2&4-3a62— b9.  3.  a3+3fl2/>+3flfr2+&3.  4.  x4— 9x24- 

*4-3.  5 a4— 2a24*a.  6.  m6— n6.  7.  2x4— x34-7x— 3.  8.  3y5+5y2— 12y4-10.  9 am4— am— 2a. 
10.  12a°— 35a2b+33ab2—  106s.  11,  15m5— 5m4n— 9m3«2-f3m2n3+3mn4— n5.  12.  a4—  a2— 2a— 1. 

13.  x5+12x2-5x.  14.  m5— 5m4w«f20m2n8— 16mn4.  15.  x4-x2-2x-l.  16.  x«-2xH6x8- 

7x2— 4x+6.  17.  m*4-m5— 4m44-m2— 4m— 1.  18  fl3-fl44-7a2— 27«+10.  19.  — x4+3x3y— 
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5xy3+3y4.  20.  n4-2n3+2n-l  21.  a86-5a462+22a264-40a68.  22.  16x4-24x2y2-27y4. 

23.  4y4+4;y3— 13y2— 3y— 20.  24.  -3x8-llax4+5a3x2+3a4x-2tf8.  26.  -x6+2x5y-3xay4-xy5. 

26.  a8— 5a°+31a2— 8a+21.  27.  m8-m8+5m8-6m+9.  28.  a8-a86-4a462+6a363-3a68+6e. 

29.  x8— 2x4y2+2x3y3— 2x2y4+3xy8— 2y8.  30.  y8-2y8-;y4+4y3-4y+2.  31.  3m7-llm8+m4+ 

18m8-3m2-8m+4.  32.  a8+2a8-2a4-3a3+2a2-a-l.  33.  24x8-52x4y+38x3y2-33x2y3- 
26xy4+4y8.  34.  5a8— 4a7— 8a8+5a8+5a4— 2a8+6a2— 6a— 2.  36-  x7— 3x8+6x8+x2— 3x+6. 

36.  3a8+5a8-9a4-10a8  + 8a2  + 3a-4.  37.  5y8-3y7-lly8+lly8-17v4-3v3-4y2-2y. 

38-  — m7+5m8n— 14m8n2+20m4n3— 13m3rj4— 9m2n8+20mn8— 4w7.  39.  x11— 5x9y2+8x7y4— 

6x8y6-5x3y8+3xy10.  40.  3a9-15a.7+14a8-28a4+47a3-28a2+23a-10.  41.  a2-b2+2bc-c2. 

42.  x2+xy— 2y2+3yz— z2.  43.  — 2x2+5xy— xz— 3y2— yz+10z2.  44.  x3— 3xyz+y8+z8. 

EJERCICIO  43.  1.  ax*3+ax.  2.  xn+2+3xn+8+x“+4— x"*5.  3.  ma+4— ma+8+6ma+1— SmM-Sm4'1. 

4 fl-n*3+4fl2n+24.a2n*i_2a?n-  g x2at5+2x2at4-3x2o*3-4x2a*2+2x2a*1.  6.  axt2— 2ax+8ax-1-3ax-2. 

7 a2x+2a2x'1— 4a2x'2+5a2x"3  — 2a2*-4.  8.  m2a-2-m2a-1-4m2a+2m2a+,+2m2a+2-m2at3. 

g x2.-2+x2.-3_4x2a-4_x2.-T  JQ.  a2ngS_a2n-lg4+a2n-2g5_2a2n-4g7+a2.>-5/,8.  JJ. 
a«gra+gm«  12  fl*_afen-l_a.-lg  + gn  43  3a5m-3_23a5m-2+5a5m-l  + 46a5m_3()aSm+l 

14.  — 2x3a+1y2x-3+4x3ay2x‘2+28x3a'2y2x— 30xSa-3y2x+l 

EJERCICIO  44.  1.  \2+±ab-±b*.  2.  7*2+f0*y-^2-  3‘ 

4 1 ^a3--V6+|a62-68.  5.  |m4+^m3n-^m2n2+7m*3-n4.  6.  jx*+  jx*-^x3+ 

7*2+S*~T  7-  «4-fVx+£a2x2+ax8— |x4.  8.  ±x8-^x4y+^xy-ix2y8+f2xy4. 

9.  — x®+— x4— — x3+— x2+— x— — . 10.  — m8—  — min+  — m3n2—  ^-m2n3+-^mn*— 7n8. 

8 40  120  120  10  10  2 6 40  60  6 8 

EJERCICIO  45.  1.  x® — x4+x2— x.  2.  x7+x8-llx?+3x4-13x3+19x2-56.  3 a8+a86- 

7a462+12a363— 13a264+7a68— 6®.  4.  m“— 5m8n+2m4n2+20m3n3— 19m2n4— 10mn8— n6. 

5 xR— 2x8— 50x4+58x2— 15.  6.  a14-7a12+9aIO+23a8-52a8+42a4-20a2.  7.  3xl8-20x12+ 

51x°— 70x8+46x3  — 20.  8.  m28-12m24+53m2'>-127m18+187m12-192m8+87rn4-45 

9.  2x7— 6x8y— 8x8y2— 20x4y3— 24x3y4— 18x2y8— 4y7.  10.  6a9— 12a7+2a6— 36a8+6a4— 16a3+ 

38a2-44a+14.  H.  n1«-6n8+5n7+13rj8-23n8-8n4+44n3-l2rj2-32n+16.  12.  3x7-4x8y- 

15x5y2+29x4y3-13x3y4+5xy8-3y7.  13.  x18-4x14y2-10x12y4+21x1°y8+28.\sy’,-23x8yIO+ 

9x4y12+33x2y14— 6y18.  14.  am*2—  3amw— 5am+20am~1— 25ara~3.  16.  7a,x+8— 35a2x+4+6a2x*3— 

78a2x+2— 5a2,+1— 42a2x— 7a2,_1.  16.  6x2at3-4x2a*2-28x2a+1+21x2a-46x2a-1+19x2a-2-12x2a-3- 

6x2a-4.  17.  6a8x*8-23a8x+2+12a8xtl-34a8x+22a8x-1-15a8x-2. 

EJERCICIO  46.  1.  4a2+8a— 60.  2.  3a2x2-3a2.  3.  2a3-26a+24.  4.  x«+x4-x2-l. 

6 3m4-28m3+52m2+48m.  6.  a4-2a36+2a68-64.  7.  3x8-6x4+6x2-3x.  8.  x8-2x4- 

x3+4x2-5x+2.  9.  a3ra-2+a2n,1-3a2m-2-2am-3am-l+6.  10.  a4-6a3+lla2-6a. 

11  x4— 3x3— 21x2+43x+60.  12.  x7+x8-x8-  x4-9x3-9x2+9x+9.  13.  108a8-180a8+ 

45a4+45a3-18a2.  14.  a3x*2bx-ax63x* 4 

EJERCICIO  47.  1.  9x+22.  2.  8x2+31.  3.  10a2+ax.  4.  x2-x2y2+y2.  6-  3m4+m3+ 

3m2n2— 2m«2.  g.  — ys+3y2.  7.  — x2— 6x+6.  8.  — 2a2+5a+7.  9.  — 14a2+5a6+562. 

10.  4ac-  11.  2x2+14xy— 4y2.  12.  — 2m2— 10mn+16n2.  13.  — 2x2+x+5ax— a— a2. 

14.  a2+b2+c2— 2ab— 2ac—  66c.  ig.  x4— 2x3— 7x2+4x+14.  16.  3x2+5y2+z2+5xy+.2xz+2yz. 

17.  5x2— 5x+3.  is.  — x2— 6x+16.  19.  2m2n— Smn2—  10n3.  20.  — 2x3y+10x2y2— 10xy3+2y4. 

EJERCICIO  48.  1 3x— 3a— 2.  2.  3a6-7a-76.  3.  4x+6y+3.  4.  3x2+4x-5. 

g.  — 4a+46— 3x— 8.  g a-2x+10y.  7.  15m-7«+3.  8.  -17a+126+8.  9.  -x-8y+4. 

10.  — 8m+n  — 5.  n.  36x+29y.  42.  80a— 506.  13.  a+76.  14.  a— 96+3. 

EJERCICIO  49.  1.  -3.  2.  9-  3.  5a-  4.  -7a262.  g.  -c.  6.  a-  7.  -9x.  8.  -5. 


9.  1-  10.  11-  “T?4,  12.  ^a8b°.  13. 

17,  oa'^b™-2. 


16  A 

- — mGn. 


27  - 

14.  T«7. 


15.  7m. 


16.  ax*2. 


18  — — am-36n-4. 


19. 


20.  7m 


— ma'xnx'2. 


» 
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EJERCICIO  50.  l.  a.  2.  -2x2.  3.  {a9.  4.  ~x»~K  5.  6.  jx^ym~3- 

7.  — -j|-a6.  8.  “t*  9-  10.  ~ ~al~mb-  nc3_x. 


EJERCICIO  51.  l.  |x2.  2.  3.  -4xy5.  4.  5.  i-x4y*.  6.  -9m4/>. 

7.  —a.  8.  — ^a*'1^*-2.  9.  — -i-c3d5~\  10.  — -^am6n_3.  11.  4ax6ra~6.  12.  — l-ab*c2. 

EJERCICIO  52.  l.  a-b . 2.  -y34--Vx2.  3.  — la2+±b*+3ab*.  4.  x2-4x-f-l. 

5.  2x5— 5x3—  -jx.  6.  — 3m24-4mM— 10m2.  7.  2 a°6:i— a4/;3— 8.  — t-x34-x24*2x— 3. 

9.  4rM7M2— 5m5M4— 10m3M°4-6m?i8.  10.  ax~24*am“3.  H.  — -^an,“8+am“1— 2flm+1. 

12.  am"a6n"8+ara‘36n’1  — fl®‘4tn+1.  13.  x44-6xs— 5x2— x.  14.  — 2a2634-3a62— 46. 

EJERCICIO  53.  l.  ~x  1.  2.  -|a34-a2-^  a.  3.  m2— - 4.  — ^x3+x2y— 

— xy2+5y3.  5.  —a4 — -a263— — 65.  6.  — am_14— am~2.  7.  4a3— —a2—  —a. 

4 25  15  5 3 2 5 2 


8.  — a"-4xra-— an-3xn‘-1+— an--xm-2. 

8 10  3 

EJERCICIO  54.  l.  a— 1.  2.  a— 3.  3.  x— 4.  4.  mi— 5.  5.  5— x.  6.  a 4-3.  7.  3x— 2y. 

8.  5x— 4y.  9.  5a— 7b.  10.  2x4-4.  H.  8a— 46.  12.  Cm— 5m.  13.  4n4-6m.  14.  2y— 11. 

15  x2+xy+y2.  16.  a2— 2a6+62.  17.  x3— 3x24-l.  18.  a3— a2+a.  19.  m4+m2nH»4. 

20  x3 — 2x24*3x — 1.  21.  3y3— 6y-f5.  22.  m8— m2+m— 2.  23.  3a2— 5a64-262. 

24.  5m4— 3m2n24*n4. 

EJERCICIO  55.  1.  a2— a— 1.  2.  x34-2x2— x.  3.  mi3— Zm2n+2mn2.  4.  x2H-x4-l. 

5.  x2— 2x+3.  6.  m3+  1.  7.  a3— 5a4-2.  8.  3y2-fxy— x2.  9.  m2— 1.  10.  a3— 3a264-4aft2. 

11.  2x+3y.  12.  2y3— 3y2+y— 4.  13.  2a2— Sax— x2.  14.  — x2— xy— y2.  15.  a3— 5a24-2a— 3. 
16.  M?2 — 2m 4*3.  17.  a4+a36— 3a262^a634- 64.  18.  x4— x3y4- x2y2— xy3H-y4.  19.  y2— 2y4-l. 
20.  3m3— 2m4-l.  21.  a34-a2— 2a— 1.  22.  3x2— 2xy+4y2.  23.  5a4  — 4a3  4- 2a2—  3a. 

24.  x4 — x34*x2 — x4"l.  25.  a34-a2— 2a+l.  26.  y4— 3y2— 1.  27.  mi4— 2mi3m4- 3m2n2— 4m4. 

28.  x°— 3x4y2— x2y4+y°.  29.  a4— 3a2+4a— 5.  30.  a— 6+c.  31.  — x-f-y+2z.  32.  x+y+z. 

33.  a4— a36+a262— a63+64.  34.  7x44-7x3y-f  7x2y2+7xy3+7y4.  35.  8xd— 8x4y24-8x2y4— 8y6. 

36.  x84-x6y24-x4y44-x2y°4*y8.  37.  x12  — x°y34*x°yG— x8y°4-y12.  38.  x+y—  1.  39.  x4-y. 

EJERCICIO  56.  1.  ax— ax+3-fax+2.  2.  xn+14-2x“*2-xn+3.  3.  m^24-M?a+l-ma4-mtt"1. 

4.  a*+'^+2a***—2a*.  5.  xa+2,4-2xft^x»’  6.  a2-f2a-l.  7.  ax4-3ax“*— 2ax“2.  8.  M*a+1-2ma+2- 
Mia+3-fma+4.  9.  xa  l-l-2xa-2— xa-3-hxa  4/  10.  an62— an‘264.  H.  an,+6m.  12.  ax~l— 6n-3. 

13.  3a2m+a2mrl— 5a2m*2.  14.  -2x2a-1yx-2-4x2a-2yx“1-10x2a-3yx. 

EJERCICIO  57.  1.  ja-jb.  2.  7*+-^-  3.  7*— 4.  ±a2-ab+±b*.  5.  fm3+ 

±mn- ln*.  6.  |x2+7X-|.  7.  {a2+-iflx--i-x3  8-  -V-fxy+fy*.  9.  7**+£jX--j> 

10.  V. 

EJERCICIO  58.  1.  x2-l.  2.  x4+3x3-5x2+8.  3.  a4+3a3fc-2a2l!>2+5ak3-fc4. 

4.  m3— 5m2n+6mn2+n».  5.  x4— 8x2+3.  6.  a"-3a4-6a2+10.  7.  x9-4x«+3x3-2. 

8.  TO,a— 5to,2+9to8— 4m4+3.  9.  x3— 3x4y— 6x3y2-4x2y*-ys.  10.  6as-4a2+6a-2. 

U.  n4— 3w2+4.  12.  3x4— 4x3y— y4.  13.  x10— 5x°y4+3x2y8— 6yl°.  14.  an,-3a'”-1+5a“-3. 

15.  «,+2— 5al+1— 7a1'1.  16.  x0+2-5xa-(ix"-2.  17.  3a3x-1-5a3«+(ia3lt+1. 
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EJERCICIO  59.  1.  1+^j.  2.  a+  — . 3.  3x+2+  — . 4.  4a2-5a5+262+  — . 

4 3 10  „ 8y2  Q 2x+2 

*-*+l+;+r  6'  X_1+Jir  7'm!-8+-^r  8'X“7,"W  8x+*=3T 

2*v3  2y:*  „ _ ^ 6x4-2 

10.  x2 + xy +y2+ U-  x4+x3y+x2y2+xys+)'4+'^--  12-  x+6+x2_2x+1- 

* y 12  b3  . 20x— 10 

13.  4a2+ Sab  + lb^^-^.  14-  x*-2x+3+— 3— - 

EJERCICIO  60.  1.  9.  2.  -31.  3.  8.  4.  -j;.  5.  15.  6.  -14-  7.  3^-.  8.  -6p 

9.  3.  10.  2.  11.  18f  12.  -21j.  13.  60^.  14-  25-j.  15-  84^.  16-  -21-i. 

EJERCICIO  61.  I-  +2°.  -1°.  -4°.  3 y2.  4.  -3x2+8x-6.  5.  2a2+5a+13. 

6.  6x+6.  7.  — 2y2— 2xy.  8.  24.  9-  3x2+3xy.  10.  ja>+7a*b-  — aib*+-aba--b*. 

11.  Xs— x+5.  12.  ±ab.  13.  a8-4a4b+4a3fe2-3a64+368.  14.  x+  4.  16-  15. 

17.  4x2-8x-3.  18.*  2a— 7b.  19.  15x2-2xy-y2.  20.  -|x+-|y.  22.  4x3y-7xy3. 

23.  x4+4x3y+3x2y2+2xy3— y4.  24.  -2y3.  25.  -56^.  26.  Entre  x+2.  27-  33. 

28.  De  x4-llx3+21x.  30.  x3+5x2+x-2. 


EJERCICIO  62.  I-  m2+6m+9.  2.  25+10x+x2.  3.  36a2+12a£>+52.  4.  81+72 m+16m2. 

5-  49x2+154x+121.  6.  x2+2xy+y2.  7.  l+6x2+9x4.  8.  4x2+12xy+9y2.  9-  a4x2+ 

2a-bxy2+b2y*.  10.  9a8+48a354+64&8.  11  16m,0  + 40m!‘n8  + 25w*2.  12.  49a468  + 

70a25sx4+25x8.  13.  16a%4+40afc2xy8+25x2y8.  14.  64x4y2+144m3x2y+81m8.  15-  x20+ 

20xloyI2+100y24.  16-  a2m+2am*“+a2n.  17.  a2x+2a,fc**l+62,*2.  18.  x2**2+2x*>,y,'2+y2*'4. 

EJERCICIO  63.  1 a2— 6a+9.  2.  x2-14x+49.  3.  81-18a+a2.  4.  4«2-12a5+952. 

5.  16a2x2-8ax+l.  6-  a*-2a3b3+b3.  7.  9a8-30a4&2+25fe4.  8 x4-2x2+l.  9.  x»°- 

faxy+ga2?4.  10.  a14— 2a7feT+614.  11-  4m2-12mn+9n2.  12-  lOOx^lSOxV+Slx2?10. 

13.  x2®— 2xray"+y2D.  14-  a2-4-10a-2+25.  15-  x^-Gx^+Ox2*4. 

EJERCICIO  64.  I-  x2— y2.  2.  m2-n2.  3.  a2-x2.  4 x4-a4.  5-  4a2-l.  6.  n2-l. 

7 l-9«2x2.  8.  4m2— 81.  9 <j«-b4.  10.  y*-9y2.  11-  l-64x2y2.  12  36 x4-m4x2. 

13.  a2®— 62n.  14  9x2*— 25y2“.  16-  a2,+2-452*-2. 

EJERCICIO  65.  1-  x2+2xy+y2— z2.  2.  x2-y2+2y z-z2.  3.  x2-y2-2yz-z2. 

4.  m2-f  2mn-f  n2— 1.  5.  m2— 2mr?-f  fl2— 1.  6.  x2— y24-4y— 4.  n4— 4n2— 4n—l. 

8.  a4+2a2+9.  9.  m4-3m2+l.  10.  4a2-4a5  + 52-c2.  U-  4x2-y2+2yz-z2. 

12.  x4— 25x2+60x— 36.  13-  a*+a2b*+b*.  14  x8-x4-2x3-x2. 

EJERCICIO  66.  1.  a3+6a2+12a+8-  2.  x3-3x2+3x-l.  3.  m3+9w2+27m+27. 

4.  n3-12>i2+48n-64.  5-  8x8+12x2+6x+l.  6.  l-9y+27y2-27y3.  7.  8+12y2+6y4+y#. 

8.  1— 6n+12n2— 8n3.  9-  64n3+144n2+108n+27.  10.  a8-6a4fc+12a2fc2-8b8. 

11.  8x8+36x2y+54xy2+27y*.  12.  l-3a2+3a4-a8. 

EJERCICIO  67.  1.  a2+3a+2.  2.  x2+6x+8.  3.  x2+3x-10.  4.  m2-llm+30. 

5.  x2+4x— 21.  6.  x“+x-2.  7.  x2-4x+3.  8 x2-x-20.  9.  a2-a— 110-  10-  n2-9a-190. 

11.  a4— 4a2— 45.  12.  x4-8x2+7.  13-  n4+19n2-20.  14-  w8-3n8-18.  15-  x8+x3-42. 

16.  a8+7a4-8.  17.  a,0+5a5-14.  18.  a12-2a°-63.  19  a262-a5-30.  20.  x2y4+3xy2-108. 

21.  a4fo4+6a252— 7.  22.  x8y8+2x3y3-48.  23.  a2*+5a*-24.  24.  a^-lla'^+SO. 

EJERCICIO  68.  1 x2+4x+4.  2.  x2+5x+6.  3.  x2-l.  4.  x2-2x+l.  5-  n2+8n+15. 

6.  mz-9.  7.  a2+-2a5+62— 1.  8.  l+3i>+352+/>3.  9.  a4-16.  10.  9a252-30a5x2+25x4. 

11.  9— a262.  12.  1— 8ax+16a2x2.  13.  a4+a2-56  14.  x2-y2-2y-l.  15.  1-a2. 
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16.  m24-4mM)6.  17.  x4+2x2— 3.  18.  x6— 2x3  — 48.  19.  25xG4-60m4x34-36m8. 

20.  xH-3x4-10.  21.  a*-2ab+b2-l.  22.  a-*-b~n.  23.  x2a+24-xft+1-72.  24.  a*b4-c*. 

25.  8a34-12a2x4-6«x2+x3.  26-  x4-13x2+22.  27.  4aG-20a3b44-25b8.  28.  aG-3a8-180. 

29.  m44-2m2n4-  tj2— m2.  30.  x8— 4x4— 77.  31.  121— 22aft4-a262.  32.  x4y°— 2x2y3— 48. 

33.  a4  — 2a2b24-64.  34.  x4  — 3x24-2.  35.  a* -81.  36.  x4-24x2-25.  37.  a4-5a24-4. 

38.  a4-13a2+ 36. 

EJERCICIO  69.  1.  x — 1.  2.  1+x.  3.  x-y.  4.  x4-y.  5.  x-2.  6.  34-x2.  7.  a^2b. 

8.  54-6x2.  9.  2x-3mn2.  10.  6m4-7nx2.  11.  9a3-10/A  12.  a268-2x4y5.  13.  xn-y n. 

14.  fl^HlO.  15.  1— 3xm+2.  16.  x4-y4-*.  17.  1—  a— b.  18.  2—  ra— n.  19.  y.  20.  «4-x— 3. 

EJERCICIO  70.  1.  l-a4-«2.  2.  1-fa-fa2.  3.  x2-xy+y2.  4. 4/i2+ 2a+l.  S.  4x2-6xy+9y2. 

6.  9m2+15mn+25n2.  7.  16a2-28a4-49.  8.  364-30y-b25y2.  9.  1 -ab+a2b2.  10.  814- 

72&4-64fr2.  11.  a2x2— abx+b2.  12.  n24-mnx4-m-x2.  13.  x44-3x2y4-9y2.  14-  4aG— 2a3y34-y6. 

15.  l4-x44-x8.  16.  9x4— 3x24-l.  17.  16a2-4a/>3+/A  18.  a44-fl2^2+64.  19. 254-35x54-49xJ0. 

20.  ?z4— n24-l. 

EJERCICIO  71.  1.  x34-x2y4-xy24-y3.  2.  m4— m8n4-m2722— mw3-fn4.  3.  a4+a3n4-a2n24- 

<m34-tt4.  4.  x5— x4y4-x3y2— x2y84-xy4— y3.  5.  a54-a4/74-a3fr24-fl2b34-afr44-fr5.  6.  x6-x5y4- 

x4y2— x3y34-x2y4— xy64-y6.  7.  aG4-a,V/i4-fl4m24-tf3m34-a2m44-am’,4-mG.  8.  a7— a°/;4-ar>/)2— 

a463H-a364— a2b*+abQ— b1.  9.  x94-x8y+x7y24-x6y34-x5y44-x4y54-x3yG4-x2y74-xy84-y9. 

10  m8— m7n4-m6n2— m5n3-f-m4n4- m3n54-m2n6— mn7+n*.  11-  mN-m7n4-mGn24-m:m34- 

m4n44-m3N34-m2;?64-mtt74-?z8.  12.  a9— a8x4-a7x2— a6x34-a3x4— a4x54-a3xc— a2x74-ax8— x°. 

13.  l4-fl4-n24-n34-n4.  14.  l-t-a4-a24-a34-a44-«5.  15.  1—  «4-a2— a34-a4— a54-«°.  16.  1— m-fm2— 

m34-m4— m54-m6— m7.  17.  x34-2x2-f-4x4-8.  18.  x5-2x44-4x3-8x24-16x-32.  19.  x64-2x54- 

4x4+8x*4-16x2+32x+64.  20.  a4-3a34-9ez2-27«4-81.  21.  x54-3x44-9x34-27x24-81x4-243. 

22-  125— 25x4-5x2— x3.  23.  m74-2m64-4m54-8m4-f-167a34-'32m24-64m4-128.  24.  x94-x84- 

x74-x°4-x54-x44-x34-x24-x4-l.  25.  x4—  3x3y4-9x2y2— 27xy8+81y4.  26.  8a34-12a264-18a/;2 

4-27/A  27.  32m5— 48m4rz4-72m37i2— 108m2tt34-162mn4— 243n5.  28.  512x94-256x84-128x74- 

64x°4-32x54-16xl4-8x34-4x24-2x4-l.  29.  2~)6a*-128a7b+tea«b2-32a*b2+l(>aV)*-8a2b*+ 

4a2/>6-2a/;74-58.  30.  a54-3a4+9a34-27a24-81a4-243. 

EJERCICIO  72.  1.  x4— x2y24-y4.  2.  a«-a*b2+a2b*-b«.  3.  mHmfln2+m4nHm2n«+n8. 

4.  a9— a,J634-a3^6— fc9.  5.  a94-aGx34-fl3xe4-x9.  6.  x12— x!,y34-x6y6— x3y94-y12.  7.  m8— m44-l. 

8.  ml24-ms7244-m4n84-ra12.  9.  a15— a12634-a9^6— aGb94-a3b12—  b13.  10.  x15— x10y5+x5y10— y15. 

11.  m18— m15n34-m12ne— m9n94-mGn12— m3n134-»18.  12.  x184-x124-xG4-l.  13-  a20— al,r>654- 

Globl0~a5bls+b20.  14.  a244-fl18mG4-a12m124-a6m,84“m24. 

EJERCICIO  73.  1*  x2 — 1.  2.  4m2-2mn24-n4.  3.  i+a+a2+a3+a4.  4.  x44-3x2y4-9y2.  5.x3-7y3. 

6.  a12-f-a10624-a8644-aG6G4-a46h4-a2/7l04-612.  7.  1— a+a2.  8.  4xy2— 5m3. 

9.  x24-x21y34-x18vG — x13y94-x12y12— x9y154-x°y18— x3y214-y24.  10.  a18— a9y94”y18.  11*  a2b2 — 8x3. 

12.  \+ab2c*.  13.  16x4  — 24x3y4-36x2y2— 54xy34-81y4.  14.  4— a.  15.  l4-x44-x8.  16.  16x44- 

28x2y34-49yG.  17*  a15— a12634-a96G— aG5°4-a3^12— 615.  18.  a4-x4-y.  19-  1— x4-x2— x34-x4— 

x54-x6— x74-x8— x94-x10.  20.  x324-x24y8+x1Gy1G-hx8y244-y32.  21.  3— 6x°.  22.  x74-2xG4- 

4x54-8x44-16x34-32x24-64x  4-128. 

EJERCICIO  74.  1.  2.  2.  -8.  3.  13.  4.  228.  5.  309.  6.  98.  7.  2881.  8.  3. 

9-  81.  10.  2.  11  13.  12.  . 

64 

EJERCICIO  75.  1 Coc.  x— 4;  res.  —7.  2.  Coc.  a— 7;  res.  15.  3.  Coc.  x2— 2x4-4;  res.  —6. 

4-  Coc.  x24-l;  res.  0.  5.  Coc.  a2— 6a4-18;  res.  —60.  6.  Coc.  n3— 7tt24-14tt— 24;  res.  0. 

7.  Coc.  x34-x24-x— 2;  res.  3.  8.  Coc.  x4— 3x3— x;  res.  —2.  9.  Coc.  a44-2a34-a24-2a4-8; 

res.  10.  10.  Coc.  x44-5x34-25x2— 83x— 415;  res.  1.  11.  Coc.  x5— 6x44-22x3-69x24-206x— 618; 

res.  1856.  12.  Coc.  x2— x4-3;  res.  —2.  13-  Coc.  a2— 2a+3;  res.  0.  14*  Coc.  x3— x24-x— 3; 

15  Coc.  — x5 — -x44-—  r3*!  — x— — ; res.  — . 

2 4 8 2 4 4 


res.  .). 
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EJERCICIO  76.  1.  Exacta.  2-  Exacta.  3.  Inexacta.  4 Inexacta.  5.  Exacta. 

6.  Inexacta.  11.  Exacta;  coc.  2a2— 6a+8.  12.  Exacta;  coc.  a*— a2+2.  13  Exacta: 

coc.  xs+x2+x+6.  14.  Exacta;  coc.  x5+6x4— 3x3+8x2— 4x-t-5.  15.  Inexacta;  coc.  a'1— 

a:'+a— 4;  res.  9.  10.  Exacta;  coc.  4x3— 5x2+8x— 4.  17.  Inexacta;  coc.  5«4— 6w2+4n— 1; 

res.  -0.  18.  -150.  19.  -4.  20-  -87-  21.  8. 

EJERCICIO  77.  1.  Inexacta;  res.  2.  2.  Inexacta;  res.  2 3.  Exacta.  4.  Inexacta; 

res.  2.  5- Inexacta;  res.  2 ft6.  6.  Exacta.  7 Inexacta:  res.  — ](>.  8.  Exacta.  9 Inexacta:  res.  64. 
10.  Inexacta;  res.  —256.  11.  Exacta.  12.  Exacta. 

EJERCICIO  78.  1.  x=5.  2.  x=i.  3.  y=10.  4.  x=|.  5.  y=-y.  6.  x=3.  7.  x=y. 

8.  x=6.  9.  x=^.  10  y=-J3.  11.  x=7.  12.  x=-4.  13.  x=4-  14.  x=l. 

o 3 

EJERCICIO  79.  1.  x=3.  2.  x=l.  3.  x=— J.  4.  x=~i.  5.  x=-l.  6.  x=l. 

7.  x=j.  8.  x=4.  9.  x=j.  10.  x=3.  11.  x=— 5. 

EJERCICIO  80.  1.  x=-i.  2.  x=— 2.  3.  x=3.  4.  =— 7.  5.  x=-4.  6.  x=5. 

7.  x=5.  8 x=^.  9.  x=i.  10.  x=— 1.  11.  x=3.  12.  *=“•  13.  x=4.  14  *=J- 

15.  x=l.  16.  17.  x=0.  18.  x=j.  19.  x=j.  20  x=~. 

EJERCICIO  81.  1.  x— 2.  x=^.  3.  x=0.  4.  x=ll.  5.  x=l.  6.  x=— -J-. 

7.  x=— 1.  8.  x=— 3.  9.  x=-i.  10.  x=j. 

EJERCICIO  82.  l.  57  y 49.  2.  286  y 254.  3 A,  bs.  830:  B,  bs.  324.  4.  65  y 41. 

5.  A,  21  anos;  B,  35  aiios.  6.  A,  1047  soles;  B,  33  soles.  7 51  y 52.  8.  67,  68  y 69. 

9.  17,  18,  19  y 20.  10.  96  y 98.  H.  61,  62  y 63.  12.  Coche,  $90;  caballo,  $170; 

arreos,  $65.  13.  99,  67  y 34.  14.  En  el  1$,  200;  en  el  29,  190;  en  cl  39.  185.  15.  193, 

136  y 123.  16.  1»,  130;  2?,  110;  3?,  70  sucres.  17.  42,  24  y 22  anos.  i&.  339  y 303. 

EJERCICIO  83.  1.  P.  30  a.;  J.,  10  a.  2.  Caballo,  $480:  arreos,  $120.  3.  ler-  P's°» 

32  hab.;  29  piso,  16  hab.  4.  A,  50;  B,  100;  C,  150  colones.  5.  A,  19:  B,  38;  C,  76  sucres. 

6.  126  y 21.  7.  A,  40;  B.  20;  C,  80  quetzales.  8.  1?.  85:  2*.  340;  3V  425.  9 111- 

10.  Maria,  48  a.;  Rosa,  11  a.  n.  3.  12.  31  anos.  13.  36,  12  y 48.  14.  P»  22  a.; 

Enr.,  11  a.;  J„  33  a.;  Eug.,  66  a. 

EJERCICIO  84.  1.  42,  126  y 86.  2.  A,  23;  B,  61:  C,  46  balboas.  3.  104,  48,  86. 

4,  Traje,  $136;  bastdn,  $106;  somb.,  $17.  5.  36,  6,  30.  6 A,  bs.  20;  B,  bs.  79.  7.  Blanco, 
20  cm;  azul,  54  cm.  8-  A,  $40;  B,  $72;  C,  $40.  9 100.  10.  50  sucres,  n.  4.95  m 
y 4.15  m.  12.  Padre,  63  a.;  hijo,  20  a.  13.  A,  3600  votos.  14.  8.  15.  39  anos. 


EJERCICIO  85.  1.  60  y 40.  2 Padre,  45- a.:  hijo,  15  a.  3.  656  y 424.  4.  A,  98: 

B,  52  soles.  5.  75°  y 105°.  6.  427  y 113.  7.  44  y 8.  8.  Pcrro,  $48;  collar,  $6.  9.  A,  S60; 
B,  S24.  10.  45  senoritas,  15  jdvenes.  n 11G  y 44.  12.  164  y 342.  13.  Estilogr.lfica, 

bs.  14;  lapicero,  bs.  4.  14.  De  negro,  44  cm;  de  rojo,  40  cm. 

EJERCICIO  86.  1,  A,  40  anos;  B,  20.  2.  A,  15  a.;  B,  5 a.  3.  A,  $50;  B,$25.  4.  A,  82; 

B,  164  colones.  5.  12  s.,  36  v.  6-  Padre,  75  a.;  hijo,  25  a.  7.  38  y 47.  8.  Enrique, 
S1.25;  su  hermano,  $0.25.  9.  900  y 500  sucres.  10.  P.,48  ds.;  E.,  12  ds.  n.  Padre, 
42  a.;  hijo,  14  a.  12.  Juan,  66  a.;  su  hijo,  22  a.  13.  A,  $46;  B,  $38. 
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EJERCICIO  87.  1.  26  somb.,  13  trajes.  2.  26  vacas,  32  caballos.  3.  Resolvib  9,  no 

resolvid  7.  4.  Trabajb  38  ds.,  no  trabajb  12  ds.  5.  28  de  Q.  30  y 7 de  Q.  25.  6.  35  y 
28  balboas.  7-  7 cuad.,  21  lapices.  8.  24  de  azucar,  77  de  frijoles.  9-  De  cedro  24,  de 
caoba  56.  10.  Mayor,  785;  menor,  265. 

EJERCICIO  88.  1.  36,  72  y 88.  2.  A , 45  anos;  B,  15  afios.  3.  Traje,  250  soles; 

zap.,  100  soles.  4.  24000  bolivares5.  96  y 12.  6.  50  pies.  7.  $17.  8 A , 52  anos; 

B,  32  anos.  9.  15  monedas  de  10  cts,  7 monedas  de  5 cts.  10.  30.  11-  $80.  12.  72. 
13.  81,  82  y 83.  14.  En  auto,  102  km.;  a caballo,  34  km.  y a pie,  14  km.  15.  Hijo, 
2500  colones;  hija,  4500  colones.  16.  15  y 16.  17.  A,  45  a.;  B,  15;  C,  3.  18.  A,  40  anos: 
B,  10  anos.  19.  L.,  $31;  m.,  $62;  mierc.,  $124;  j.,  $248;  v.,  $218;  s.,  $228.  20.  36  y 18. 
21.  A , $21;  B,  $15.  22.  A,  $114;  B}  $38;  C,  $19.  23  bs.  14000.  24.  El  mejor,  $90; 

el  peor,  $30.  25.  Q.  40.  26.  A , con  $800;  B,  con  $400.  27.  40  cab.,  10  vacas. 

28.  L.,  $6;  m.,  $12;  mi£rc.,  $18;  j.,  $24.  29.  90  soles.  30.  Largo,  24  m;  ancho  12  m. 

31.  P.,  35  a.;  h.,  15  a.  32.  A,  32  a.;  /*,  8 a. 

EJERCICIO  89.  1.  a(a+b).  2.  b(l+b).  3.  x(x4-l).  4.  a2(3a— 1).  5.  x3(l— 4x). 

6 5m2(l4-3m).  7.  b(a—c).  8.  x2(y+z).  9.  2ax(a4-3x).  10.  4m(2m— 3n).  11.  9ax2(a2— 2x). 
12.  15c2d-(c4-4d).  13.  35m2(n3— 2m).  14.  abc(\-rc).  15.  12xy2(2a2— 3xy2).  16.  a(a24-a4-l). 
17.  2(2x2— 4x4-1).  18.  5y(3y24-4y— 1).  19.  a(a2— ax4-x2).  20.  ax(2a4*2x— 3).  21.  x3(14- 
x2— x4).  22  14x2(y2  — 2x4-4x2).  23.  17a(2x24-3ay— 4y2).  24.  48(2— mn2+3nz). 

25.  arc2(b2— x24*y2).  26..  55m2(n8x4-2n8x2— 4y3).  27.  31a2x(3axy— 2x2y2— 4).  28.  x(l— x4- 
x2— x3).  29.  a2(a4-3a24-8a-4).  30.  5x2(5x5-2x34-3x-l).  31.  x«(x»-x64-2x3-3). 

32  3a  (3a— 4fc  4-5a2fc2— g 6 8) . 33.  8x2y(2xy-l-3x2y-5y2).  34.  12m2n(l-f 2mn-3m2n24- 
4m3n8).  35.  50abc(2ab2-3bc+  b2c*-4c).  36.  x(x4-x3+x2-x+l).  37  a2(l-2a4-3a2- 

4a34-6a4).  38.  a/;(3a4-6— 5a2fr4-8ax-f4frw).  39.  a2(a18— a144-a10— a64-a2— 1). 


EJERCICIO  90.  1.  (x+1  )(a+b).  2.  (a+ l)(x-3).  3.  (x-l)(y4-2).  4.  (a-b)(m+n). 

5.  (n— l)(2x— 3y).  6.  (ti4-2)(a4-l).  7.  (a+l)(x-l).  8.  (a24-l)(l-&).  9.  (x-2)(3x-2y). 

10.  (1— x)(l+2«).  11.  (m-n)(4x-l).  12.  (m4-n)(x-l).  13.  (a-64-l)(a3-fc2). 

14  (a24-x— l)(4m4-3n).  15.  (2a4-b+c)(x— 1).  16.  (n4-l)(x4-;y— 3).  17.  (x— 2)(x4-3y4-l). 

18.  (a4-l)(a-l).  19.  (m— r*)(x2+4).  20.  -2(x-l).  21.  (a2+  l)(6x+l).  22.  2b(a-b). 

23.  2m(a— 2).  24.  (x+l)(m4- n).  25.  2x(x-3).  26.  (a24- 1)(a4-&-2).  27..  2a(x-3). 

28.  (x-l)(3x-2y4-z).  29.  (»+l)(a-ft-l).  30.  (a+2)(x+2).  31.  (x4-l)(a4-4).  32.  -z(3x4-2). 

EJERCICIO  91.  1.  (a+^)(«-bx).  2.  (a— b)(m+n).  3.  (x—2y)(a—2b).  4.  (a2— 3&)(x24-y2). 

5.  (l4-x4)(3m-272).  6.  (x-a2)(x4-l).  7.  (a24-l)(4a-l).  8.  (x-y2)(14- x).  9.  (3ab-2) 

(x24-y2).  10.  (l-2x)(3a-&2).  11.  {ax-b){4a2-3m).  12.  (2x4-l)(3a4-l).  13.  (3x2-l)(x-3a). 

14.  (a2  — 3£>)(2x  — 5)rt  15.  (2x+  y2)(xy-fz2).  16.  (2m-3n)(3-7x)y  17/(5 a2+n2)(x-y2). 

18.  (a4-l)(3b4-l).  19  (m2— 3rc)(4am— 1).  20.  (4a-b)(5x4-2y).  21.  (l-2afc)(3-x2). 

w22.  (a4-l)(a24-l).  23.  (3a-762)(a4- x).  24-  (2a-l)(m-n4-l).  25.  (3a-2&)(x4-y-2). 

26.  (a24-l)(a4-x24-l).  27.  (3a-l)(a2-ab+3b2).  28.  (2x-n)(x24-3y24-z2).  29.  (3x-2a) 

(x2— xy— y2).  30.  (a268— n4)(l— 3x-fx2). 


EJERCICIO  92.  \.0(a—b)2'  2.  ( a+b )2.  3.  (x-1)2.  4.  (y24-l)2.  5.  (a-5)2.  C.  (3-x)2. 

7.  (44- 5x2)2.  8.  (1  — 7a)2.  9.  (m24-6)2.  10.  (1-a3)2.  11.  (a44-9)2.  12  (a3-/;3)2. 

13.  (2x-3y)2.  14.  (3^— 5a2)2.  15.  (14-7x2y)2.  16.  (1-a5)2.  17.(7m3-5an2)2.  18.  (10x5- 


3a4/)2.  19.  (Il4-9x°)2.  20.  (a-12m2x2)2.  21.  (4-13x2)2.  22.  (20xVl)2.  23.  -fc)2. 

/ b \ / b2  \ /I  5x2  v / y2v  /7<^\ 

m (1+3-)’  )’•  26’  (5  ~T ) ‘ (4,1-t)! '28'  (^  + 3m)'' 

29.  (2 a+b)*.  30.  (1+a)2.  31.  (3 m-n)2.  32  (ni-n+ 3)2.  33.  (a-y)2.  34.  (2 m+n-a)2. 
35.  (2a-/>+3)2.  36.  (5x-y)2. 


EJERCICIO  93.  1.  (x+y)(x-y).  2.  (a+l)(a-l).  3.  (a+2)(a-2).  4.  (3+fc)(3-6). 

5.  (l+2m)(l-2m).  6.  (4+n)(4-n).  7.  (a+5)(«-5).  8.  (l+y)(l-y).  9.  (2a+3)(2a-3). 
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10.  (5+6x2)(5— 6x2).  ii.  (l+7a6)(l— 7a6).  12.  (2x+9y2)(2x-9y2).  13.  (a64+c)(a64-c). 

14.  (10+xy3)(10— xy8).  15  (a5+768)(a5-768).  16.  (5xy*+l‘l)(5xy2-ll).  17.  (10mn2+ 

13y8)(10mn2— 13y8).  18.  (am2«3+ 12)  (am2n3— 12).  19.  (14xy2+  15z“)(14xy2- loz8). 

20.  (16a8+17&2ms)(16a8—  1762m5).  21.  (l+3a6*c8d4)(l— 3a62c*<l4).  22.  (19x7+l)(19x7— 1). 

“K)0-D-  * (?+*)(?"*)■ 

»(7+t)(H)‘  27  (^*^)(5-T- ) » (T+Tf)(7-lf)- 

29.  (10mn*+^x4)(10mn2-Jx4).  30.  (an+6n)(a“-6").  31.  (2xn+i)(2xn-i).  32.  (a2n+1562) 

(Vn  \ ✓ yn  \ / bn%  \ ✓ />«*  v 

4x8ra  + — J (4x3m-  — J.  34  (7a5n  + — j ^7aRn — j. 

35.  (a"62"  + |)(a"62--l).  36.  (^+*a)(~*n)- 


EJERCICIO  94.  l.  (x  + y + a)(x  + y — a).  2.  (a+3)(l—  a).  3.  (3+m+n)(3— m— n). 

4.  (m— n+4)(m— n-4).  5.  (x— y+2z)(x-y-2z).  6.  (a+26+l)(a+26-l).  7.  (l+x-2y) 
(l-x+2y).  8.  (3x+2a)(2a— x).  9.  (a+6+c+d)(a+6-c— d).  10.  (a— b+c-d)(a-b-c+d) 

11.  ('>x+l)(l-3x).  12.  (9m-2n)(7m+2w).  13.  (a— 26+x+y)(a— 26— x— y).  14.  3a(a— 2<r). 

15.  (3x+l)(l— x).  10.  (9x+a)(3x— a).  17.  (a3+a— l)(a3— a+ 1).  18.  (a+m— 3)(a— m+1). 

19.  (3x— 8)(x+2).  20.  (l+5a+2x)(l— 5a— 2x).  21.  (7x+y+9)(7x+y— 9).  22.  (m3+m2—  1) 

(m*—  m*+l).  23-  (4a5+2a2+3)(4a3— 2a2— 3).  24.  (x— y +c+d)(x—y—c—d).  25.  (3a+26— c) 

( a—c ).  26.  (10+x— y+z)(10— x+y— z).  27-  y(2x-y).  28.  (7x+2)(4— 3x).  29  3x(2z— 2y-x). 
30.  (3x+5)(x— 3).  31.  (2a+3x)(x+2).  32.  (2x+2a+7y)(2x+2a-7y).  33.  (7x  — 3y)(3x— 7y). 

34.  (17m— 5n)(17n— 5m). 

EJERCICIO  95.  1.  (a+6+x)(a+6— x).  2 (x— y+m)(x— y— m).  3.  (m+w+l)(m+n—  1). 

4.  (a+6-l)(a— 5—1).  5.  (n+c+3)(n-c+3).  6.  (a+x+2)(a+x-2).  7.  (a+36-2)(a-36-2). 

8.  (x— 2y-r-l)(x— 2y— 1).  9.  (a+2x-3y)(a-2x-3y).  10.  (2x+5y+6X2x+5y-6).  11.  (3x- 

4a+l)(3x— 4a— ]).  12.  (1— 8a6+x2)(l— Sab— x2).  13.  (a+6+r)(a— 6— c).  14.  (1+a— x) 
(1-a+x).  15.  (m+x+y)(m— x— y).  10.  (c+a-])(c-a+l).  17.  -(n+8)(n+2).  18.  (2a+ 

x— 2)(2a— x+2).  19.  (l+a+3n)(l— a— 3n).  20.  (5+x— 4y)(5— x+4y).  21.  (3x+a— 2m) 

(3x— a+2m).  22.  (4xy+2a—  36)(4xy— 2a+36).  23.  (5m+a+l)(5m— a— 1).  24.  (7x2+5x— 3y) 
(7x2— 5x+3y).  25.  (a— 6+c+d)(a— b—  c— d).  26.  (x+y+m— n)(x+y— m+n).  27.  (2a+26+x) 
(2 b-x).  28.  (x-2a  + y-36)(x-2a-y+36).  29.  (m+3n  + x + 2a)(m  + 3n-x— 2a). 

30.  (3x— 2y+a+56)(3x— 2y— a— 56).  31.  (a+m+x+3)(a+m-x-3).  32.  (x+l+3a2-6) 

(x+1  — 3a2+6).  33.  (4a— 3x+f>m+l)(4a— 3x— 5m  — 1).  34.  (3m+a— cd— 10)(3m  — a+cd— 10). 

35.  (2a-76+3x+5y)(2a-76-3x-5y).  30.  (15a+136-c+l)(15a-136+c+l).  37.  (x+y+3) 
(x— y+1).  38.  (a+x+10)(a— x+2). 

EJERCICIO  96.  1.  (a2-fa+l)(a2— a+1).  2.  (m2+mw+n2)(m2  — mn+rj2).  3 (x4+x2+2) 

(x4— x2-r2).  4.  (a2+2a+3)(a2— 2a+3).  6.  (a2+a6-62)(a2-a6-62).  0.  (x2+2x-l)(x2- 

2x— 1).  7.  (2a2+3a6+362)(2a2-3a6+362).  8.  (2x2+3x-5)(2x2-3x-5).  9.  (x4+2x2y2+4y4) 

(x4— 2x*y2+4y4).  10.  (4m2+mn-3n8)(4m*-mn-3n2).  n.  (5a2  + 4a6+762)(5a2-4a6+762). 

12.  (6x2+r>xy—  7y2)(fix2  — 5xy — 7y2).  13.  (9m4+4m2+l)(9m4-4m2+l).  14.  (c2+5c-10) 

(c2— 5c— 10).  15.  (2a4+5a262— 764)(2a4— 5a262— 764).  10.  (8n2  + 6n  + 7)(Hn2-6n  + 7). 

17.  (5x*+  7xy  — 9y2)(5x2  — 7xy  — 9y2).  is  (7x4+8x-'y2+10y4)(7x4-8x2v2+10y4).  19.  (2+8x- 
1 lx2)(2— 8x—  1 lx2).  20.  (Hx2+xy2-6y4)(llx2-xy2-6y4).  21.  (12+'7n3+3r»«)(12-7H3+3n«). 

22.  (4+c2— c4)(4— c2— c4).  23-  (8a2+5a62— 964)(6a2— 5a62— 964).  24.  (15+5m+m2)(15— 

5 m+m2).  25.  (1  + I0a62—  13a264)(l— 10a62— 13a264).  26.  (x2y2+xy+ll)(x2y2— xy+11). 

27.  (7c4+llc2mn  + 14m2«2)(7c4  — ll^ma+Hm2?!2).  28.  (9a264+2a62x4-lGx*)(9a264- 

2a62x4— 16x8). 


EJERCICIO  97  1.  (x2+4xy+8y2)(x2-4xy+8y2).  2-  (2x4+2x2y2+y4)(2x4-2x2y2+y4). 

3.  (a2+6a6+1862)(a2— 6a6+1862).  4.  (2m2+6m«+9«2)(2m2— Cmn+9n2).  6.  (2+10x2+25x4) 
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(2— 10xs+25x4).  6.  (8+4a3+a8)(8-4a3+a«).  7.  (l+2n+2n2)(l-2n+2n2).  8-  (8x4+4x2y2+ 

y4)(8x4-4x2y2  + y4).  9.  (9a2+12aft+8ft2)(9a2-12aft+8ft2). 

EJERCICIO  98.  1.  (x+5)(x+2).  2.  (x-3)(x-2).  3.  (x+5)(x-2).  4.  (x+2)(x-l). 

5.  (a+3)(a+l).  6.  (m+7)(m-2).  7- (y-5)(y-4).  8.  (x-3)(x+2).  9-  (x-8)(x-l). 

10  (<M-8)(c-3).  11.  (x-2)(x-l).  12.  (a+6)(a+l).  13- (y-3)(y-l).  14.  («-6)(n-2). 

15.  (x+7)(x+3).  16.  (a+9)(a— 2).  17.  (m-ll)(m-l)  l3.  (x-10)(x+3).  19.  (n+8)(rt-2). 

20.  (a— 20)(a— 1).  21.  (y+6)(y-5).  22.  (a-7)(a-4).  23.  (n-10)(n+4).  24.  (x-9)(x+4). 

25.  (a— 7)(<i+5).  26.  (x4-13)(x+l).  27- (a-ll)(a-3).  28.(m+15)(m-2).  29.(c-14)(c+l). 

30.  (x+8)(x+7).  31.  (x— 9)(x— 6).  32.  (a+12)(a-5).  33.  (x-20)(x+3).  34.  (x+18)(x-10). 

35.  (m-30)(m+10).  36.  (x4-12)(x-ll).  37.  (m-14)(m+12).  38  (c+15)(c+9).  39-(m-25) 

(m — 16).  40.  (a+20)(a— 19).  41.  (x+26)(x-14).  42.  (a+24)(a+18).  43.  (m-45)(m+15). 

44.  (y+42)(y+8).  45.  (x-24)(x+22).  46-  (w.+27)(n+16).  47.  (c-20)(c+16).  48.(m-36) 

(m+28). 

EJERCICIO  99.  1-  (x2+4)(x2+l).  2.  (x3-7)(x3+l).  3.  (x4-M0)(x4+8).  4.  (xy+4)(xy-3). 

5- (4x-5)(4x+3).  6.  (5x+7)(5x+6).  7.  (x+5a)(x-3a).  8.  (a-7ft)(a+3ft).  9.  (x-y+6) 

(x-y-4).  10.  (x+l)(5-x).  11.  (x5+5)(xn-4).  12-  (m+Sn)(m-ln).  13.  (x-’+12a)(x2-5a). 

14.  (2x— 3)(2x— 1).  15.  (m-n+8)(m-n-3).  16- (x4+10)(x4-15).  17.  (y+3)(5-y). 

18.  (a2ft2— ll)(a2ft2+9).  19- (c+7d)(c+4d).  20.  (5x-12)(5x+7).  21.  (a-14ft)(a-7ft). 

22.  (x2y2+12)(x2y2— 11).  23.  (x2+6)(8-x2).  24.  (c+d-13)(c+d-5).  25.  (a+22xy)(a-20xy). 

26-  (m:,n:1-13)(m3n?-8).  27.  (n+2)(7-n)-  28.  (x3+31)(x3-30).  29.  (4x2-15)(4x2+7). 

30.  (x2+9aft)(x2— 4aft).  31.  (a2-13ft2)(a2+12ft-).  32.  (x+3a)(7a-x).  33.  (x4y4-20a) 

(x4y4+5a).  34.  (a+ll)(a-10).  35.  (m+8abc)(m-labc).  36.  (7x2+16)(7x2+8). 

EJERCICIO  100.  1.  (2x-l)(x+2).  2.(3x+l)(x-2).  3.  (2x+l)(3x+ 2).  4.  (5x-2)(x+3). 

5.  (3x+2)(2x— 3).  6.  (3x+2)(4x-3).  7.  (4a+3)(a+3).  8.  (2a+l)(3a+3).  9.  (3m-7) 

(4m+5).  10.  (4y+l)(5y— 1).  11-  (2a-5)(4a+3).  12.  (7x+5)(x-7).  13.  (3m+5)(5m-3). 

14.  (2a+l)(«+2).  15.  (3x— 4)(4x+3).  16.  (a+l)(9a+l).  17.  (4n-5)(5n+4).  18.  (3x+2) 
(7x— 1).  19.  (5w-3)(3m+2).  20.  (3a+2)(5a-6).  21.  (9x+l)(x+4).  22.  (10n-3)(2n+5). 

23.  (7m+2)(2m-5).  24.  (x+10)(2x+9).  25.  (4a  + 5)(5a-8).  26.  (4n-ll)(?»  + 3). 

27.  (6x+5)(5x— 2). 

EJERCICIO  101.  1.  (3x2-2)(2x2+3).  2.  (x3+2)(5x3-6).  3.  (2x4+5)(5x4+2). 

4.  (3sx+7)(2ax— 3).  5.  (4xy+5)(5xy-4).  6.  (5x-2a)(3x+a).  7.  (2x+3)(4-5x). 

8.  (3x— 8y)(7x+9y).  9.  (m-3a)(6m+5a).  10.  (2x2-7)(7x2+2).  11-  (6a+ft)(5a-3ft). 

12.  (7x3+2)(x3— 5).  13.  (3a+5)(6— a).  14.  (2x44-l)(5-3x4).  15.  (3a-5x)(2a+3x). 

16.  (4x-5mn)(x+3mn).  17.  (9a-5y)(2a+3y):  18.  (4x2+5)(3-2x2).  19.  (5x4+2)(3-5x4). 

20.  (10xR+3)(3xs— 10).  21.  (5m-3a)(6m+7a).  22.  (3a-2)(2-5a).  23.  (4x-*-3y)(2y-x). 

24.  (5a-3ft)(3ft-4a). 

EJERCICIO  102.  1.  (a+1)3.  2 (3-x)3.  3.  (m+n)3.  4.  (1-a)3.  5.  (a2+2)3.  6 (5x+l)s. 

7.  (2a— 3b)3.  8-  (3ra+4n)3.  9.  No  es  cubo  perfecto.  10.  No  es.  11.  (5a+2ft)3. 

12.  (2+3x)8.  13.  No  es  cubo  perfecto.  14-  (a2H-ft3)3.  15.  (x3— 3y4)3.  16.  (4x+5y)3. 

17.  (6-7a2)3.  18.  (5x4+8y5)3.  19- (a*+l)3.  20.  (m-an)3.  21.  (l+6a2ft3)3.  22.  (4x3-5y4)8. 

EJERCICIO  103.  1.  (l+a)(l-a+a2).  2.  (l-a)(14a4-a2).  3.  (x+y)(x2-xy+y2). 

4.  (rn— n)(m2+mn+n2).  5.  (a— l)(a2+a+l).  6.  (y+l)(ya— y+1).  7.  (y—  l)(y2+y+l). 

8.  (2x— l)(4x2+2x+l).  9.  (l-2x)(l+2x+4x2).  10.  (x-3)(x2+3x+9).  11-  (a+3)(a2-3a+9). 

12.  (2x+y)(4x2-2xy+y2).  13.  (3a-fc)(9a2+3aft+ft2).  14.  (4+a2)(16-4a2+a4).  15.  (a-5) 

(a2+5a+25).  16.  (l-6m)(l+6m+36m2).  17.  (2a43ft2)(4a2-6aft2+9ft4).  18.  (x2-ft3) 

(x4+ft3x2+ft0).  19- (2x-3y)(4x2+6xy+9y2).  20.  (l+7n)(l-7«+49w2).  21.  (4a-9)(16a2+ 

3(ia+81).  22.  (aft— x2)(a2ft2+aftx2+x4).  23.  (8+3a3)(64-24a3+9a«).  24.  (x2-2y4)(x4+ 

2x2y4+4y8).  25.  (l+9x2)(l-9x2+81x4).  26.  (3w+4fi3)(9m2-12mn3+l(in“).  27.  (7x+8y2) 

(49x2— 56xy2+64y4).  28.  (xy2-6y3)(x2y4+6xyr>+36y°).  29.  (aftx+l)(a2ft2x2-aftx+l). 

30.  (xS+y^xO-xY+y®).  31.  (10x-l)(100x2+10x+l).  32.  (a2+5ft4)(a4-5a2ft4+25ft8). 
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33.  (x44-y4)(x8-x4y44-y8).  34.  (1  - 3a5)(14-3«5-|-9a262).  35.  (2x2-|-9)(4x4— 18x24-81). 

36.  (a4-254)(a2-2a544-458).  37-  (2x3-5yz2)(4xu+10*ay2i!+25yi!z4).  38.  (3m24-7n»)(9m4- 

21m2»34-49n«).  39.  (0-x')(364-6x44-x8). 

EJERCICIO  104.  1.  (14-x4-y)(l-x-y4-x2+2xy4-y2).  2.  (l-a-5)(14-a4-54a24-2a64-62). 

3 (3+m-w)(9-3m+3«+m2-2mn+?i2).  4.  (x~ y— 2)(x2— 2xy4-y24-2x— 2y+4).  5.  (x4-2y4-l) 

(x2+4xy+4y2  — x — 2y+l).  6.  (l-2a4-5)(14-2a-5-|-4a2-4«64-62).  7.  (2a4-l)(a24-a4-l). 

8.  (a+l)(7fl2— 4«+l).  9.  (2x4-y)(13x2— 5xy4-y2).  10.  (2a— 5— 3)(4a2-4a54-624-6a— 35+9). 

U.  (x2— x— 2)(x44-x34-3x24-4x4-4).  12.  (2a-2)(a2-2a+13).  13.  -3(3x2+3x4-3)=-9 

(x24-x-l-l).  14.  — 2y(3x24-y2).  15.  (2m— 5)(m2— 5m4-7).  16.  5x(7x24-3xy4-3y2).  17.  (3 a+b) 

(3a24-6a5-|-7&2).  18.  (4m  + 4n-5)(16m2+32mn+16n2+20m+20n+25). 


EJERCICIO  105.  1.  (a+l)(a4-a3+a2-a+l).  2.  (a-l)(a44-a34-a24-a4-l).  3- (1-x) 

(1+x+x2+xh+x4).  4.  (a4-6)(a8-a364-a462-a3634-a254-a634-68).  5.  (m-n)(«i84-msn4- 

m4n24-m3n3+m2n4+mn5+««).  6.  (a+3)(a4— 3a3+9a2-27a+81).  7.  (2-m)(16+8m+4m2+ 

2m*+m4).  8.  (l+3x)(l-3x+9x2-27^3i-81x4).  9.  (x4-2)(xs-2xn4-4x4-8x34-16x2— 32x4-64). 

10.  (3-25)(8l4-545-|-3652-|-24634-1654).  11.  («4-6c)(a4-a36c4-a252<:2-a63<-34-64f4). 

12.  (m— ax)(m<i+am3x+a2m4x2+a3m3x3+a4m2x4+a:,mxB+a8xe).  13.  (l+x)(l-x+x2-x3+ 

x4-xs+x'i),  14.  (x-y)(x84-x3y4-x4y24-x3y34-x2y44-xy;i4-y8).  15.  (a+3)(au-3ar'4!9«4— 27«3+ 

81a2— 243a 4-729).  16.  (1— 2a)(14-2a4-4a24-8a34-16a44-32a54-G4a8).  17.  (x24-2y)(x8-2x"y4- 

4x4y2 — 8x2y34-16y4).  18.  (l+2x2)(l-2x2+4x4— 8x«+l6x8-32x10+64x12). 


EJERCICIO  106.  1.  a(5a+l).  2.  (m+x)2.  3.  (a-5)(a-t-l).  4.  (x+6)(x-6).  5- (3x-y)2. 

6.  (x— 4)(x+l).  7.  (2x+l)(3x— 2).  8.  (l+x)(l-x-fx2).  9.  (3a-l)(9a2+3a+l).  10.  (x+m) 

(x4— mx34-m2x2— m3x-fm4).  11.  a(a2— 3a54-552).  12.  (x— 3)(2y4-z).  13.  (1—25)*.  14.  (2xH- 
xy4-y2)(2x-’-xy4-y2).  15.  (x4+2x2y2— y4)(x4— 2x2y2— y’).  16- (a— 6)(a+5).  17.  (3m-2)(5m+7). 

18.  (a2+l)(a4— a2+l).  19.  (2m-3y2)(4m2+6my2+9y4).  20.  (4 a-35)2.  21.  (l4-a)(]-a4- 

a'J— a*4-a4— ar’4-a8).  22.  (2a-l)3.  23.  (14-m)(l-m).  24.  (x2+7)(x2-3).  25.  (5a-“4-l) 

(25a4-5a2+l).  26.  (a+b+m)(a+b-m).  27- 8a-*5(l  4-2a-35).  28.  (x44-l)(x-l). 

29.  (6x— 5)(x4-4).  30.  (5x2+9y)(5x2-9y).  31.  (l-m)(14-m-fm2).  32.  (x4-y4-a-5)(x4-y- 

ii+b).  33.  7m2w(3m3— m-’n+mn2 — 1).  34.  (x4-l)(a — 54-c).  35.  (24-x— y)2.  36(14-a5*)(l  ab2). 
37.(6 a+b)2.  38.  (x3— 7)(x3+ll).  39.  (5x2+l)(3x2-4).  40.(l+a-35)(l-a4-36+a2-6a64-952). 

41.  (x24-3x4-5)(x2— 3x4-5).  42.  (a44-4a2-6)(a4-4a2-6).  43.  (74-2a)(49-14«4-4a2).  44-  3 a25 

(4x— 5y).  45  ^x-3y)(x4-5y).  46.  (3m-2n)(2fl+l).  47.  (9a34-25c4)(9a3-25c4).  48.  (44-2a+ 

b)U-2a-b).  49.  (54-x)(4-x).  50.  (n4-71(n-6).  51.  ( a-n+c+d)(a-n-c-d ).  52.  (14-6x3) 

(]— 6xs4-36x8).  53.  (x  — 4)(x24-4x4-16).  54.  x3(l -64x).  55.  18x2y3(ax3 - 2x2 - 3ys). 

56.  (7a5— l)2.  57.  (x4-10)(x-8).  58.  (a+b+c)(a-b-c).  59.  (m+n*-3)2.  60.  (x-f5)(7x-4). 

61.  9a(a2-5a4-7).  62.  (a-l)(x4-l).  63.  (9x2-5y)2.  64.  (14-55-52)(l-55-62).  65.  (m2 4- 

mn-|-n2)(m2— mn4-n2).  66.  (c2+2d2)(c2-2cf2).  67.  5x2(3x2-3x4-4).  68.  (a4-x)(a-x-l). 

69.  (x24-12)(x2— 20).  70.  (2m24-5)(3m2— 4).  71.  (2a-3n)2=(3n-2a)2.  72.  2(x24-l). 

73.  (x-|-y— l)(7a— 35).  74.  (x4-6)(x-3).  76.  (a4-m4-54-?z)(a4-m-6-n).  76.  (x4-2y)3. 

77.  (4a+3)(2a-7).  78.  (l+9a5)2.  79- (2a34-l)(2a3-l).  80.  (x3-24)(x34-20).  81.  (a-b) 

(x4-y-l).  82.  (3m— 1)(2«— 1).  83  (34-4x)(5-2x).  84.  a4(a°-a44-a24-l).  85.  (2x-l)(a-l). 

86- (m4-4w)(m-n).  87  (a2-53)(l-2x2).  88.  (m4-l)(2a-35-c).  89.  (x-^)2.  90.  (2a"  4- 

52n)(2an— 52n).  91.  (Iux4-a)(8x-a).  92.  (a-34-4x)(a-3-4x).  93.  (3a4-x-2)(3a-x4-2). 

94.  (3x— y)(3x4-y4-l).  95.  (x-9)(x4-8).  96.  (6a24-6a5-762)(6a2-6a6-752).  97.  (a+254- 

m4-3n)(a+25-m-3n).  98.  (14-§a4)(l-j(a4).  99.  (9a44-12a263j-«58)(9a4-r2a2534-858). 

100.  (7x— 5)(7x— 6).  101.  (x-7a5)(x4-5a5).  102.  (5x-3)3.  103.  -5(2a4-l).  104.  (4a2-o5) 

(m4-3n).  105- (l4-3x3)2.  106  (a2-56)(a24-86).  107.  (m4-2ax)(m2-2awx4-4a2xs). 

108.  (14-3x— 4y)(l— 3x4-4y).  109- (3x4- 1) (8x4-1).  110.  9x2y8(l-3x-x3).  Ill-  (f+b~ 

c24-3xy)(a24-52— c2— 3xy).  112.  (2a-f-l)(4a24-10a4-7).  113.  (10x2y34-llm2)(10x-y3-llm-) 

114.  (a24-9)(a2— 2).  115.  (14-10x2)(l-10x24-100x4).  116.  (7a4-x-3y)(7a-x4-3y).  117.  (x  4- 

2+y+2z)(x24-2— y— 2z).  118.  (a-4)(a24-4a4-16).  119.  (a  + x)(a4-a3x  + a2x2-ax34-x4). 

120  (a34-65)(a3— 95).  121.  (114-x)(15-x).  122.(a24-a4-l)(a2-a4-l).  123.  ( - + — ) ( --y) 
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124.  (4x+-r)*  12B.  («*6*+12)(«*6*-8).  126.  (8a2x47y)(l-043fc).  m(x2426)(x2-15). 

128.  (1+5m)(7-2m).  129.  (2a+2fc+3c+3d)(2n+26-3c-3d).  130.  (9-oxy4)(81445xy44- 

25x2yK).  131.  (x4y)(x+y+l).  132.  (2+a-b)(2-a+b).  133.  (x-y)(x24xy4y241). 

134.  (a— b)(a2+ab+b2+a+b). 

EJERCICIO  107.  1.  3a(x+l)(x-l).  2.  3(x4l)(x-2).  3.2 x(a-b)2.  4. 2(0-l)(a24a4l). 

5.  a(a— 7)(«+4).  6.‘(x41)(x+2)(x— 2).  7.  3a(x4y)(x2— xy4y2).  8.  a(2b— n)'1.  9.  (x2+l) 

(x+2)(x— 2).  10.  («+l)(«-l)2.  11.  2a(x— l)2.  12.  (x4-y)(x4l)(x-lV  13.  2«(a+4)(a— 1). 

14.  4x(2x— 3y)2.  15.  (3x-y)(x4y)(x— y).  16.  5a(a+l)(a2— a+1).  17.  a(2x+l)(3x— 2). 

18.  (n2+9)(n+3)(tt— 3).  19.  2a(2x+l)(2x-l).  20.  ax(x  + 5)2.  21.  x(x-7)(x41). 

22.  (m+3)(m+4)(m— 4).  23.  (x— 2y)3.  24.  (a+b)(a—b)(a+b— 1).  25.  2ax(4a2— 36)2. 

26.  x(x2+l)(x— 1).  27.  4(x49)(x-l).  28.  (a2+a+2)(a— 2)(a41).  29.(x:,+2)(x-3)(x'-’+3x+9). 

30.  a(a4-l)(a4— a3+a2— a4l).  31.  c6(a+x+y)(«+x— y).  32.  3a©(m4l)(m— 1).  33.3xy(3x4y) 
(9x2— 3xy+y2).  34.  (a+l)(n-l)(a2-a+l).  35.  x(3x+l)(l-6x).  36.  2(3 a-b)(x+b). 

37.  am(m-4)(m-3).  38.  4a2(x— l)(x2+x+l).  39.  7xy(2x+y)(2x— y).  40.  3ab(x-: 3)(x42) 

41.  (x+4)(x— 4)(x2+8).  42.  2y(3x+5y)2.  43-  (a+l)(x-y)2.  44.  x(x+3y)(x— y).  45.  (a+2b) 

(«-26)(x+2y).  46.  5a2(3x2+2)(3x2-2).  47.  (a+4)(a-3)(a2-0412).  48.  (ft-l)(x+l)(x-l). 

49.  2x2(x+7)(x— 4).  50.  5(2«-3)(3a+2).  61.  (x-y)(3x-3y41)(3x-3y-l).  82.  a(x-3a) 

(3a— x).  53  a(4— 5a)(16+2O0+25a2).  54.  2x2(7x-3)(5x44).  55.  as(a2+ll)(a2-5). 

56.  ab(4a--7b3)*.  57.  x2(7x2-3a2)(x24oa2).  58.  &(xm  + yn)(xm —ya).  59.  (2x  + 5)(x-3) 

(x2+3x+9).  60.  o(x— 2)(x2+xy+y2).  61.  (x242xy4y241)(x4y41)(x4y-1).  62.  3a(a24 

a4l)(a2— 041). 

EJERCICIO  108.  1.  (l+04)(l+02)(140)(l-a).  2.  (a+])(a-l)(a2-a+l)(?j2+fl+1). 

3 (x44)(x— 4)(x45)(x— 5).  4-  (a+b)*(a-b)-.  5.  x(x+l)(x- l)(x*+2).  6.  2(x -l)(x43) 
(x24x41).  7.  3(x2+9)(x+3)(x— 3).  8.  (2x+y)2(2x-y)2.  9.  x(3x  + l)(3x- l)(x+y). 

10.  3a(2x4-l)(2x-l)(x24-3).  11.  (x4+y4)(x2+y2)(x+y)(x-y).  12.  (x-2)(x242x44)(x4l) 

(x2-x+l).  13.  (2+x)(4— 2x4x2)(2— x)(442x+x2).  14. (a-b)2(a+b)(a2+ab+b2).  15.2(2x41) 

(2x— l)(x24l).  16.  (a43)(a— 3)(a44)(a— 4).  17.  a(a42)(x— y)(x24xy4y2).  18.  a(a4l)(a— 1) 

(a42).  19.  (1— a)2(140  4a2)2.  20.  (w43)(m2-3m49)(m-3)(m243m49).  21.  x(x241) 

^x4l)(x— 1).  22.  (x4y)2(x— y)(x2— xy4y2)-  23.  ab(a+b)(a-b)2.  24.  5(a242.r>)(a45)(a-5). 

25.  (a43)(a-])(a41)2.  26.  a(a42)(x-2)(x242x+4).  27.  (I4a/;)(l-a/;4a2/>2)(l-n/;) 

(l4a/>4a2/>2).  28  5a(x41)(x— l)(x+2).  29-  (a+b)(a— b)(x+y)(x—  y).  30.  (x'4-2)(x24l) 

(x4l)(x-l).  31.  0(a41)(a43)(0— 3).  32.  (a41)(a-l)(x+3)(.v— 2).  33.  (m41)(m-l)(4m43) 

(4m— 3).  34.  35(a+l)(x42)(x-2).  36.  3(m+l)(a45)(a-2).  36.  (a41)(a2-a41)(x-3)(x-2). 

37.  (x— l)2(x4y)(x— y).  38.  a(x4l)3. 

EJERCICIO  109.  1.  x(x44y4)(x24y2)(x4y)(x-y).  2.  x(x+2)(x-2)(x+6)(x-6).  3.  a(a+b) 

(a-—ab+b-)(a+\)(a—'l).  4.  4(x41)2(x— l)2.  5.  a(a+b)(a2—ab+h‘-)(a—l>)(a-+ah+b-). 

6.  2(a+/>)(0-5)(a4l)(o-2).  7.  x(x249)(x43)(x-3)(x45).  8.  3(14a)(l-a4a2)(l-a)(14a4a2). 

9.  a(a— x)2(2x41)(2x  — 1).  10.  (x24-9)(x43)(x-3)(x41)(x2-x+l).  11.  x(x*41)(x441)(x241) 

(x4l)(x— 1).  12.  3(x244)(x42)(x-2)(x45)(x-5).  13.  x(a4l)(a2-a4l)(a-l)(a24a41) 

(x41).  14.  a(a— x)(x49)(x— 9)(x+l)(x— 1). 

EJERCICIO  110.  1.  (x-l)(x4l)2.  2.  (x+l)(x— 2)(x— 3).  3.  (a-2)(a42)(a-3).  4.  (m-2)2 

(m44).  5.  (x— 3)(x43)(2x— 1).  6.  (0-4)(a245a47).  7.  (x42)(x241).  8.  (n-l)(n-2)(n43). 

9.  (x  t-2)(x— 4)2.  10.  Cx43)(3x— 2)(2x+3).  11.  (x-l)(x41)(x-2)?.  12.  (x+l)(x-2)(x43) 

(x-4).  13.  (0-l)(042)(043)(a-4).  14.  (n-2)(w+3)(n44)(n-5).  15.  (x44)(x45)(x2-3x47). 

16.  (a-t-2)(fl— 4)(2a— 3)(4a45).  17.  (x-5)(x+5)(x243).  18.  (x-l)(x+6)(3x4-5)(5x-2). 

19.  (x-2)-7x-3)(x+3)(x+4).  20.  (a+l)(a42)(a-3)(fl-4)(a4-4).  21.  (x42)(x-3)(x~4)(x+5) 

(4x43).  22.  (n+2)(>i+.ri)(n—6)(n2—n+3).  23.  (x-2)(x43)(x-4)(2x4-3)(3x-2).  24.  (x4l) 

(x-5)(x+sj)(x*-x4-l).  25.  (a-4)(2a443).  26.  (x-3)(x45)(x3-3).  27.  (x4l)-'(x42)2(x43) 

(x-3).  28.  (041)(0-2)(0-3)(o43)(a-4)(0  45).  29.  (x-l)(x4l)(x-2)(x42)(x-0)(x46). 

30.  2(x4  l)(x— 2)(x42)(x43)(x— 4)(x— 5).  31.  (0-2)2(a-2)(044)(a2-5a43).  32.  (x-2) 

(x42)(x— 4)(x+4)(x3— 2). 
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EJERCICIO  111.  1.  ax.  2.  abc.  3.  x-y.  4.3  a-b:i.  5.4m-’.  6.9  mn*.  7.3/A 

8.  6xyz.  9.  7 a263c*.  10.  24x2y2zs.  11.  14m-w.  12.  75 a363.  13.  2a6.  14.  l!>x4y4. 

EJERCICIO  112.  1.2a.  2.  3x2y.  3. 4a262.  4.  a+l.  5.  x(x-l).  6. 5x.  7. 6a2xy4. 

8.  a(a— 3).  9.  x(x+5).  10.  a-b.  11.  m+n.  12.X-2.  13.x(x+2).  14.3x-l.  15.2a4-6. 

16.  3(x-4).  17.2x4-)i.  18.a(a-36).  19.  c+d.  20. 3a(m4-5).  21.2x2-y.  22. 3x(x4-l) 

(x-1).  23.  a+b.  24.  x(x-l).  25.  x2(x-3).  26.  ab(a+b).  27. 2(x-l).  28.  a(x4-2). 

29.  2a(»-|-2).  30.  2(a-l).  31.  2a4-6.  32.  x-4.  33.  a(a4-l).  34.  x2-3x4-9.  35.  x4-3a. 

36. 2(3x4-5).  37.  x4-l.  38.  ax(x-7).  39.  a-2.  40. 3x-l.  41.  (a24-l)(a4-l).  42.  m+n. 

43.  a— 1.  44.  2x(2a4-3).  45.  y(x4-y).  46.  2a— m.  47.  3(a4-26).  48.  5(a4-x)(a-fy). 

EJERCICIO  113.  1. 2x4-1.  2.  a-2.  3.  a(a-x).  4.  x2-x-fl.  5.  a(2a-x).  6. 3x24-5. 

7.  3x— 2y.  8.  x24-3x— 4.  9.  m2— 2m4-l.  10.  a(a2  — 2a4-5).  11.  «(3x4-5).  12.  2(x24-a2). 

13.  3(x24-2ax4-a2).  14-  2ab(2a*-ab+b-).  15.  3a2«2(3a-2«).  16-  a4-a34-l.  17. 2a(3x-2). 


EJERCICIO  114.  1.  x-3.  2.  2x-y.  3.  x-1.  4.  a4-2x.  5.  x(x-l). 

EJERCICIO  1 15.  1.  a-b*.  2.  x2y2.  3.  a-b-c.  4.  a36x3.  5.  12m3n.  6.  45ax3y5. 

7.  a362.  8.  x2y3z.  9.  8 a3/;2.  10.  12x4y3:2.  11.  36msn*.  12.  24a262x2.  13.  30x2y2. 

14.  a3x3y3.  15.  12a2/;2.  16.  18x4y2.  17.  36 a*63x2.  18. 60m2n3.  19.  72 a363.  20-  12()m3n3. 

21.  a-‘63c3.  22.  24a*x3y3.  23.  36a2x3y2.  24.  300m2n4.  25.  360a3x:*y«.  26-  240a3/;3. 

EJERCICIO  116.  1.  4a(x-2).  2.3 b-(a-b).  3.  x-'y(x4-y).  4- 8(1 4- 2a).  5.  6a262(a-f26). 

6.  14x2(3x-l-2y).  7.  18mn(n-2).  8.  15(x4-2).  9.  10(1-36).  10.  36a2(x-3y).  11.  12x*y» 

(2a 4-5).  12-  m2n2(n— 1).  13.  6a26(a-26).  14.  5x*y3(x-l).  15.  54a363(a4-36).  16.  !»0x2y 

(x24-y2).  17.  4x-'y(x2-l).  18.  24m(m2-9).  19.  6a262(x4-l)(x-3).  20.  x2(x-f2)2(x-l). 

21.  18a26(x— 2v)2.  22.  18x3(x2— 4)(x— 3).  23.  a2x3(2x— 3y)2.  24.  72x3y2(x— 5).  25.  2a a3 
(x24-y2)(x4-y)-.  26.  8x2(x4-3)2(x-2)2.  27.  6x3(x4-l)(x2-x4-l).  28.  12x2y2(a-|-6)2(x-l). 

29.  60a263(a— 6)2.  30.  28x(x4-l)2(x24-l). 


EJERCICIO  117.  1-  6(x4-l)(x-])=6(x2-l).  2.  10(x4-2)(x-2)=10(x2-4).  3.  x2(x-|-2y) 

(x-2y)=x2(x-'-4y2).  4.  3a-'(x-3)2.  5.  (2a4-36)(2a-36)2.  6.  a2(a4-6)2.  7 6a6(x-l)(x4-4). 

8.  x ( x2  — 25)(x — 3) . 9-  (x4-l)(x— l)2.  10.  (x4-l)2(x2-H).  11.  (x4-y)3(x2-xy+y2).  12.  (x-y)3 

(x24-xy4-y2).  13-  (x— 2)(x4-5)(4x4-l).  14.  (a— 5)(a4-6)(a— 3).  15.  x2(x4-3)(x— 3)(x4-5)= 

x2(x2— 9)(x4-5).  16.  ax2(x  — 2)(x34-4)(x24-^.\  4-4).  17.  24(x-y)2(x+y).  18.  10(x+y)2(x24-y2). 

19-  12a26(m4-n)3(m2— rnn+n2).  20.  ax3(w  — n)*(m2+mn+ti2).  21.  6a2(a4-l)(a— l)=6a2(a2— 1). 
22.  x2(x+2)(x-2)=x-‘(x2-4).  23.  (x-l)(x4-2)(x-3).  24- (3a4-2)2(2a4-3)(a4-4).  25. 30(x24-l) 

(x-|-l)(x-l)=30(x24-])(x2— 1).  26-  x(x4-y)(x— y)(a— 26)  = x(x2— y2)(a  — 26).  27  60a6(a4-6) 

/ rt — 6 ) = C0a 6 ( a2—/;2) . 28.  2(x4-5)(x-5)(x24-5x4-25).  29.  a62(a-36)2(a4-6).  30. 12m?i(m2-n2). 

31.  60(x— y)2(x4-y)2.  32.  ax2(x+7)2(x-2)(x-l-9).  33.  30x2(x4-3)2(x-3)2.  34.  36(l-a2) 

(l4-a2)=36(l— a1).  35.  20(3n-2)2(9w24-6n4-4).  36.  (3n4-2)(2n-3)(16w2-l).  37. 4a?x3 

(3x-f5)2(5x— 3).  38.  (44-x2)2(2+x)2(2-x)2.  39.  (14-a)2(14-a2)(l-a4-a2).  40.  (4n+l)(2n-3) 

(5n4-2).  41.  (2a-6)(3a+26)(5a4-46).  42.  (4x-y)(3x4-2y)(5x-fy).  43.  6a262x2(l4-x2)(l-x2). 

44.  2a2x2(x4-2)(x  — 4)(x2— 2x4-4).  45.  (x2-9)(x2- 1).  46.  (l-*-a)(l-a)2(l4-a4-a2). 

47.  a262(a4-6)2(a— 6)2.  48.  (m-3n)2(m4-3z7)(m24-3mn4-9n2). 


EJERCICIO  118.  1-  y-  2. -1-. 

6 4a  6 


8. 

15. 


3x2y2z4 
8 ‘ 
a46nc10 


9. 


5a62x° 
6 


10.  — . 11 

4 m3 


3.  — . 4.  — — . 

xy  4x~y 

21  n 

12. 


5.  2 ran8.  6. 
1 


16 


17. 


1 3 a-c-m 
3a4 


2xxyAzA 


13. 


8 a*xy 

2xY 

3a3z3 


7. 


m^n 


14. 


1 

3 azb2c 


EJERCICIO  119.  1. 


7xyz2  5 be2 

3 b 


18. 


4m7  n 3 


2 a(x+a) 


2. 


3(x-y) 


2x  b3c 

3.  — . 4.  x+1.  5.  - — — . 

3y  8(a— 6) 


x— 2 
5 a 


RtSPUESTAS 


• 553 


7. 


14. 


20. 


3x+5  R 3 

9.  X_y 

10.  3xy 

11. 

a— 26 

12.  *+'< 

13.  2x+3 

x— 2 ' 26 

x+y 

x-5' 

a2+2a6+462'  x+3 

5x+l 

1 ifi  2x+>  ifi. 

a+26 

17.  . 

1 

1R  x2— xy+y2 

19.  m~n 

a-1 ' 

x— 4 

ax(a— 36) 

m2—n2 

(x+y)2 

m+n 

(o-x)2 

21. 

22  (l-o)2. 

23. 

a2  6* 

x+> 

25.  2b 

a2+/ix+x2 

a— 2 

a2+62* 

x2+xy+y2 

3/1+6 

26.  ^ 27.  2w~t~1. 

n— 6 2 n 


28. 


a— 6+c 
a+6+c 


29. 


a+6— c+d 


~a—b+c+d 


30. 


3x2 

x+3 


31. 


5 (o+6) 


32. 

40  33  - 

x— 4y 

* 

36  m"  37  X*"5- 

3x  x— 6 

x2(x2+4xy+16y2) 

x2— :ty- ' 

m— 3 x2+3 

38 

a*+7  39  X+C’ 

40. 

(a— 2)(4a2+l) 

a2-5a+2o 

41.  , 

42.  a("_6) 

n-+9' 

a— 10 

2(a+5) 

n— 5 

43 

3m+8vt  ^ 

3a 

« 3x_4- 

44  *(4a+5) 

^ 4x2+2xy+y2 

mHwn+n2 

46' 

x2(3x+4)  * 

o(3a+2) ' 

x(2x— y) 

48. 


54. 


61 


67. 


a -26 

2n+l' 

m+n 

(i-02 

mn+5 
mn— 2* 

N+10 

2n+3 


49- 


55. 


x(x+7) 

x+9 

1 

x(7x2— 5) 


60. 


r2- 


X + l 


56. 


x — 1 
a2— 1 


51- 


o2+l 


2x2— 1 
x2+l  ' 


68. 


52. 


(a-2)(m+ri) 


o(a— 6) 
4n2+10n+25 


63. 


3x-y 


62. 


68. 


(x+26)(x+y) 
x— 26  ' 

x3+y3 
x2+y2 


69. 


EJERCICIO  120. 


I.-2. 

3 


63. 
x-1 

7^3' 

2.  -l. 


x3+2 


x y 

70. 


64.  1.  66. 


2n— 5 
2a— 1 


69.- 


9-1 


2o-x4  3 
2a+x+3 
3— 4x 


60. 


1 

x-r 

m+n 


71. 


o — • 


fl+3 
x-1 
X— 3 
m+n 


66. 


72. 


4.  - 


5-x 
x2— 3 
x(x+l)' 
a2+a+l 
(a+2)(a-3) 
x+3 


4-3a 


o 3 6.- 

2x+l 

7. 

a2+2a+4 

n— m 

x+2 

a+ 4 

10.  --  11 

x— 3 

12. 

a+6 

x+y’ 

x— 4 

a2+a6+6- 

m—n 
o+2 


8.  - 


n—rn 

o+2 


n—m 


m—n 


9. 


x+4 
y— 2x 


6.  -■ 


3 


o — • 


m—n 

2x-y 


16.  — (1— a)2  o (a— 1)(1— a). 


2x 

17. 


„ «+*  a+x 

13.  3.  14 o . 

x— 3 3 — >c 

2(6- x) 


15.  - 


3x 


62+26+4 


3y 


2i.  -aim  o 


22. 


26.  - 


x+y+z 
5x 


2x+3y 

EJERCICIO  121. 

2a3— a2+3 


x+y+z 
1+n 
2—n 

a2+x2 


3a 

c—d 


23.  - 


18.  a-6.  19. 

(x-5)2  . 


3(x+5) 
(5— *)(x— 5) 


20. 


3«2 


25+5x+x2 


2a— b* 

24  -1.  25.  -1. 


27. 


O0  (2-x)(x+4)  (x— 2)(x+4) 

Zo.  o 


i. 


6. 


3o3— a2+5 


7. 


o2— 2x2 
1— 2x+x2 
1— 3x+x2" 


2. 


x— 3 
x2-l 

x2+r 

2 m2— n2 

3 m2+n 


3- 


9. 


3— x 

2x3+x2— 2 
3x3— x2+3 
2o+l 


25+5x+x2 

i . 30.  iz*. 

2x(x+3y)'  x 

3x— 2 . x2— xy+y2 


29.-- 


a2+3 


10. 


5x+3 
5x*+l 


5. 


2x2— 3xy+y2 


3x*— 1 


11. 


n— 3 

n+2 


12. 


o4+l 

o3+2 


554  • ALGEBRA 


EJERCICIO  122. 

2x2  _ 2a3 


i.ii. 

4a2 


x — x 


8. 


2a2+4a 


9. 


„ 20a 

2.  . 

36ax2 

3a2+3a6 

a2+2ab+b'~ 


3. 


2am 


9x2y2 


10- 


2 a'-b2  24x)i3 

x2— 2x— 8 


5 


4mn 


on* 


x2+5x+6 


11. 


2a3 

a2x+a3 


12. 


„ 6x+2l 

6.  

15 

2x—2y 

12 


13- 

18. 


5ax+5/;x 
a-—b 2 
3x2y— 6xy2 


14. 


3x2— 15x 


3ax 


15. 


Ox^ 

EJERCICIO  123. 


19. 


x2+2x+l 


20 


10x2+5xy 
4x2+4xy+y2' 
9a2b—9ab2 


63a3/; 


16. 

21. 


x2— 9 
x2— 2x— 3 
x2— x— 2 
x2+3x— 10 ' 


17. 


2a2—  2a +2 
aa+ 1 


1.  3a2— 5a.  2.  3x2-2xy+y2.  3.  x + -.  4.  2a  + 3 - — . 

v 5a 


5.  3x2  — 2x  + 1 . 

3x 


6.  x — 7 — 


x+2 


7.  3x  — 


3x+2 

4x-l* 


8.  a2  — 2 ab  + 4b2  — 


5b3 

a+2/; 


9.  x - 1 - 


3x+2 
x2— 3 


12.  2a2  — a — 2 — 
15.  2x2  — 


a— 2 
a2— a+1 
10x3+12x-’ 


4x2+5x+6 


10-  x2  + 2xy  + 2y2  — 
13.  x2  — 2 — 
16-  2m2  + mn  + 


2y3 


3x— 2y 
3x+4 


x2— 2 
2m3n2—tn2ni—mn* 
3m3— mn2H-n3 


11.  x - 3 + 
14.  5 n — 


2x-*-5 


2x2— x+1 
3»2+10a— 3 


EJERCICIO  124. 

1— 3a 


a2+6a 

a+2 


2. 


m2— mn— n2 


3. 


x2+3x— 13 


2«2— 3m+1 


a2+2ab 


x— 2 


5. 

11 

16 


a 

m2+2n2 

m—n 

1 


6.  - 

12. 

17. 


2x 


a— x 
2a2— 4ax 
a+2x 
x— 8 


7. 


a+x 


13. 


x2+x— 5 
x— l 


-2x2 


x+2 


m+2 


x2— x+1 

EJERCICIO  125 

abx  3 b2 


x— 3 


18. 


3a2 


19. 


14. 

9x 


x3— 10x2+4x 


a— b 3— x 

3ax2  8 


a2  1 

1-  — . — . 2. 

ab  ab  6 a2x  6a2x 


x— 2 

20. 

3. 


15. 


a-rb 

10.  2x  + 2y. 
2a3+5a26+2a52 


2a— b 


a3+a2+a+l 

a+2 

4x  6x2  5 

8x3’  8x3’  8x3 


4- 


3a2x 
a3b2  ’ 


42y4  4xy2  15x* 


a3b 2 asb2 
x2+xy  15x2y2 
3.v2y2 ' 3x-'y2 
2a*+2ab- 


6. 


2a2— 2a  5a  6a+12 


6a2 


m" 


6a/;2 


10. 


36x2y3  36x2y3  36x2y3 
g 5m3n2+5m2n3  2rnn—2n2 

10m3n2  ’ l()m3n2  ’ l()m;,n2 

8ab2-4b3  9a25-3a»  <ja3b2-18a2b 3 


7. 


3xy— 3y2 


6a2  6a2  3x2y2 

a2b2+ab3  3ab2—3b3 


12. 


14. 


a-—ab 


12a252 

b 


(a+/;)(a— b) ' (a+b)(a—b) 


2a -6  3a2+15a 


8(a+5)’  8(a+5) 


15. 


12a262 

13. 

2x2 


12a2/;2 
x2— 2x 


9. 

11. 


dab2 


15 


6aZ>2 
2x+2 
5(x+l)  ’ 5(x+l) 

x — 1 


(x+l)(x — l)(x — 2)  (x+l)(x — l)(x — 2) 


ax— x2 


6(a— x)  6(a— x) 


16. 


3x— 3 2x2— 2x  x2+3x 


x2(x-l)  x2(x — 1)  x2(x-l) 
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17. 


4a— 46  2a24-2a6  a-b—b3 


8 (a2-62)’  8(a2— 62) ' 8 (a2-62)' 


18. 


x'-+xy 


3x 


xy(x+y)  xy(x+y)  xy(x+y) 


19. 


2a 


a(a‘i—b-)’ 


a—b  a24-a6 


a(a2— 62)’  a(a2— 62) 
mn+n2 
m(m2—n2) 

3x2+6x 


20. 


3x2— 3x  x34-x2 


x2-l  x2-l  x2-l 


21. 


m 


m2—mn 


22. 


n2+2n+l  n2— 2n+l  r»24-l 


24. 


26. 


28. 


n2— 1 
x2— 2x+l 


n2— 1 n2— 1 


23. 


m(tn2—n2)  m(rn2—n2) 
a*—2a2b2+b*  a*+2a2b2+b4  a4-l-64 


26. 


a4-64 
5x24-15x 


2x 


a4— 64 
x — 1 


a4-64 


(x-l)(x+2)’  (x— l)(x-t-2) ’ (x— l)(x4-2)  10(x+3)  ’ 10(x-t-3)'  10(x4-3)’ 

12x— 6 6x4-2  4x+3  __  27a2-75  2a4-8  15a24-85a4-100 


27. 


6(x+4)  6(x+4)  6(x+4) 

x2+4x+3  x24-4x4-4  3x2-6x 


(a4-4)(9a2— 25) ' (a4-4)(9a2-25)’  (a4-4)(9a2-25)' 


(x2— 4)(x+3)’  (x2— 4)(x4-3)  ’ (x2— 4)(x4-3) 


29 


a2— 9 


5a24-25a 


a2— 3a— 4 


30. 


a+1  2a2— 2a  a2+a+J 


(a— 3)(a— 4)(a4-5)  a3— 1 

6ax2— 66x2  4a6x— 462x 


32.  - 


a*— 1 
a2+ab 


a3— 1 
33. 


(a— 3)(a— 4)(a+5)  (a— 3)(a— 4)(a+5) 
3x2+3x+3  8 2.v:t— 2 

31  ‘ 3(x3— 1)  ’ 3{x3— 1)’  3(x3— 1) 

a2— 2a4-l  a2— 1 3a+3 


34. 


4ax2(a2— 62)’  4ax2(a2-62)’  4ax2(a2-62)'  (a-1)3 

4x— 6 18x+12  4x2— 1 

2(2x4-1)(3x4-2)’  2(2x4- l)(3x 4-2)  ’ 2(2x4-l)(3x4-2)  ' 


(a-1)3’  (a-1)3 


EJERCICIO  126. 

n24-3m4-2mn 


1. 


9x— 2 


2. 


5a  4-66 


6. 


m-n 


7. 


12  ~ 15a26 

9ax-3ax24-12a4-2 


3. 


— 3a24-7a6— 862 


8a  4-36 


11.  — . 12. 

m 


6ax2 

19x’4-30x2— 18x4-10 


8. 


29a— 24 


60a6  15a 6 

19x24-15x4-5 


45x3 


13. 


30a 
634-3a62— a* 


9. 


10. 


11a 

6TT- 

5x4-y 


15x2  " 60 

am-t-36ro-l-2a6 


a263 


EJERCICIO  127. 

2m2— 12 


1. 


2a 


(m— 2)(m— 3)' 


6. 


a2— 1 
2x24-2y2 


It2— V2 


2. 


7. 


3x— 2 


14. 

21 


(x+4)(x-3) 

2x24-x4-l 


(1— x)(2x4-5) 
5x4-10 


abm 

4. 


2x2 

r2 — v2  * 


10. 


2ax 


16 


20. 


24. 


29. 


pa2'x- 
5x2+6xy+5y2 
(x2+y2)(x  4-y)2’ 
3a24-3a— 24 


11. 


2a 

1— a4 
16. 


12. 


(x4-l)(x— l)2 
2a24-262 

13. 


8. 


3a2 


-25 


9. 


a6(a2— 62) 


9a2— b2 


14. 


x*— y2 
Ax+y 
9x2— 4y2 ' 

2 a 


(a4-6)(a— 6)2 


(a4-l)2(a-5) 
5 


21. 


2a 

x(a— x) 

la-21 
a(25a2— 9) 


17. 


22. 


•V  I I 

2(x— 2) 

6**  19x4*12 
10(x— 2) 


18. 


x4-2 


19. 


2(x4-y) 


26. 


x3— 8 a 4-1 

6x2— 10x4-12 
(2x-fl)(x— 2)(x— 3) 


26. 


6x2— x— 7 


30. 


(3x4-2)(x4-3)(x— 3) 
3a3— 2a2— 14a  4-19 
(a— l)(a4-2)(a— 3) 


27. 


x(l — x)  x—y 

3x24-12x4-50 

93  . 

" (x— 3)(x4-4)(x4-5) 

2x  x4-5 


x2— x4-l 


28. 


(x-l)(x-f3) 
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EJERCICIO  128.  1. 


8. 


3a +8 


•v— 8 
8 

- <> 


2. 


5/'2  + 3fl 


a-h 


3. 


4 m— 3 a 


6. 


6y2-f  3xy— 5x2 


8a  120xy 

EJERCICIO  129.  1. 

2 mn  2 


7.  - 


1 


x+4 


5. 


i2 — r?- 


6. 


(x-4)(x-:j) 

«-+ax+2x- 


8. 

2. 


4a-— 2a— 1 


x2-l 


11. 


3x+l 


(x-l)2(x+l) 


12.  - 


1 


15.  — 

x-y 


16. 


b~ 


20. 


a(ar—b 2) 
3a*-lla2+3a-7 


(a— x)2(a*fx) 

3a  6 

(a— byl(<r+ab+b~) 

„ 4a2— 3a— 6 

17. 


20a2 
4 mn 

1 

8.  -• 
6 


9. 


4. 


x2-f*x — 1 


3a2&2-f6a/;2— 20 


15a2ba 


9.  ~ 


oxJ 

4x 

x2  -1  ‘ 
7 


10. 


a^3— 4ab2— 5 


4. 


6a2^3 

a2+b2 

afc(a+6) 

a 


13. 


(a-3)2(a+4) 
2x2-f  2x— 5 


10, 


3(2a+3)2 


18. 


(2x-l)2(3x+2) 

2 

(X2+X+1)(.V2— X-f  1) 


14 


a— lib 
x2— 7x 
8(x*-l)' 

1— 2a 

19. 


a(a2-l) 


24(a‘-l) 


21. 

x 


22.  --- 

a 


25.  -- 


(x-1)2(x2fx+l) 

rx,  1 

29. . 

23 

EJERCICIO  130.  1. 

6.  — . 7. 

x+y 


26. 


1 


12. 

17. 

21. 

25. 

29. 


.r>a 


x(a— x) 

13. 


x— 3 

8. 


2b-—ab 
2 (a:i-b:i) 


x— 10 


27. 


23.  0. 
(>cJa 


24. 


x-6 


(x-1)(x+2)(x+3) 

")«2— Oax-f  27x2 


S(a+l)(a-2)(a+4) 


28.  - 


4(a:l— 27x3) 


(x+l)(x-5) 

26 


18(a  + l) 

3a 

a2—ah+b'2 

a4+20a2— 25 
(a-+5)-(a--5) 
4a— 1 


18. 


(a+2)(a— 4)(a+6) 
4x+j- 


X-+2.V+4 


19. 


3'  3.\-(x-+ 1 ) 

3x2-f2x— 1 
9'  4(3x+2)(2x— 1) 

14.  »•  15. 

2x2  + 27x—  5 


4. 


10. 


3a2— 3a  4- 10 

-Krt'--n 

l+x 


5. 


3 


x(a+x) 

16. 


11. 


a+h 

4f 

yA  _ Ki 


a3+  1 — (x+l)(x3-l) 

2n2— 4n+l 


(x-l)(.v-2)(x+5) 


20. 


22. 


<>0(2a+l) 

5a2+3 


10(1 -a4) 

EJERCICIO  131. 

1 


26. 

30. 


9— 54x— 53x2 
(3-rx)2(3-x)2 
7x+4 


23. 


(x+l)(x— 2)(2.v+3) 
x 


27. 


3x2— 16x— 4 
9(x2— 1) 

7a2— I2a+1 
(a—  l)(a— 2)(a+3) 


n(n— l)3 

2a2+a— 2 


24. 


28. 


8(a'-‘— 1) 

40a  -75a2 


(2— 3o)2(2+3a) 


3(1 -x4) 
n 


1. 


2. 


3x 


6. 

11. 


m — n-  x— ) 

x— 3 


3. 


x+1 

.•'•(•'■+2)' 


(2— x)(x+3)(x+4) 
5 


7. 


4(«+l) 


12. 


4(x+l)(x— 1) 
a+3 


()-a  >(« — — )(« — 3) 


8. 

3a  2 -fa 

2x2-f3xy 

aJ-0  ' 

9.  ..  - 

*—y- 

3x-l 

x+2 

13. 

x*-l' 

14. 

2x— 3 

2a6+82 
a(a2— 52) 

10. 


6.  ; 


x2+3x— 8 


2(*+l)(x-3) 
x2+4x+6 
(x— 1)(x+2)(x-f-3)' 
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EJERCICIO  132. 


7.  — . 
3 


8. 


x+1 


1.  ab. 

9. 


2. 


6 dAy 


3. 


m*—2mn+ni 


10. 


7 rn2x2y 
xy  +y2 


4.1.  5.^1 

b lay3 


11. 


x— 2 x- 


x2+4xy+4y2 


8mx 

12.  l. 


13.. 


1 


'ln\  la 


14. 


20.  -.  21.  x. 

3 


27. 


4x+8a 


28. 


x-y 

X — 1 * 

1 

x+1 
a2— 9a 


15. 


g-1 

3a+15 


16.  1.  17.  y+6.  18. 


x^3x 


19. 


x— 3 


22. 


m—n—x  a2— 3a 

23.  . 24  1.  25. 


2x4-1  a— 1 

x2—  llxy+30y2 


ax4-a  4a4-24 

EJERCICIO  133.  1.  a2. 

19x— 19x2 


29. 


m 

a2+a 


a— 6 


26. 


30. 


x+1 


7.  a+x. 


8. 


x2— 2x— 15 


EJERCICIO  134.  1.  — . 

« 6 


9. 

2. 


o—7  x2— 9 

2.  x2— 1.  3.  1.  4.  a+b. 

m-—mn+n2 


5. 


-2x2 


x+1 


x+2y 


6.  x. 


10.  2a2— ax—  3x2. 


m 


11.  -.  \ 12.  6. 

b 


3 


5b2x3 


3.  — . 


7.  1.  8. 


3b 


5a+156 


x+1 

5x 


10. 


a +7 


14- 

20 


x+11 
x— 7 ' 
5x+l 


15. 


21 


2a3+a2 

x2— 1 


16. 


2«+10 
3a— 3 


4.  30x2. 
12. 


5. 


3«2m2x 


17. 


11.  — . 

3x 

x2— 2x— 35 
x2— 8x 


2y2 

a2+2a— 3 
a2— 49 

18.1. 

2 


6. 


13. 

19. 


1 4m  2y 
3x+l 
4x— 3 
1 


a+3 


2x2+3x 

EJERCICIO  135. 

X2 — 1 


22. 

12 


23. 


x— 3 
2x— l" 


24. 


2a— 3ft 


1. 


a+b 


6. 


x3+2 


7. 


x — 1 


8. 


2. 


n 


x2+x— 2 


a— 1 
o2+l' 


4. 


x2+6x+8 

x2+6x+9 


5. 


a2+ab 

a—b 


EJERCICIO  136.  1. 


2x2 


n!+2 

2a2b 

x 


2. 


3. 


3«2+3a— 6 


2a2+2a 


4. 


x2— 81 


1 


7. 

12. 


x— 3 


8. 


x— 3 


x— 10  2ax+4a 

4m2+mn 


9. 


m2«-3mH2+9m'1 


EJERCICIO  137. 

x+3 


1. 


1 

13.  — 

a 

a 


4x2— 12x+9 
2x2+3x 

14.  a3— 3a2. 


10. 


a2+afe+ar 

a—b—c 


11. 


6‘  x— 7 

b2-b 


6. 1. 


7. 

13. 


x— 5 
5-0 
4a2+a3 


8.  a— 2. 


5+1 

4a6— 452 


2.  x2+x+l. 


9. 


2a+b 


3 

10-  TT 
ob 


a—b 

b 

11. 


m+n 


n—m 


1 


14. 


4x2+3x 

5x+2 


15. 


x+1 


16. 


a—b 

a+b 


a+x— 1 
x+4 


12. 


x+3 

5.  2. 

a2— 2a 


6. 


x-y 


17. 


x+10 


18. 


o+1 

a2+2a+l 


o2+8o+15 


558  • algebra 


EJERCICIO  138. 

a-—ab  tb~ 


6. 


ab2 
13.  a2—ab. 


7. 


1.  x2+x. 

1+X— X2— X3 


2. 

8. 


x2+x— 2 
4x2 


xy—y2 


3. 


9 x. 


4. 


1 


a+b  2x+l 

a—x 


5-  m. 


10. 


4a 


11.  1.  12. 


x— 3 
x2+4x 


14. 


x— 3y 


20. 


x+1 


21. 


x— 4y 
x— 1 
2x— 1 


15.  --. 

a 


22. 


16.  -1.  17. 

2x+4 


2x— 3 


23. 


•3x+2 


a—b+c 

a—b—c 

24.  -1. 


18. 


25. 


1— 2a 
a-1 


a2— 2 


19.  1. 
26.  x-1. 


EJERCICIO  139. 

1 0. 

2.  oo. 

3.  0. 

4.  oo. 

5.  0.  6 £ 7.  £ 

8 -1. 

9.  0. 

10.  £ 

11.  oo. 

13.  -. 

15 

14.  0. 

15.  oo.  16. 

n 

17.  3a2. 

18.  0. 

19.  2. 

20.  3. 

21.  oo. 

22.  2. 

23. 

3 

24.  £ 25.  £ 

26.  £ 

3 

27.  0. 

28.  £ 

29.  1. 

30.  7. 

EJERCICIO  140. 


4x+5 


6x— 1 


2. 


g+1 

«•* — n 2 


1 


x(x-3) 


6.  a2— a+1.  7. 


49— 29x 


29x 

14. 

1 

15. 

x+4 

1 -A'  ’ 

X 

21 

3 

22. 

1 

a— 5b 

2 

„ 4x  oy  y2 

8. - + — . 

3 3 3x 


4 4x. 
1 


9 — 

nx  mx  inn 


16. 


23. 


2x+l 

7x2+13x— 27 
«(x+2)(x-3)2‘ 


17.  - 


9x+4 

8x+3 

24.  1. 


18.  i. 

x 


19. 


5. 

13- 

a2 

a'-—b 2 


a2+b* 


n2+b 

4a3— 2a2b 
(a—b)(a3+b3) 


EJERCICIO  141. 

1.  -4. 

2.  3.  3.  -8. 

4.  -13.  5.  £ 6. 

ft 

3* 

7.  19. 

8. 

10 

9.  -. 

5 

10 

H 

11.  ”.  12.  £ 

13-  -£  H.  £ 15- £ 

16.  l£ 

17.  J?-. 

107 

26.  1. 

i8.  -£ 

19  T 

20.  -2.  21.  2. 

22.  1.  23.  14.  24. 

i 

9 * 

25.  14. 

27.  -4. 

28.  4. 

29.  -3.  30.  8. 

31.  15.  32.  5.  33.  £ 

EJERCICIO  142. 

9 

1 -2. 

2.  £ 3.  4.  4. 

5.  -2£  6.  2. 

» n 

7.  0. 

8.  35. 

9.  io£ 

10  --. 
7 

12.  £ 13.  9. 

14.  -1-.  15.  -£ 

23  2 

16. 

14. 

17.  4-f 

18.  2. 

19.  54. 

20.  -11.  21.  l£  22.  -16  . 23.  3 

2 

Ili’ 

24.  l£ 

8 

25.  7. 

26.  l£ 

U 

27.  -±. 

28.  £ 29.  £ 

30.  2£  31.  3. 

32 

-4. 

33  5. 

34.  -6. 

35.  -l£ 

36.  - £ 37.  - 

s 

-l£  38.  1.  39. 

U> 

1 

2 * 
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EJERCICIO  143.  1 


1-a 


2. 


a—b 


8. 

15. 


a3+  2b3 
a2+2/>2* 
a— 1 


9.  1.  10. 


a— 1 


11. 


1+a 

14-m 


3.  a— 6.  4.  a— 3.  5*  a.  6 — . 7.  a— 1. 

12.  2.  13.  a-b.  14.  a+6. 


16.  - 


3m 


17. 


a+b 


18.  — . 19.  a.  20.  2m. 

a 


m~ 


6a 


EJERCICIO  144.  1. — . 2 —.  3.1.  4.  m.  5.2 a.  6-2.  7.2a. 

3 b 


8.  n—m.  9-  a+b.  10. 

m2+n2 


6a+3b 


15.  -■ 


2m 


16.  17.  b.  18.  ". 

D ^ 


11.  -4a.  12. 

19. 


3bc 


2(b+2c) 

b—a 


13.  mn.  14-  2(3 b—a). 


ab 

20.  — . 21.  4a— 1. 

2 


22. 


1— a 


23.  2a+36.  24.  n-2m. 


EJERCICIO  145.  1-8.  2-12.  3 5.  4.80.  5.30.  6.120.  7.  A,  10  anos; 

B,  6 anos.  8.  A,  $120;  B,  $105.  9.  100  m.  10.  bs.  72.  11.  18.  12. 14.  13.  60. 

14.  26$.  15.  63  p. 


EJERCICIO  146.  1.  24  y 25.  2.  64  y 65.  3.  124  y 125.  4.  99  y 100.  5.  80  y 82. 

6.  A,  $25;  B,  $24.  7.  Hoy,  $16;  ayer.  $15.  8.  80,  81  y 82.  9.  70,  71  y 72. 

10.  20,  21  y 22.  11-  A,  16;  B,  14;  C,  12  anos.  12.  A,  5 anos;  B,  6 anos;  C,  7 anos. 

EJERCICIO  147.  1-  41  y 18.  2.  315  y 121.  3.  21  y 65.  4.  80  y 24.  5.  200  y 60. 

6.  A,  96  soles;  B,  100  soles. 


EJERCICIO  148.  1.  ler-  dla,  $100;  2?  dia,  $50;  3er.  dia,  $25.  2.  Mier.,  $120; 

juev.,  S72;  viernes,  $60.  3.  A,  120;  B,  80;  C,  48  sucres.  4.  A,  40  anos;  B,  24  anos; 

C,  9 anos.  5.  ler.  dia,  81  Km;  2?,  27  Km;  3’,  9 Km;  4<>,  3 Km.  6. 1*,  1000  Km; 

2?.  1100  Km;  3?,  1210  Km;  4?,  1331  Km.  7.  1?,  200000;  2?,  100000;  3?,  25000; 

4?,  5000:  5?,  500  colones.  8.  Barco,  5436;  tren,  2416;  avidn,  1510  Km. 

EJERCICIO  149.  1.  $50.  2.  Q.  84.  3.  $93.  4.  bs.  5000,  5.80.  6.  120  soles. 

7-  $96.  8.  $90.  9.  1600  sucres.  10.  $120. 

EJERCICIO  150.  1.  A,  25  anos;  B,  75  anos.  2.  A,  60  anos;  B,  20  anos.  3.50  anos. 

4.  36  anos.  5.  Hi  jo,  16  anos;  padre,  48  anos.  6.  Hi  jo,  20  anos;  padre,  50  anos. 

7.  A.  50  anos;  B,  15  anos.  8.  Padre,  55  anos;  hijo,  30  anos.  9.  Padre,  50  anos; 
hijo,  30  anos.  10.  A,  48  anos;  B,  30  anos.  11.  A,  24  anos;  B,  8 anos. 


EJERCICIO  151. 

4 l.  $70:  B,  $42. 
8.  A.  $30:  B.  $15. 


1.  A,  bs.  60;  B.  bs.  30.  2.A,  48;  B,  96  colones.  3.A,  $48;  B,  S96. 

5.  Con  90  sucres.  6.  A,  con  $72;  B,  con  $48.  7.  A,  $72;  B,  $9<^ 

9.  40  balboas.  10.  36  soles. 


EJERCICIO  152.  1.  2 anos.  2.  5 anos.  3.  12  anos. 

6.  Q.  35.  7.  15  y 20  a.  8.  $10.  9.  bs.  120. 

EJERCICIO  153.  1.  12  mx9  m,  2.  18  m x 9 m. 

4.  48  m X 12  m.  5-  49  X 36  m.  6-  90  m X 60  m. 


4. 15  anos.  5-  $20. 

3.  15  m X 13  m. 

7.  18  m X 8 m. 


1. 


B 

3' 


1.  42.  2.  48.  3.  63.  4.  21.  5.  52.  6.  97.  7. 84. 


EJERCICIO  154. 
EJERCICIO  155. 
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EJERCICIO  156.  1.  2 dias.  2.  6—  min.  3.  2 dias.  4.  j dc  dia.  5.  2—  min. 

6 3—  min. 

13 

EJERCICIO  157.  1-  1 y 38 jy  min.  2 A las  10  y 5^  min.  y a las  10  y 38^  min. 

3 A las  8 y 10™  min.  4.  12  y 32^-  min.  5.  A las  2 y 27 ^ min.  6.  A las  4 y 21^  min. 
7.  A las  6 y 16^  min  y a las  6 y 49^  min.  8 A las  10  y 54^  min.  9.  A las  7 
y 21^y  min.  10-  A las  3 y 21^  min.  11  A las  8 y 32^~  min.  y a las  8 y 54jy  min. 


EJERCICIO  158.  1.  62  y 56.  2.  $20.  3.  18.  4.  28000  y 20000  soles.  5.  60  y 24. 

6-  45  y 75.  7.  $160.  8.  Ropa,  $48;  libros,  $90-  9.  A,  15  aiios;  B,  6 anos;  C,  4 anos. 

10  bs.  9000.  11.  8.  12.  70.  13.  60,  50,  30  y 10.  14.  9 y 49^  min.  15.  A,  55  anos; 

B,  45  anos.  16.  15  dias.  17.  500  y 150.  18.  A.  15  anos:  B,  60.  19.  23  y 22. 

20.  600  sucres.  21.  Entre  10.  22  40  libros;  $10.  23.  A,  $110,  B.  $140. 

24.  30  libros.  25.  30000  colones.  26  3600  balboas.  27.  $4800.  28.  200  y 150. 

29.  $180.  30  8 pesos,  6 piezas  de  20  ets.  y 4 de  10  cts.  31.  Q.  8000.  32.  40  anos. 

33.  55  homines;  3061  hombres.  34.  $288.  35-  Con  80  lempiras.  36-  72.  37.  63. 

38.  60.  39  $20.  40.  Pluma,  $2;  lapicero,  $1.20.  41.  $28.  42.  $18000. 

43.  Bastdn,  $15;  somb.,  $45:  traje,  $80.  44.  300  saltos.  45-  225  saltos.  46  A las  10 

y 48  min.  47-  A,  con  bs.  8000;  B,  con.  bs.  6000.  48.  30  anos.  49.  100  Km. 

50.  Cab.,  $50;  perro,  $20. 


EJERCICIO  159.  1.  80  m.  2 100  Km.  3.  360  Km  dc  A y 160  Km  de  B. 

4.  4 horas.  5-  250  Km;  101  a.  in.  6.  A,  45  Km;  B,  25  Km.  7.  A,  171  Km; 

B,  12  Km.  8 7 horas;  420  Km.  9.  A 93  Km. 


EJERCICIO  162.  1.  40  cm*.  2.  32  m*.  3 135  m.  4.  12  seg.  5.  5 m. 

6.  12  m.  7.  78-  m*.  8.  31-  m.  9.  37-  m3.  10.  1.03.  11.  6.92  m*.  12.  720°. 

7 7 7 


EJERCICIO  163.  1.  1/  = -,  t-1  2.  h=  2A 

t if 


n 2e  2A  f 2A 

3.  a = 4.  a = — , l = — , 

fc+fe  t 2 In  an 


2 A fA  b-fc2— a2  V—V0  V—V0 

n = — 5.  r = \/ — . 6 x = - . 7.  F0=F  — at,  a = , t = 

al  v « 2b  t a 


2 1 

100X7 

txr 
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t = 

. 9.  V = — , 
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ll.a  = ~ 
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V P+f 

15.  V o ■ 
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2(V0t-e) 
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21  ’ 
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mxi 
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r — 

18.77=-, 

cXr 

ext 

7 

P'f 

I-P ' 


E 

Ti 


zr- 


hz 


^ w—a+r  u—a  u n-i  fu  _ . Q, 

20.  rt=u— (n— l)r,  n — , r = . 21.  a — , ? =x/ — . 22.  Cl  — It,  t = — . 

r n— 1 rn_1  V a I 
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EJERCICIO  164.  1.  x>l.  2.  x>4.  3.  x>3.  4.  x>-3.  6.  x>7.  6.  x<8. 

7-  x>5.  8.  x>\.  9.  x>l.  10.  x>— 7.  11.  x<“.  12.  x>^.  13.  x<j. 

14.  x>*2.  16.  X<3.  16.  x>2.  17.  Los  numeros  enteros  menores  que  84. 


EJERCICIO  165.  1 x>8.  2.  x<9.  3.  x>3.  4.  x<l.  6.  x>20.  6.  10<x<13. 

7.  4<x<6.  8.  — 3<x<— 2.  9.  21<x<22.  10.  5 y 6. 

EJERCICIO  166.  1.  12.  2.  36.  3.  84.  4.  5.  5.  2-±.  6.  2.  7.  1.  8.  4-J. 

9.  96.  10.  3.  11.  50  m2.  12.  120  in2.  13.  256  m3.  14.  154  cm2. 

15  10—  cm.  16.  ±4. 

2 

1 3 B 

EJERCICIO  167.  I-  A = 2B.  2.  e = vt.  3 . A = -DD‘.  4.4=—. 

44  mi/2  , 

5.  C = — r = 2xr.  6.  e = 4.9 f2.  7.  F — K . 8.  y = 2x  + 3.  9-  l = r\f2. 

7 r 


10.  y=  — + 2. 
7 2 

16.  B = — . 
h 


11.  y = * 


5— 2x 


12.  F = 


A’ mm' 


rf2 


, 2/4 

13.  I,  = T. 


14.  IF  = mv1 

9 


10  12  Z* 

16.  x = -.  17.  x=-  18-  A=—. 

V y2  2 C 


EJERCICIO  173.  1 x=l,  y=4;  x=2,  y=3;  x=3.  y=2;  x=4,  y=l.  2.  x=2.  y=ll; 

x=5,  y=9;  x=8,  y=7;  x=ll,  y=5;  x=14,  y=3;  x=17,  y=l.  3 x=l,  y=8;  x=6,  y=5: 
x=ll,  y=2.  4.  x=3,  y— 2;  x=6,  y=l.  6.  x=5.  y=10;  x=13,  y=3.  6-  x=3,  y=13. 

7.  x=4,  y=4;  x=9,  y=3;  x=14,  y=2;  x=19,  y=l.  8.  x=3,  y=16;  x=14,  y=7.  9 x=l, 

y=34;  x=3,  y=29;  x=5,  y=24;  x=7,  y=19:  y=9.  y— 14:  x=ll,  y=9;  x=13,  y=4. 

10.  x=4,  y=10:  x=17,  y—  2.  11-  x=2,  y=18;  x=7,  y=ll;  x=12,  y=4.  12.  x=l, 

y=22;  x=2,  y=12:  x=3,  y=2.  13.  x=2,  y=17;  x=6,  y=8.  14.  x=l,  y=18;  x=12,  y=9. 

16.  x=6,  y=24;  x=18,  y=13:  x=30,  y=2.  16-  x=6,  y=18;  x=19,  y=8-  17.  x=4.  y=32; 

x=12,  y=21:  x=20,  y=10.  18  x=5,  y=24:  x=30,  y=3.  19.  x=4m-l,  y=3m-2: 

x=3,  y=l;  x=7,  y=4;  x=ll,  y=7.  20.  x=8m-3.  y=5m-2;  x— 5,  y=3:  x=13,  y=8; 

x=21,  y=13.  21.  x=13m-5,  y=7m-6:  x=8,  y=l:  x=21.  y=8;  x=34,  y=15.  22.  x=12m, 

y=llm;  x=12,  y=ll;  x=24,  y=22;  x=36,  y=33.  23  x=17m-5.  y=14m-6:  x=12, 

y=8;  x=29, ' y=22;  x=46,  y=36.  24.  x=llm+4,  y=7m-5:  x=15,  y=2;  x=26,  y=9; 

x=37.  y=16.  25.  x=13m+46;  y=8m— 3;  x=59,  y=5:  x=72,  y=13;  x=85,  y=21. 

26.  x=20m— 17,  y=23m+l;  x=3,  y=24;  x=23,  y=47;  x=43,  y=70.  27.  x=5m— 1, 

y=7m+61;  x=4,  y=68:  x=9,  y =75 ; x=14,  y=82. 

EJERCICIO  174.  1 1 de  $2  y 8 de  $5:  6 de  $2  y 6 de  $5;  11  de  $2  y 4 de  $5  o 16 

de  S2  y 2 de  $5.  2.  i de  $5  y 4 de  $10:  3 de  $5  y 3 de  $10:  5 de  $5  y 2 de  $10  o 7 de 

$5  y 1 de  $10.  3.  l y 19;  4 y.  14:  7 y 9 o 10  y 4.  4.  5 s.  y 20  z.;  20  s.  y 12  z.  o 35  s. 

y 4 z.  5.  3 de  1.  y 15  de  s.;  8 de  1.  y 12  de  s.;  13  de  1.  y 9 de  s.;  18  de  I.  y 6 de  s. 
o 23  de  1.  y 3 de  s.  6.  8 ad.  y 20  nifios.  7.  4 cab.  y 89  v.;  26  cab.  y 66  v.;  48  cab. 
y 43  v.  o 70  cab.  y 20  vacas.  8.  4 y 2.  9.  2 de  25  y 16  de  10:  4 de  25  y 11  de  10: 

6 de  25  y 6 de  10;  8 de  25  y 1 de  10. 

EJERCICIO  175.  21-  (-1,4).  22.  (2,  3).  23.  (5.  3).  24  (-2,  -4).  25.  (3,  -4). 

26-  (-5.  -3).  27.  (-4,  5).  28.  (2,  4).  29.  (-5,  6).  30.  (-4.  -3). 

EJERCICIO  176.  1-  x=3,  y=4.  2.  x=-4.  y=-5.  3.  x=-l,  y=2.  4.  x=l,  y=±. 

5 x=i,  y=£.  6.  x=—  y=2.  7.  x=—  §,  y=7.  8.  x=— 12,  y=14.  9.  x=£.  y=5. 

EJERCICIO  177.  1*  x=3,  y=l.  2.  x=i.  y=-3.  3.  x=-4,  y=5.  4.  x=-7,  y=-3. 

6>  x=§,  y=2.  6-  x=—  y=-J.  7.  x=f,  y~$.  8.  x=J,  y=~i-  9.  x=-3,  y=10. 
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EJERCICIO  178.  1.  x=l,  y=3.  2.  x=-2,  y=-l.  3.  x-1,  y=-5.  4.  x=-4,  y=2. 

5.  x=3,  y=— 2.  6.  x=l,  y=l.  7.  x=— 2,  y=5.  8.  x=— 2,  y=2.  9.  x=£.  y=— 1. 

10.  x=4,  y=20.  11.  x=— 1,  y—  —2.  12.  x=3,  y=— 4. 

EJERCICIO  179.  1.  x=3,  y=4.  2.  x=5,  y=3.  3.  x=4,  y=9.  4.  x=9,  y=-2. 

5.  x=4.  y=—2.  6.  x=6,  y=8.  7.  x=5,  y=7.  8.  x=l£,  y=-j£.  9.  x=-l,  y=-2. 

10.  x=2,  y=3.  11.  x=$,  y=\.  12.  x=-2,  y=-6. 

EJERCICIO  180.  1.  x=6.  y=2.  2.  x=12.  y=-4.  3.  x=14,  y=9.  4.  x=15,  y=12. 

5.  x=5,  y=4.  6.  x=—3,  y=—4.  7.  x=—8,  y=£.  8.  x=l,  y=— 8.  9.  x=2,  y=4. 

10.  x — — 3,  y=6.  11.  x=15,  y=— 1.  12.  x—4,  y=5.  13.  x=6,  y=8.  14.  x—{,  y=$, 

15.  x=7,  y=8.  16.  x=— 9,  y=ll.  17.  x=3,  y=— 1.  18.  x=2,  y=3.  19.  x=$,  y=£. 

20.  x— 6,  y=10.  21  x=4,  y=3.  22.  x— 8,  y=12.  23.  x=l,  y=2.  24.  x=2,  y=3. 

25.  x=— 3,  y=-4.  26.  x=£,  y=J.  27  x=4,  y=8.  28.  x=7,  y=9.  29.  x=$,  y=\. 

30.  x=3,  y=9.  31.  x=40,  y=-60.  32.  x=-§,  y=-J.  33.  x=2,  y=4. 

EJERCICIO  181.  1.  x=a,  y—b.  2.  x=l,  y=b.  3.  x=2at  y—a.  4 x=l,  y—a. 


5.  x=ab,  y=b.  6.  x—b,  y—a.  7.  x—at  y—b.  8.  x=A  y=“.  9.  x=w-fw,  y—m—n. 

10.  x=m2,  y—rnn.  11.  x=«+b,  y——b.  12.  x=m,  y==n.  13.  x=  — a,  y—b.  14.  x=a+c, 

y—c—a.  15.  x=-i  y=— . 16.  x—ab2t  y —a2b.  17.  x=— , y=— . 18.  x—a—bt  y=a. 

19-  x—a—b,  y—a+b.  20.  x=— , y=— . 

EJERCICIO  182.  1.  x=2.  y=3.  2.  x=3,  y=4.  3.  x=l,  y=2.  4.  x=-3.  y=-2. 

5.  x=p  y=f  6 *=7*  y=f-  7- x=_1*  >=_5-  8-  *=-2*  >=-3-  9‘  x=_7‘ 

y=-f-  10.  x=3.  y=7..  U.x=±y=±.  12.x=^-b.  y=^.  13 . x=a,  y=b. 

14.  x=2 m,  y—2n. 

EJERCICIO  183.  1.2.  2 -11.  3.  —26.  4 -59.  5.-46.  6.30.  7.-17. 

8.  -95.  9.  79.  10.  -47.  11.  6-  12.  -367. 


EJERCICIO  184.  1.  x=3,  y=l.  2.  x=-3.  y=-7.  3.  x=-6,  y=8.  4.  x=y,  y=±. 

5.  *=2i  y=— 2.  6.  x=i.  y=±.  7.  x=9,  y=8.  8.  x=i,  y=y.  9.  x=-8.  y=-12. 

10.  x-a,  y=-i.  11.  x=— 1,  y=— 1.  12.  x=2.  y=j.  13.  x=5,  y=7.  14.  x=5,  y=3. 

15-  x=a+b,  y =a—b.  16.  x=— 10,  y=— 20. 

EJERCICIO  185.  1.  x=4,  y=3.  2 x=2,  y=-4.  3.  x=-3,  y=-5.  4 x=4.  y=-3. 

5.  x=l,  y=3.  6.  x=4.  y=—  2.  7.  Equivalentcs.  8.  x=5,  >’=—4.  9.  x=—  1,  y— — 1. 

10.  Incompatibles.  11.  Equivalentes.  12.  x=4,  y=— 6.  13.  x=4,  y=5.  14.  x=2, 

y=3.  15.  x=— 3,  y=5.  16.  x=-2.  y=-3. 

EJERCICIO  186.  1 x=l,  y=2,  z=3.  2.  x=3,  y=4.  z=5.  3.  x=-l.  y=l,  z=4. 

4 x=l.  y=3,  z=2.  5.  x=— 2,  y=3,  z=— 4.  6.  x=3,  y=— 2.  z=5.  7.  x=5,  y— — 3,  z— — 2. 

8.  x=5,  y=— 4.  z=— 3.  9-  x=J,  y=^,  z=$.  10.  x=5,  y=—  6,  z=— 8.  11  x=l.  y=— 10, 

z=3.  12.  x=3,  y=3.  z=-3.  13.  x=§.  y=\,  z=-*.  14.  x=i,  y=-2.  z=6.  15-  x=-2, 

y=3,  z=  —4.  16.  x=3,  y=-2.  z=4.  17.  x=6,  y=-5,  z=-3.  18  x=2.  y=3,  z=-4. 

19.  x— 1,  y=4,  z=5.  20.  x=6,  y=3,  z=-l.  21.  x=-2,  y=-3,  z=-4.  22.  x=10, 

y=7,  z=6.  23.  x=2,  y=4,  z=5.  24.  x=6,  y=12,  z=18.  25.  x=30,  y=12,  z=24. 

26.  x=10,  y=12,  z=6.  27.  x=8,  y=6.  z=3.  28.  x=10,  y=8,  z=4.  29.  x=6,  y=4.  z=2. 

30.  x-i,  y=i,  z=J.  31.  x=3,  y=2,  z=4.  32.  x=.\,  y=-|.  z=-2. 

EJERCICIO  187.  1.7.  2-45.  3.14.  4 -44.  5 115.  6 -65.  7.-171. 

8 0.  9.  0.  10.  847.  11.  -422.  12.  378. 
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EJERCICIO  188.  l.  x=2,  y=4,  z= 5.  2.  x=— 1,  y——2,  z=— 3.  3.  x=J,  y=;\,  z={. 

4 x=J,  y=3,  z=5.  5.  x=— 2,  y=  — 3,  z=5.  6.  x=8,  y=—5,  z=—  2.  7.  x=o.  y=— 1, 

z=  —3.  8.  x=— 2,  y=6.  z=7.  9.  x=-6,  y=6,  z= 3.  ' 10.  x=-5,  y=— 7,  z=-8. 

11.  x=6.  y=8,  z=4.  12.  x=9,  y=8,  z=4. 

EJERCICIO  191.  1.  x=l,  y=2,  z=3.  2.  x=l.  y=l,  z=3.  3.  x=2.  y=2,  z=5. 

4.  x=3,  y—i,  z=4.  5.  x=4,  y=2,  z=3.  6 x=2,  y=3,  z=5. 

EJERCICIO  192.  l.  x=-2,  y=-3,  z=4,  «=5.  2.  x=l,  y=2,  z=3,  w=4.  3.  x=2, 

y=— 3,  z=],  »<=— 4.  4.  X=— 3,  y=4,  Z=— 2,  m=5.  5.  x=4,  y=— 5,  z=3,  u=— 2.  6-  x— 3, 
>’=—4.  z=l,  u=— 2.  7.  x=—  2,  y=2.  z=3,  u=— 3.  8.  x=3,  y=- 1,  z=2,  u--2. 

EJERCICIO  193.  1.  64  y 24.  2.  104  y 86.  3.  815  y 714.  4 96  y 84.  5.  63  y 48. 

C.  90  y 60.  7.  81  y 48.  8.  64  y 16.  9.  45  y 15. 

EJERCICIO  194.  1.  T.,  800  soles;  somb.,  60  soles.  2 V.,  $55;  c.,  $42.  3.  Adulto, 

35  cts.;  nifto,  18  cts.  4.  31  y 23.  5.  A,  21  a.;  B.  16  a.  6.  A,  45  a.;  B,  40  a. 

7.  A,  55  a.;  B,  42  a.  8.  A,  65  a.;  B,  36  a. 


EJERCICIO  195. 


*) 


EJERCICIO  196.  1.  25  y 30.  2.  22  y 33.  3.  45  y 50.  4 A , 30  a.;  B.  42  a. 

5.  A,  40  a.;  B,  50.  6.  A,  14  anos;  B,  21  a.  7.  A,  con  l)s.  50;  B , con  bs.  65. 

8.  Menor,  70000  h.;  mayor,  90000. 


EJERCICIO  197.  1 54  y 25.  2.  57  y 19.  3.  27  y 17.  4.  27  y 5.  5 20  m x 4 m. 

EJERCICIO  198.  1.75.  2.59.  3.94.  4.83.  5.97.  6.34.  7.45. 

EJERCICIO  199.  1.  35  de  20  cts.  y 43  de  10  cts.  2 40  dc  $5  y 51  de  S4. 

3.  300  aclultos,  400  ninos.  4.  De  20  cts.  21;  de  25  cts.  23.  5.  155  de  Si  y 132  de  $2. 

6.  16  de  3 colones;  18  de  7 colones.  7.  13  trajes  y 41  somb. 

EJERCICIO  200.  1 A,  $5;  B , $3.  2.  A,  10  soles;  B,  14  soles.  3 P,  $13;  J,  $7. 

4.  A,  30;  B,  20  a.  5.  A,  42;  B . 24  a.  6.  A,  35;  B , 25  a.  7.  Hombre,  36;  esposa,  20  a. 

8.  Ay  135  lempiras;  B,  85  lempiras.  9.  Padre,  51;  hi  jo,  15  a.  10.  P.,  35  cts.;  J.,  25  cts. 
11.  A,  $1.50;  B,  S3. 00.  12.  k.,  24  a.;  her.,  18  a. 


EJERCICIO  201.  1 Bote,  7 Km/h;  no,  3 Km/h.  2.  Bote,  12  Km/h;  rio,  4 Km/h. 

3 Ida,  2 h.;  vuelta,  3 h.  4,  Bote,  12  Km/h;  rio,  4 Km/h.  5.  Ida,  2 h;  vuclta,  4 h. 
6.  Bote,  10  Km/h;  rio,  6 Km/h. 

EJERCICIO  202.  1.  10,  12,  15.  2.  Az.,  6 cts.;  cafe.  20  cts.;  frij.,  7 cts.  kilo.  3.  726. 

4.  40,  42,  45.  5.  123.  6.  80°,  55°,  45°.  7.  40  v.,  45  cab.,  25  t.  8.  523.  9.  70°, 

65°,  45°.  10  A,  bs.  60;  B,  bs.  50;  C,  bs.  30.  11.  A,  $9;  B,  $8;  C,  $7.  12.  321- 

13.  Ay  Q.  16;  By  Q.  12;  C,  Q.  10.  14.  441.  15.  A,  15;  By  12;  C,  10  a. 

EJERCICIO  203.  1.  5 m X4  m.  2.  A,  48  balboas;  B , 24  balboas.  3.  20  m x 5 m. 

4 Cairo,  S80;  cab.,  $90;  arreos,  S30.  5.  48,  60,  90.  6.  51.  7.  40  Km/h; 

15  Km/h.  8.  15  a $8.  9.  Cafe,  30  cts.;  te,  45  cts  kilo.  10.  32  dc  $40  y 18 

de  $35.  11.  12.  115-  85  soles.  13  Caballo,  $100;  cot  he,  $40.  14.  54. 

15.  30  bs.  20.  16.  A,  600  sucres;  Bt  480  sucres.  17  Ayer,  $60;  hoy,  $50.  18.  30  y 50. 

19.  Ay  24;  Bt  32  lempiras.  20.  60  y 40.  21.  Bote,  12  Km/h;  rio,  4 Km/h. 

22.  Ay  45;  B,  15  a.  23.  A , 8;  B,  9 Km.  24.  15.  25.  25  m X 4 m.  26.  16  m X 12  m. 

EJERCICIO  204.  l.  120.  2.  120.  3. 21.  4.  30.  5.  60.  6.  792.  7.  5040. 

8.  35.  9.  24.  10.  720.  11.  720,  5040.  12.  720,  120.  13.  504.  14.  6.  15.  10. 

16.  6.  17.  60.  18.  3628800.  19.  56.  20  120.  21.  40320;  120.  22  24. 
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EJERCICIO  205.  1.  16a4. 

6.  64 a'Wc™.  7.  36xKy10.  8. 

12.  a-'“fc3“c“*.  13.  m8n4x12. 


18. 


24. 


a3b° 

125' 


19. 


_ -Laiofcifo, 

32 


9x4 

ley7' 


20. 


2.  —125a3.  3.  27x3y3.  4.  36a4/>2.  5. 

-343a36V2.  9-  am«5n*.  10.  lOx^y30**4. 


14.  -243a‘°6s.  15. 

16a468  ^ 32w15n® 

81m12*  21*  " 243x*' 


49x10y,2z10-  16. 


22.  — a°b*. 
16 


x2 

4y2' 


23. 


— 8xBy9. 

11.  — 27m*n*. 


17. 


8m3 

nB 


— m4nN. 
81 


EJERCICIO  206.  1.  a1B+14  aJ54+496*.  2.  9x8-30x®y3+25x2yB.  3.  a46B-2a7i»Ha19. 

4.  49xl°— 112x8y4+64xBy8.  5.  81a264+90a355+25a46B.  6-  9x4y#— 42xiy®+49xBy4. 

7.  x2y2-2a262xy+a464.  8-  -j-x2+7x)’+7)’2-  9-  ^a4  - ^a-b2+^b*.  10.  “x3+x4y2+^x2y4. 

11.  7ial0~ ^a8^7+^aeo14.  12.  ^m8— m4n3+^n#.  13  -J-x2+-|xy2+iy'.  14-  -j-x2- 


4 . » ., 


i „ fl3  16a4 

15.  -a«H 1- . 

04  7 b 4952 


9 . 4x8 

16.  — -2x3+ — . 
4x2  9 


9 , , a8  16a4 

18.  — a*2 H . 

64  35®  81  l>'n 


25x14  x®y2  9y12 

17. 1 . 

36yH  2 100x4 


EJERCICIO  207.  1.  8a3+36a2fc+54a62+2753.  2.  64a3-144a2fc2+108afc4-275B. 

3.  125x«+450x4y3+540x2y«+216y°.  4 64x9-144x7y2+108x®y4-27x3y«.  5.  343a12- 

735a,063+525aB5?— 125a059.  6.  a24+27a21x4+243a18x8+729al5x12.  7.  512x12- 

8.  27aBJ>3-135a7fc4+225aH5®-125a9&fl.  9.  la3+4a252+ 


1344x"’y4+ 1 176x8y8-343x«y>2. 

±ah*+±l,«' 


10.  —an——a4b2+—a-b4—  — b6. 

64  20  25  123 


3 27 

12.  — X15— — Xl0)'6+—  X5)!12—  — y 

512  16  7 7 7 343  7 


11.  — 612. 

216  « 40  1000 


18 


x3  9 27y  27y3 


8y3  4y  2x3  x® 


8aa  6a 4 

14- 4- 

125  5fc3 


15a2 

26° 


125 

S/>»* 


„ 144x°  108x6  27x3 

15  64x12 + . 


r 


27a3  27a2  72 ab*  64  6« 

16.  ~~rrir~  H z H tz  4*  ■ 


343  147  21 

17 X'MH vHv10_v12a,15 

1'*  512  64  y 8 y y ' 


18.  — m”- — m4n2+ 

216  2 m 


8b 3 o 

18n4  216w« 


25 


125 


m" 


EJERCICIO  208.  1.  x4-4x3+6x2-4x+l.  2 4x4+4x3+5x2+2x+l.  3.  x4-10x3+ 

29x2-20x+4.  4 x6— 10x®+25x4+12x3— 60x2+36.  5.  16a8-24aB+4!)a4-30a2+25. 

6.  x2+4y2+z2+4xy-2xz-4yz.  7.  9-6x3-5xB+2x9+x12.  8.  25x8-70xB+30x'+49x4- 

42x3+9x2.  9.  4a4-f-8a3/>— 8a262— 12afe*+9fc4.  10.  ro#— 4w»*n+4m4n2+4m3n4— 8m2n5+4n8. 


a- 


ac  be 


2x 


11  12'  13.  -jx4-x3+^x2— 


1 


4 16  4 2 25  ' 3 ' 3 9 ”'4  3 


4x  4 


a2  2a  1 2x 


T+»-  u 


9a4  3a3  29a2  4a  16  a4  3a2 

15.  — -+ + — . 16. + 

16  4 20  5 25  16  10 


a2bs  9 262  b* 

ir+iris+ir  17-  *e-2*6+3x4-x2+2x+i- 


18.  x°— 6x®+5x4+16x3— 8x2— 8x+4. 


19.  x8+6x°— 8x®+19x4— 24x3+46x2— 40x+25.  20.  x8-8x7+16xB+4x®-22x4+24x'+4x2- 

12x+9.  21-  9— 36a+42a2— 18a3+13a4— 2a5+an.  22.  •yx®— x®4~x44~xs—  ■—  x*4~x+4. 

23.  JaB— ja°+Jia4-?as+^a3— ja+j.  24-  x10-2x9+3x8-4x7+5xB-8x®+7x4-6x3+ 

5x2— 4x+4. 
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EJERCICiO  209.  1.  x8+3x8+6x4+7x3+6x2+3x+l.  2.  8x8-12x8-6x4+llx3+3x2-3x-l. 

3.  1— 9x+33x2— 63x3+66x4— 36x3+8x8.  4.  8-36x+66x2-63x3+33x4-9x8+x8.  5.  x9-6x8+ 

12x7— 20x8+48x5— 48x4+48x3— 96x2— 64.  6.  x12-3x10-3x8+llx8+6x4-12x2-8. 


7.  a»+^s-±ai-y+±a>+^-±a s.  8.  -lx«-ix8+fx4-gx3+^x2-4x+8. 

9.  a9— 3aH+6a7— 10a8+12a8— 12a4+10a3— 6a2+3a— 1.  10.  x9-6x8+15x7-29x8+51x8-60x4+ 

64x3— 63x2+27x— 27.  11.  x9-12x8+54x7-112x8+180x8-228x4+179x8-144x2+54x-27. 

12.  1— 3x2+9x4— 16x8+24x8— 27x10+23x12— 15xf4+6x18— x18. 


EJERCICIO  210.  1.  x4-8x3+24x2-32x+16.  2-  a4+12a3+54a2+108a+81.  3. 32-80x+ 

80x2— 40x3+10x4— x8.  4.  16x4+160x3y+600x2y2+1000xy3+625)'4.  5.  a8-18a8+135a4- 

540a3+1215a2-1458a+729.  6.  64a8-192a8fc+240a4fe2-160a3/>*+60a254-12a&8+58. 

7.  xIO+10x8y3+40x#)i<,+80x4))9+80x2)il2+32yli.  8.  x18+6x18+15x12+20x9+15x8+6v3+l. 

9.  32a8— 240a‘5+720a362— 1080a263+810a64— 24368.  10.  x24— 30x2Oy3+375x18y8-2500x12y9+ 

9375x8y12— 18750x4y,5+15625y18.  11-  64x«-96x8y+60x4y2-20x3)i3+“x2y4— J-xy8+iy«. 

12.  243-135x2+30x4-jX8+^x8-^x10.  13.  64m18-576m18n4+2160m12n8-4320m9n12+ 

4860m(in10— 2916m3n20+729n24.  14.  x14-21x12  + 189x10-945x8  + 2835x°-5103x4  + 


5103x2— 2187.  16.  243a'>-135a462+30a3fc4-^a26«+^a68-^610.  16  x14+14x12y2+ 

84xltty4+280xY+560x«)»8  + 672x4ylu  + 448x2)i12+128y14!’  17.  x24-8x21+28x18-56x18+ 

70x12— 56x9+28x°— 8x3+l.  18.  x18-^x18y+9xl4y2— ^x12y3+^x10y4— ^xY+^x8))8- 


lx*yt+^-xY — Ly>.  19.  128m21-448m18n4+672m18n8-560m12n12+280m9n1o-84m0n2O+ 

14m3n24— n2R.  2*0.  ^x10+^x8y2+jx6y4+^xY+^x2y8+^y10.  21. 


6 ..  , 375  . 1876  . . 15B25 

— a3H a4 a8H a8 

2 16  16  64 


EJERCICIO  211.  1.  a8+12a85+60a462+160a363+240a264+192a58+64£>8.  2.32m10— 

240m8rj3+720m8n°— 1080m4nl,  + 810m2n12— 243«15.  3.  x12  + 6x10y8  + 15x8y8  + 20x°y9+ 

15x4y12+6x2y18+y18.  4.  2187-5103y7+5103y14-2835y21+945y28-189y38+21y42-y49. 

6.  64x18-576x18y4+2160x12y8-4320xoy12+4860xuylo-2916x3y2O+729y24.  6.  ^10+^*J:|+ 


— x°y8H — x4y9H — x2y12+y18.  7.  a6 — 

4 7 2 7 2 7 7 700  07 h 


2 a8  5a4  20a3  135a: 


a° 1 

729  27 b lib2 


b3 


+ ■ 


8.  1— 8x4+28x8— 56x12+70x18  — 56x20+28x24— 8x28+x32.  9. 


70 


105 


567 


1701  2187 


3x4y3  2x3y4  8x2y8  32xy8  128y7 


10. 


128  224 


in‘ 


b* 

128 

2187x7 
168 


486a  729 

b3  + b 8 ‘ 
224 


56 


243x6y  9x5y2 


35  21 

. — — H 70 m2  H m5 m8  - h 

m4  m 2 8 


— mii  _ ii.  x24+8x21mn+28x18m2n2+  56x,8m3n3+70x12m4n4+56x°m8n8+28x8m8n8+ 

32  128  28612  4614 

8x3m7n7+m8n8.  12.  19683- 19683fe2  + 8748fe4-226868+37868-42fe10  + — — + 

618  b™  io  10  ( 45  120  ^ 210  _ 252  ^ 210  _ 120  + 45  _ 10  + J_ 

243  19683  ‘ 131  x + x2  x3  + x4  x8  + x8  x7  x8  x9  x10 

14.  64m12— 960m10n8  + 6000m8n10— 20000m8n18+37500m4r»20— 37500m2n28+15625n30. 

15.  16384-7168x8+1344x10-140x18+^V°-^x28+^x30--^x38. 


EJERCICIO  212.  1.  10x3y2.  2.  -2240«453.  3 330x4.  4.  -4320xay3.  5.  2016a1054. 

6.  — i4rt3/>8.  7.  13440x8y8.  8.  — 330x4y14.  9.  5005a1259.  10.  495x18.  11.  — 12a510. 

12.  5670xRy8. 
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EJERCICIO  213.  1.  ±2ab2.  2.  ±5xV-  3.  3a53.  4.  -2 ab*x*.  5.  ±8x4y5. 

6.  ±‘1(1*1)*.  7.  x3y4z5.  8.  —4 ax2y°.  9.  —3 mna.  10.  ±:!)x3y4z10.  11.  10x3y®. 

3a  3a 

12.  ±3 a'b'K  13.  ±2 a2bzc*.  14.  ±lanb2n.  15.  -xny2x.  16.  ± . 17. r< 

5x-  4x3 


18.  -■ 


ab2 

2x3 


19.  :£ 


3 be* 


20. 

x2 


21.  i 


lly2 


22.  - 


5x3 

6//«4 


23.  — . 24.  ±— . 

be'  2y* 


EJERCICIO  214.  1 4x-3y2.  2.  5a2-7ax.  3.  x--2x+l.  4.  2«-+a+l.  5.  n2-5n+2. 

6-  x3— 5x*4-6.  7.  4a4-3a24-5.  8.  x4-2y— z.  9.  3— x3— x®.  10.  5x4— 7x24-3x. 

11.  2a24-2a5— 3b*.  12  x3— x24-x4-l.  13.  x3—3x2— 2x4-2.  14.  x4-t-3x2— 4x4-5. 

15.  x4  — 4x3 4- 2x  — 3-  16.  3— 6a-H»2— a3.  17.  3x3— 4x*4-2x— 1.  18.  4x*— 5x2+6x— 3. 

19.  m3— 2wi2«4-2n4.  20.  3x3— x2y4-2xy2— 2y3.  21-  4a3— 3a'-’54-2a52—  b3.  22-  6x4— Sx2)’2-!- 

4xy3— 2y4.  23.  5a3— 4a-x4-ax2— 2x3.  24.  2a4— 3a8+2a2— a+1.  25.  x5-x4  + x3— x24-x-2. 

x2  2 „ a 1 x . a c '3a*  a i 

EJERCICIO  215.  1.  --*  + -•  2. -4--.  3.  --54--.  4.- — -4--. 

2 3 x 3 a 2 4 425 


a- 


9 *4-2--. 

x 


b*  x 5 „ x2  y2  a a 2 3 52 

5.  _ + 6.  - + j-5,.  7.  J~2*y  + V 8 T_5+T- 

10.  *-5  + 1.  ll.£-5  + i 12.^  + i-i  13.5£-i  + S.  ,4.3x>  + 5 + 4. 

3 x 2 a*  3 x a x 4 3a  x* 

2 a 1 5x  x2  xy  y2  2ab  1 7xy 

15-  ---4---  16  -r—TT-'-  17.  — ---4-r-f. 


i)X 


3a 


1 2 

19.  -x:<-x-  + -x  + 2. 
2 3 


7xy  2 

1 2 0 3 1 

20.  — a8 a-  4-  *7  a — 

2 3 4 2 


>a  b 


3ax  1 2m  n 
18. + 


mm 


9 ax 


EJERCICIO  216.  1.  2— 3y.  2 4a24-552.  3.  x24-x4-l.  4.  2x2-x-l.  5.  l-3x+2x2. 

6.  2— 3x4-x2.  7.  x3— 2x2— 4.  8.  x4-xl— 2.  9.  2x2-3x4-l.  10.  3a2— 5a— 4.  11-  a2- 


16.  x3— 4.vs4-2x— 3. 

EJERCICIO  217. 


3xy+5y2. 

13 

X2 

X 

1. 

-4-2. 

2 

3 

2a 

35 

6.  — + 1 + — . 

3b 

4a 

2.  a3 4- . 3.  --3  4--. 

2 3 2 x 


a b 

4-  — - — 1 H . 

2b  2 a 


2a  1 x 

5.  . 

3x  2 3a 

EJERCICIO  218.  1-  \/x.  2.  </m*.  3.  4'i/a3.  4 xVy.  5.  bVa*Vb. 

6.  x\fx'i/y<fi.  7.  2 b*Va*Vb.  8.  3<!/x5</yi'Vz*.  9.  beVabe 3.  10  Swr^x/n2. 

5 T 1^  £ £ £ 

11.  4 a*b*yTiVF‘.  12.  5 Vm*n*)T*.  13-  a*.  14.  x3.  15.  x2.  16-  m*.  17.  2x4.  18.  a253. 

70  2 M 2 3 9 J_  -i  ® J?  _L£l 

19.  3x2y\  20.  2 a*b*c*.  21.  5ax5y5z3.  22.  3m°n3.  23-  3a253.  24.  ambnc'. 

a*  3 „ 1 . 3 _ 1 - a2c 

EJERCICIO  219.  1.  — . 2.  — . 3-  r-  4.  r.  5 — 


5s 


x“ 


6~ 


4x-‘  a 5 

7-  -•  8-  TT 


14. 


r 

4a-c3 


9.  — . 10.  3xy5. 

2 


15. 


16. 


7 

3aTx4 


17. 


a4b- 

X2)*3 

m2w5 

7 

2 a2c 
* 5 3 

12. 

aW  13. 

xy2z3 

3n2 
8 m 

i 

! 1 

00 

H 

* « 

a4/;5 

3c4 

3 7 

19.  3a:,m*n *. 

20. 

z* 

8 R* 

x3y4 


EJERCICIO  220.  1. 


a'2b2 


2. 


xy2 


3. 


5x  *y 2 

12.  — - — . 

_ j_ 

9m2n  2 

l 

18.  a*b\ 


8. 


3 


5ma 


13.  2a-'. 


19. 


2 m*n  4 


3 


EJERCICIO  221. 

7.  Vx^Vy2.  8. 


1. 


a2b»c* 

14.  3 ab-2. 
1 

20.  a3x~2y2. 
Va 


9. 


r/i",?r2x8 
1 


i 

-2 


10. 


RESPUESTAS 

1 

3a53’ 

1 


5. 


• 567 
3 

2' 

7c8 


11. 


2. 


x*y 

18.  x^y3. 

21-  3a363x-1. 


a ■'  b 3r- 


16.  4x-)r2. 


17. 


xy4 

3 

3a3x3/4 


22.  3x2y4z*.  23.  m2n*x2. 


a 


rv'a"  'Vx 


9. 


1 


4. 


10 


^3 


•yx2>J/ri 


11. 


2^ 


13. 


20. 


1 

xV7' 

1 

3 »' 
a384 

1 


28.  „ 
243 

7 

36.  1-. 
9 


b 

14.  - 

a 

3 

21.  x14. 


29.  9. 
37.  729. 


b 1 

15.  . 

a •$rx 

7 

22.  FF. 


16.  -.  17. 


3v- 
23.  — . 

■£ 
v 3 


a- 


x2y2 


xWVn2 

J£  £ 

18.  a3x2. 


6 

12. 


19. 


30.  4.  31. 


EJERCICIO  222. 


343 

39.  2—. 
4 


2.  18f. 


7.  36*. 


8.  3f 


EJERCICIO  223. 

_ 1 i 

9.  x 8.  10.  3n8. 


38.  7^. 
32 

!•  it- 

9 126* 


I.  x-‘.  2.  fl-*. 

II.  4 a 2 12.  1. 


3. 


32. 

40. 

18 


24. 

32 

243' 

27 

125' 


m 2 n 


28.  64. 


33.  1-. 
2 


26.  4. 


34.  li 
5 


«!• 


42.  32.  43.  81. 


4VZ 

1 

a\/a 
2 £ 
3 mdn4 

5 * 

27  27. 


35 1-. 

2 

44. 2-. 
3 


4.  512-; 


_3 

5.  x4. 


5.  86*: 

27 


6.  27*. 


3.  1.  4.  «*. 

13.  x-3.  14.  6. 


6.  a.  7 3m  ®.  8-  2a*. 

15.  air3.  16.  b. 


17.  m 'n.  18.  28  *. 

*.  2. 

EJERCICIO  224.  l.  <r8+2a-«+a-2+2.  2.  x4+xs-2+3x-2-x-«.  3.  x8-2x8+l. 

— — i.  _£  < 3I 

4.  2a+a4— a2+3a4— 2.  5.  3a8— 5+10a  8— 8a-2.  6.  x4— 4x4+4x  4— x 4.  7.  b'3+a-2b-'+a-*b. 

_5J>L  __i_  _s  81 

8.  x-l2jr»+x-V+*'V-  9.  a48-4-a4£r8+5a  *b'-3a  *.  10 . a*2+a~28  2+a-'b-'+2b-2. 

— i-i  _T_  «_  «_  6 S_ 

11.  4x2+3x2y2— x2y2.  12.  x8-7ax8-3a8x-9a8x8.  13.  15a8+a2-19a+17-24a-»+10a-2 

8 i 8 1 i _2 

14.  2— 7x_l+9x"2— X'8— 7x'4+4x-5.  15.  m2+m2n—n2—m-'n2.  16.  a— 6a5+a  *. 

1 _±  * 

17.  2m+4m3+2+4m  8.  18.  x-^-llx-^+l.  19.  x-*y2+4+13x2y4+6x3y-«. 

2 i 8 i 
20.  3+7 a~  3b2+a-2b2-a  3b2. 


568  • algebra 


EJERCICIO  225. 

3 JL 

8.  a£  9.  m 4- 


£ _ £ _ i. 

1.  a4.  2.  x‘£  3.  m4.  4.  a~3.  5.  x4.  6.  a 2.  7.  x 3. 

2 3 5 1 2 


10.  a 


3 


11.  2x5.  12.  a 4.  13.  xy.  14.  a 2b  3.  15.  a36'4. 


16.  y\  17.  mV «.  18.  2x-y.  19.  a1264.  20.  x 4. 

i  1 3 L L 

EJERCICIO  226.  1.  x-4+3x2+2.  2.  a3-2+a‘  3.  3.  m2+2-m-2.  4.  2x4-x2+2xv. 

2 2 Z 1 _ 1 

5.  m3_2-f 2m  8.  6.  a4+2a4— a 4.  7.  x-3— 2x“2-fx_l.  8.  a-*b  r>+a-3b-*+a  lb  l.  9.  m+m-rr1. 

_3  1_  _ _1  _i_I  2 _ £ 

10.  5a2— 3a+4— 2a1.  11.  a46“3+a45"2— a 4b  l.  12.  x_1-h2x  2y  2+2y-1.  13.  m5— 2— m £ 

1 2 31  1^3  1221  2 £ _ £ £ 

14.  2— 2x  34-2x  3.  15.  4x2— x2y2-\-xy— x2y2.  16.  x— 2a3x3+a3x3— 3a.  17.  a— a2fr2-hb— a 2b 2. 

.i  2 1 2 _£  J i _ i £ 

18.  m 4«-~3m  4— m *n  2.  19.  x2y_1+5x3y *3-f2x4);“5.  20.  a :ib2+ 2a  3b—a  2b2. 

9 3 1 

EJERCICIO  227.  1.  a2.  2.  a-®5-3.  3.  a3.  4.  x4.  5.  m2.  6.  a 2.  7.  x"«y2. 

2 £ 

8.  4a&£  9.  a~'2b~*.  10.  x4>r3.  11.  243 a2lr'*.  12.  8m  2n-£ 

I i £ ^ 1 £ 1 

EJERCICIO  228.  1.  a+2a2b2+b.  2.  x2-  2x4y3+y3.  3.  m 1+4m2-h4m2.  4.  (r*b«- 

_ £ _ £ 1 3 3 £_ 

2ab+aiib~4.  5.  a-2—6a~lb  4-h9 b 2.  6.  a”4+2a~2fe2-f&.  7.  x2— 2x*y  2+jrl.  8.  m_4n2— 

_3_ii  ££££  1 £ 

2m  2w  4+mn~2.  9.  a-h3a353-h3a363-h 10.  x2— 9x3y  1+27x3yi—  27y~3.  11.  m24* 

1_£  2 o _ £ £]i£ 

12m3n  2+48mV8+64rT  2.  12.  8a~l2-36a-V  2+54<r4irl-27&’  2.  13.  x2-3xy3+3x2y3-y. 

32418  1 _ 2 4 5 i_ 3 

14.  a2*f4a268-f 6afo3-h4a252-h&8.  15.  x*8— 4x_ft)»  3+6x-4y  3— 4x“2y_1+y  3.  16.  x3+5x3y  4-f 

£££!  is  £ 1 3£-  2 4 £ 

lOxy  2+10x3y  4-h5x3)r3-hy  4.  17.  m2— 5m2w3-hl0m2n3— 10mn+5m2n3— n3.  18.  a12— 

£ £ £ II 

12«,om2+60a8m-160a®m2-|-240«477i2~192a2m2+(i4m3.  19.  x-15+5x-12y4+  10x-Dy2+ 

£ r*  £ i i 1 

10x_ay4-h5x~3y-hy4.  20.  fl-4-h6a-3+13a_24-12fl",+4.  21.  x— 2x4+x2-h4x4— 4+4x  2. 

1 £ !3£  _2££ 

22.  a-h6a2-hll-h6a  2-ha_1.  23.  m2+4m4— 2m  2— 12m4H-9m.  24.  ab  3— 4 a2b  3-h6— 

_£  £ 2 £ £ £ £ £ £ _£  _£ 

4a  263+a^168.  25.  x2+3x4— 5x4+3x4— 1.  26.  a2— 6a3-hl5a3— 20+15a  3— 6a  3-fa2. 

3  4 1 £ 2 £ 

27 . rn 2 + 6m3 -f  1 5m  8-j-  20m  -f  1 5m  G+ 6m3-h  m £ 


£ _ £ £ 1 £ £ 
EJERCICIO  229.  1.  x-2-h3x-H2.  2.  m2+3+m  2.  3.  3a3-a3+4.  4.  a+2a4-3a2. 

£-£  _ 2 I 2 i _ i 2 2 £_  1 

5.  m2n  3— 2-hm  2n3.  6.  a5— 4a5— 3.  7.  a1— 2a  2+3.  8.  x3— 2-hx  3.  9.  a2+aA— 1. 

m2 

EJERCICIO  230.  1.  ax-'-^+a-'x.  2.  *-2*1+r*.  3.  a2-5<rl+2a-2.  4. 5+ 

3 fl2  2 

3 rn  '1.  5.  — xy1 — -+—  x_Iy.  6. hox-1—  n-'x.  7.  3m2+5+5m~2.  8.  -^abx-ly_1— 

5 ' 2 3'  Q 7 * 

1 £ _ i 1 £ £ — i 

4+  Ta~*b~*xy.  9.  a2b  3— 2-ha  2^3.  10.  a262+3— a*25*2.  11.  x2y3— 4-fx  2y  3. 

EJERCICIO  231.  1.  3V2.  2.  12V3.  3.  2s/2.  4.  2^T.  5.  6^5.  6.  5aV25. 

7.  21xy2Vx . 8.  3a2bW3ab.  9.  3r23\/5m.  10.  4a253c4\/lla6c.  11.  4y2N/2x^y. 

4v2 

12.  2n2^ m2n2.  13.  10ax2y3z4^20xz.  14.  2abc3^/3h.  15.  3x2y3z4,^5)£.  16.  —^-'%/x2y. 

5 
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17-  8xy3,^2x2y2.  18.  m3V3aw«  19*  — yi/Sa2b.  20.  21.  3Va-h2b.  22.  aby/‘3a— 3. 

23.  2yV2x2+4x.  24.  ( x-y)V2 . 25.  (a-b)Vn+T>.  26  (m+n)vfa.  27.  (3a-6)v^f. 

EJERCICIO  232.  1.  ^V5.  2.  iv6.  3.  V?. 

5 


2.  -V6. 

4 


a . — 

6.  — V2x. 
4x 

2 _ 
12.  — ^3x. 
3x 


7.  -f—v'gy.  8.  — Vornn.  9-  V30a. 

3ys  7 m'2  2x 


4.  -VS. 
2 

1 


5.  iV6. 

6 


10.  -^18. 

3 


11-  VZ5. 


13.  5x^26. 


14. 


-Viab-x2. 


15-  3^4a2xy*. 


2ab'2 

EJERCICIO  233.  1.  VS.  2.  x/2.  3.  VZ.  4.  V2.  5.  3V?  6.  VSab.  ^ 

7.  5^7 aP.  8-  yx/3x.  9.  xyV2y.  10-  nV2mn.  11  ax2 Via.  12.  nxVm’2x. 

EJERCICIO  234.  1-  VT2.  2.  Vl5.  3.  \/25a'-’//.  4.  Vj.  5._\/18a4.  6-  x/75x4y2. 

7.  8.  ^I28m“.  9.  ^128a5P.  10  vP+aP  11.  V2x2+2x.  12.  Vx2-3x+2. 

EJERCICIO  235.  1-  ^125.  -^4.  2.  ^4,  VZ.  3.  v^29,  Vl56,  x/512.  4.  Vfi4, 


V^iT,  VT25,  v'iB.  5.  ^l25x»,  Vl6x4y2,  Vla2b.  6.  VM a®F.  VTlcfiV,  v/5aV. 

7.  v/512aux0,  vBa^m8.  8-  Vx15,  vBy®,  V25mu.  9.  V243aB,  Vl668,  V'iBx®. 

10.  2^?,  3\/64P,  4v'125x®.  11.  SVa12,  Jv'P,  4\^cI».  12-  V32m5,  3Va“x*,  2Vxy. 

EJERCICIO  236.  1.  V£,  ^2.  2.  x}^  >^15.  3 x^iS,  x/Il.  4-  VZ2,  VZ, 

VS.  5.  Vi.  VZ,  Vl5.  6.  ^9‘,  VS, 


EJERCICIO  237. 


1.  -8V2.  2.  3V3.  3.  -29V5.  4.  -18V?.  6.  ~V2. 


6.  -1V3. 


7.  ±V5. 

4 


8. 


9.  5aVC.  10-  aVy.  H-  2xV3. 


12.  -V2.  13-  jj^.  14-  aVcfi. 

EJERCICIO  238.  1-  vB— 3vB.  2.  2V1-VZ.  • 3.  V5— 12V1.  4.  5v?-2CK/o. 

5.  4\/3.  6.  4x/T1— V5.  7.  10v^-jV7.  8.  ±VZ~VS.  ».  lvB+|V6.  10-  -JV3. 

11.  .W2.  12-  12x/7.  13.  2xVa+lVb.  14.  2 nVm-mVn.  15-  4 bVSx.  16-  0. 

17.  4a'-Vx+3y.  18-  2Va+l.  19-  2 Vu—b. 

EJERCICIO  239.  1.  x/2-2x/3.  2.  7^3-3VB.  3-  VS—2V2.  4.  2x5/6+V'5. 

5.  lV'2.  6.  4VZ-ZV2.  7.  4VB-9VB.  8.  ^VZ+^Vs.  9.  V9—VS- 

10.  11.  V2.  12-  llx/3.  13-  4x/5-18^.  14-  0.  15-  2bVZa. 

EJERCICIO  240.  1-  3^2.  2.  30V7.  3.  VS.  4 3Vi.  B-  50x/6.  6-  xVlO- 

7.  450.  8.  18a^.  9.  84VT5.  10-  (iVU.  H-  30x^4.  12-  ±V2. 

13.  —Vai.  14.  ^-VSiy. 

ax  y2 

EJERCICIO  241.  1 2-V6.  2.  30+14\/T5.  3.  20\/3+24v'5-20\/§0.  4.  \/6-4. 

5-  55+13VT5.  6.  54+7V21.  7.  3a-2x-,Wax.  8.  791-111^35.  9.  V10-V15-1. 

10.  5VT5-V6-21.  11.  15+3\/2+7\/l5-2v?0.  12-  3a+2+3Va2+a.  13.  3a+3fc- 

iVa^—aT).  14.  l+x2+3x\/I=P. 15  3a-l+3\/a2-l.  16-  2x+10-8V5+2. 

17.  5Va2-fax— 6x.  18*  3a— x— 3\Za?—x2. 
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EJERCICIO  242.  1 xVix.  2.  24a Via l/-.  3.  4.  2a\/27a®ft”. 

5.  5Vx^®.  6.  »«Vl28OT.  7.  -V&.  8.  \/2x.  9.  10.  ±-s/9. 

^ 81/ 

EJERCICIO  243.  1-  2V2.  2.  -JV£  3.  ^-VSy.  4-  yvT.  5.  — . 6.  i-vf. 

7.  2\/ax.  8.  2xx^.  9.  >^12. 

EJERCICIO  244.  1.  ■^'^32.  2.  -^8  lx®.  3.  'Z/8aib2.  4.  -i-O'&x®.  5.  -Iv^l25mwu. 


6.  vT2y2z.  7.  m^/m. 

EJERCICIO  245.  1.  32.  2.  12.  3.  175.  4.  S'tfT  5.  m2asbV2asb.  6.  2xV2x. 

7.  Ofe^/Oa^R  8.  3\/2.  9.  32 a2x.  10.  4x+4.  11.  9x-9a.  12  192a62Va. 

13-  5-2VS:  14.  35+8Vg:  15.  12-2V55.  16.  211-60\/7.  17-  2x-l+2Vx2=x. 

18.  17x+l—8Vx*+x.  19.  2a-2Vo2=I.  20.  10X-3+4VSX2-!. 

EJERCICIO  246.  1.  Va.  2.  V2.  3.  V5.  4.  '4^3a.  5-  ^a.  6.  \/2. 

7 'J/5a.  8.  -yifa.  9-  </2f.  10.  4/a26®.  11.  Vx*.  12.  x/a+fc. 

EJERCICIO  247.  1.  ^V3.  2.  ^V2.  3.  Jv5.  4.  — V2ax.  5-  -£-■& 2a . 6.  i^Sx2. 

3 2 20  x 2a  3x 


7.  i^a®.  8.  — -e^x2.  9 -'^5x2.  10.  ^-'5/4a7  11.  — Vmm. 

a ox  3 


EJERCICIO  248. 

19-7vl0 


5. 


3 


6. 


10.  97-1 1V77. 

14.  2x— 1— 2\/x2-*x. 

a—'/aZ—b2 
18  — — - 

EJERCICIO  249. 

, 3+\/l5-V6 
6 

EJERCICIO  250. 

3V21-13 


1.  4V2-5. 
95\/2+76vf 

a.  2*2$. 


2a 

2.  2+V*3.  3. 

9V6+21 


3m 
2VlO— 7 


12. 


4. 


V25x. 

25  ax 

17+3VS5. 


7.  - 


8 


6V5I-29 


12. 


16v/3+3v/2 


15.  2v/a2+a-2a-l.  16 


10 

x+4+2\/2x+4 


17 


13. 


9.  - 


14+9V5 


2 a—x+Vax 


4a— x 

a+2— Va2+4a 


17. 


2 


1. 


2+V6+V10 


2. 


14-12\/S-2V'5+5V'6  3 2V^+8x/5-5Vl5-l 


24^2-4^3+10^6-5 


23 


6. 


23 

5v^-14Vo-6vl0-9 


22 


1.  V6-2. 


2.  - 


3+2VI5 


5. 


6. 


22+5v30 


19 


7 - 


17 

66+29V6 


3.  - 


31 

7+3Va 


4.  - 


7+2VT0 

3 


30 


8. 


36— 5V?7 


17 


EJERCICIO  251 

9.  6.  10.  15. 


1 12. 
11.  20. 


2.  8. 
12.  11. 


3.  2.  4.  1.  5.  5.  6.  4. 

13.  15.  14.  17.  15-  2. 


7.  9. 
16.  9. 


8-  10. 

17.  5. 


18-  1.  19.  6.  20.  4.  21.  9.  22.  6.  23-  -5.  24.  a.  25.  (a+6)2.  26.  (a-1)2. 


EJERCICIO  252. 

9.  9.  10.  11. 


1.  4.  2.  9.  3.  16.  4.  25.  5.  1.  6.  7.  7.  9.  8.  3. 
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EJERCICIO  253.  1.  ai.  2.  «V2.  3.  6 4.  9*.  5-  /VST  G-  3 b2i.  7 /2VJ. 

8.  iV 7.  9.  3V3/.  10.  2 m'H.  11.  $/.  12.  jVoHF. 

EJERCICIO  254.  1 6/.  2.  7*.  3.  36«.  4.  22/.  5.  (2a+a2+a3)/. 

6.  15 V§i.  7.  15V§/.  8.  7a2i. 

EJERCICIO  255.  1.  -20.  2.  -63.  3.  -960.  4.  -VS.  5.  -6V§5.  6.  -15. 

7.  -84.  8.  — 42i.  9.  —30*.  10.  360.  11.  15Vxy.  12.  -5.  13.  86.  14  56+3VS. 

EJERCICIO  256.  1.  2.  2.  V5.  3 3V5.  4.  3V2.  5 5VZ.  6.  6.  7.  2V3. 

8.  3V7>.  9.  V3.  10  VS. 

EJERCICIO  257.  ’ 1.  7+/.  2.  —6+3*.  3.  20-4/.  4.  21+10/.  5.  -2+3/. 

6.  (5+V2)+7i.  7.  6+(V2— V3 )/.  8.  (3+V2)+(l+V5)i. 

EJERCICIO  258.  1.  14.  2.  -10.  3.  18.  4 -14.  5.  16.  6.  2V2. 

EJERCICIO  259.  1.  -2-5/.  2.  5+14/.  3.  6+7/.  4.  -1-4/.  5 7+3/. 

6.  8+130/.  7.  2-11/.  8 2+(V>— V3)/.  9 (V2-V3)-ll/.  10.  15-(V7+V3)/. 

EJERCICIO  260.  1.  -2i.  2.  6/.  3.  -14*.  4.  2V2«.  5.  2V§*.  6 -8V§«. 

EJERCICIO  261.  1.  3-29/.  2.  2-29/.  3.  41+11/.  4.  103+7/.  5-  17+2V2/. 

6.  (20+VS)+(5V3— 4V2)/.  7.  (V6-VID)+(2+Vl5)/.  8.  -l+3Vl5«. 


EJERCICIO 

262.  1.  2.  2.  13.  3.  27. 

4. 

28. 

5. 

27. 

6.  86. 

EJERCICIO 

4+3/  3-29/ 

26-83/ 

8+21V3/ 

— 2+9Vl0i 

263.  1.  i.  2 — — . 3.  • 

4. 

5.  — 

— 

6.  

5 25 

85 

73 

37 

EJERCICIO 

265.  1.  1,  -j.  2.  2.  -j.  3.  - 

-3, 

-8. 

4 

7,  9. 

«f 

6.  5,  -3 

3 

5* 

7.  -6.  6-i- 

o 

8.  -1.  1^.  9.  j.  10.  4,  —2rj, 

11. 

-7,  ■ 

-8. 

12.  },  - 

^ 13' 

4 

14  - -- 
2’  18' 

1 7 1 2 3 

s’  O'  5’  5'  4 

1 

2 * 

18. 

7.  -7 

1 

2 ‘ 

EJERCICIO 

266.  1.  3,  -1.  2.  2.  -11.  3. 

1,  5. 

4. 

T-f 

5.  -2, 

-4  « 

6.  5. 

7.  1.  8.  7, 

-3-i.  9.  3,  -1^.  10.  3,  -4. 

11.  - 

i 

2* 

_ 1 
3 * 

12.  -1 

, -6. 

EJERCICIO 

267.  1.  1,  2.  2.  5.  -3.  3. 

8* 

11. 

4 

15,  - 

19.  5. 

-1.  -8. 

6.  13,  —5. 

7.  17.  -12.  8.  9.  -2.  9.  11 

l,  - 

-1. 

10 

3,  - 

8. 

EJERCICIO 

268.  1.  3,  -j.  2.  2,  -1 

5 

~h' 

3.  6, 

15. 

4 8. 

A 3 

-47. 

5.  l+vn.  i 

-VII.  6.  1.  -5.  7 1.  -1 

a 

8.  4, 

-1. 

9 5, 

-18. 

9+V41  9-V41 

I 

1 

1 

10.  10.  — — . 

11.  - • r • 12. 
5 5 

3. 

23  * 

13. 

2'£- 

14.  4,  2f. 

15.  5.  -{. 

16.  2.  -11.  17.  3.  -11. 

18. 

-3. 

1-. 

29 

19 

3,  -l{. 

20.  3+ VIS, 

3-V13. 

EJERCICIO 

269.  1.  3.  -2.  2.  2,  -9- 

3. 

5,  - 

13. 

4. 

9,  -12. 

5.  -4, 

1 

o # 

6-  V 

„ , 3 2 _ 3 6 

7*  5 * 8'  5’  T*  9‘ 

-20.  £ 

10.  2. 

4.  11. 

3.  -frf 

12.  6,  — . 

13.  8.  -9.  14.  -2,  -lj. 

15. 

3,  10. 

16. 

12.  -3i. 

17  6, 

-l. 

18.  -3,  -4. 

19.  7.  -T.  20.  -.  4—. 
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EJERCICIO  270. 

3ab 
~2~ 


1.  5a,  —7a. 


4a  9a 

2.  — . . 

2 


b 2b 

3.-, 

a a 


6. 


—ab. 


_ a 3 a 

7'  V -T- 


li.-Uf 

17.  -8.  6a. 
23.  2a,  —3a. 


13.  a—b,  a+b. 
18.  — m,  m+2- 


8.  —a,  b.  9.  2a,  — 3b. 
b b 

14.  — — m.  — + m. 

2 2 


. 2b  lit 

4 T’  IP 

io.  — . - — 

2 3 


5.  4a,  —5a. 
11.  —a,  a+&. 


15.  2a— 6,  2a+fe.  16.  a,  2. 


a 

24. 


EJERCICIO  271. 

7 ±VU.  ° - 2 


2 a— 2 

1.  ±4. 


19.  2m3,  -m3 


25.  2a. 

a 


5 a 6 
20.  — , -. 
2 3 

2b 

26.  6,  - — . 


21.  2a,  --. 

2 


8.  ±y.  9.  ±iV7. 


2.  ±VI1.  3.  ± i \/2. 

10.  ±2.  11.  ±V5. 


5 ±3v^. 
12.  ±3.  13.  ±3. 


4.  ±-. 

3 


EJERCICIO  272. 


6.  0,  -i. 


1.  0,  5. 


2 0.  -8. 


7.  0,  -ly. 


8.  0.  -1. 


3-  0.  y. 


4.  0. 


2b  b 
22.  — , -. 
3 2 


6.  ±6. 

14.  ±1. 


5.  0,  — 8y. 


EJERCICIO  273. 

8.  0.  5.  9.  3. 

EJERCICIO  274. 

16.  1.  17.  -4. 


1.  2.  2 5.  3.  1.  4.  4. 

10.  1,  6.  11.  1,  16.  12.  9. 

11.  1.  3.  12.  2,  4.  13.  -1.  3. 

18.  2,  -2.  19.  -2,  5.  20.  2. 


5.  1. 

13.  1. 

14.  -1,  -3. 

21.  2.  2 4. 


6.  4. 
14.  2. 


7.  2. 


15.  2.  -3. 
22.  -1,  3y. 


EJERCICIO  275. 

5.  7.  6.  8 y !). 

arreos,  225  sucres, 
de  18  soldados. 
19.  8 a $3. 

25  Q.  90. 

7 colones. 


1.  7 y 2.  2.  60  y 36.  3.  A,  14;  B,  11  anos.  4.  45  y 15. 

7.  12  m x 8 m.  8 40  sacos,  bs.  25.  9 Caballo,  900  sucres; 

10.  15  y 8.  11.  17  y 6 anos.  12.  36  libros,  So.  13.  10  filas 

14.  50  soles.  15.  6.  16.  16,  $12.  17-  30  a $5.  18.  10. 

20.  6 h.  21.  10  cab.,  S200.  22-  4.  5,  6.  23.  12  y 15.  24.  30  a 5 cts. 

26.  32  y 11.  27.  15  n y 5 m.  28-  40  Km  por  hora.  29.  12  dias, 

30.  18.  $5.  31  7.  32.  10  anos.  33.  10,  S4. 

EJERCICIO  276.  1.  Reales  y desiguales,  racionales.  2.  Reales  y desiguales,  irracionalcs. 

3 Reales  e iguales.  4.  Imaginarias.  5.  Rcales  e igualcs.  6-  Reales  y desiguales,  irracio- 
nales.  7.  Reales  y desiguales,  racionales.  8.  Rcales  e igualcs.  9 Imaginarias.  10.  Realcs 
y desiguales,  irraciouales.  11.  Imaginarias.  12-  Reales  y desiguales,  racionales. 

EJERCICIO  277.  1.  Si.  2 No.  3.  Si.  4-  Si.  5 No.  6- Si.  7.  No.  8.  Si.  9.  Si.  10  No. 

EJERCICIO  278.  1.  x2-7x+12=0.  2 x2-2x-3=0.  3.  x2+12x+35=0.  4.  x2-x- 

110=0.  5.  2x2-3x+l=0.  6.  5x*+ llx+2=0.  7.  3x2-7x-6=0.  8.  2x2  4- 7x4- 6=0. 

9 8x2— 2x— 3=0.  10.  7x2+33x— 10=0.  11.  3x2-13x-30=0.  12.  Sx24-17x4-2=0. 

13.  x2+34x— 936=0.  14.  x2+26x+165=0.  15.  x2-2x=0.  16-  3x24-x=0. 

17.  x2— 25=0.  18.  4x2— 1=0.  19.  x2-14x  4-49=0.  20.  3x2-13x-88=0. 

21.  12x2+64x+45=0.  22.  14x2+73x-22=0.  23.  x2-ax-2a2=0.  24.  12x2+55x- 

2b3— Q.  25.  2x2— mx— m2=0.  26.  x2— ax+ab— 52=0.  27.  6xl— (3a— 2b)x— ab=0. 

28.  x2— 2x— 1=0.  29.  x2— 4x— 1=0.  30.  x2-6x+10=0. 

EJERCICIO  279.  5 y 6.  2.  -13  y -20.  3.  17  y -1".  4.  -7  y ->l’ 

. R 3 
3 


3.  17  y -18. 
1 


5.  -13  y 19.  6.  2 y -P  7.  -6  y 8.  y y -y.  9.  -14  y y.  10.  -3  y -y. 


a a 2 3 

n-  r y t- 

y 1— ■ \/o. 
y -5b. 


12.  - y — • 

ft  J it 


„ _ 3 2 

13'  t y -7- 


14.  o y 


17.  |+V3  y |-V3. 

2m  m 

21.  — y . 

3 6 


18  -7+v7  y -7-vT. 


„ „ 3 4 

15.  — y — . 

1U  8 7 0 

19  2 a y —a. 


16.  l+\/5 


20.  -2b 
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EJERCICIO  280.  1.  (x-7)(x-9).  2.  (x+ll)(x+13).  3.  (x-31)(x+5).  4.  (2x-3) 

(x+2).  5.  (4x-l)(3x+2).  6.  (5x+l)(x+8).  7-  (6x-5)(x+2).  8.  (4x-3)(3x-4). 

9.  (4x+7)(2x+9).  10  (9x+7)(3x+l).  11.  (6x-5)(5x-6).  12.  (llx+12)(x-15). 

13.  (3+x)(2— x).  14.  (5+x)(l— 2x).  15.  (3+2x)(5-2x).  16.  (l+4x)(4-3x). 

17.  (8x-7)(9x+l).  18.  (6x+l)(6-5x).  19.  (10x-3)(x+21).  20.  (20+x)(5-x). 

21.  (x-l)(18x+49).  22.  (3x-2a)(2x+«).  23.  (5x-3y)(x+5 y).  24.  (3x-7m)(5x+m). 

EJERCICIO  282.  1.  1.  -1.  i,  -«.  2.  -1.  — ' — — . 3.  3.  -3.  3i.  -3 i. 

2 2 


4.  4.  -4,  4 i,  — 4».  5.  -2,  l+iV3,  l-iV3. 

2-2V3L  8.  3.  -3.  — — . 3~3V5\  . 

2 2 

-l-iV3.  10.  2V2,  -2V2,  2 V2i,  -2V2i. 


6.  5,  —5,  5i,  —5/. 
-3+3V3i  -3-3V3i 

2 * 2 ■ 


7.  -4,  2+2 \/3i, 
9 2.  -1+iV3, 


EJERCICIO  283.  1.  ±1.  ±3.  2.  ±2,  ±3.  3.  ±2.  ±5.  4.  ±5,  3:6. 

6.  ±1,  ±2 ».  6.  ±3.  ±5i.  7.  ±7,  ±2i.  8.  ±1,  at  Vo.  9.  ±3.  ±4.  10.  ±2.  ±2. 

H.  ±«-  12.  ±iV3.  13.  ±2,  ±4\/S5j.  14.  ±i, 

* a 3 


EJERCICIO  284.  l.  -1.  2. 

5.  1.  2.  6.  ±4'  -7*  7- 

11-  25,  4-  12.  16,  4- 


9.  1,  4. 


4 3:  Vo,  3:2. 
10.  4,  9. 


EJERCICIO  285.  1.  v2+v5.  2.  V5-V3.  3.  l+v7.  4 5-v7.  5.  v3+vTI. 

6.  V2+Vn.^  7.  V5+vU  8.  9-V3.  9.  V6+V15.  10.  V7+V2I.  11.  2V3-V2. 

12.  3V5+VI0.  13.  3V5-2VT.  14.  15— 2\/7.  15.  5VII-3V2.  16.  4^5+4V3. 

17.  7 VS".  18  4+4v'2-  19.  2+V2.  20.  2+V3.  21.  1+V7.  22-  V3+\/7. 

23  v^+VlS.  24.  Vli-vll.  25.  2V5-vlO.  26.  V3+V6.  27.  3Vl0-2Vf. 

EJERCICIO  286.  1.  31.  2.  60.  3-  150.  4.  437.  5.  -44.  6.  -170. 

7.  -45.  8.  -416.  9.  113.  10.  152.  11.  34-  12.  3-.  13.  2-.  14.  10-5-. 

4 3 8 12 

15.  49.  16.  -144.  17.  -ljj.  18.  -7i.  19.  -244-  20.  87.  21.  -20j. 

22.  -I-7  23.  21^.  24.  56.  25.  -ISSp 

EJERCICIO  287.  1.  16.  2.  -111.  3.  -1.  4.  4^.  5.  1.  6.  7.  . 

_ 33  128 

8.  -5.  9.  12.  10.  14.  11.  40.  12.  17. 

EJERCICIO  288.  1.  232.  2.  1786.  3.  -1752.  4 11840.  5.  - 17040.  6.  -10050. 

7.  227.  8.  134-  9.  1424.  10-  -139|.  11.  697.  12.  5637.  13.  272.  14.  -307- 


EJERCICIO  289.  1.  +3.  5.  7.  9.  11.  2.  -5-19-  16.  13.  10.  7.  4.  1.  -2.  -5. 

3.  h 13.  -23.  -33.  —43.  -53.  -63.  -73.  4.  -s — 42.  -23.  -4.  15.  34.  53.  5.  +-81. 

-69.  -57.  -45.  -33.  -21.  -9.  6.  +1.  l4-  2.  24-  3.  7-  +5.  6f.  7f.  9^-.  10^-.  12. 

*!  2 5 5 5 ft 


8. 

—4.  -2A  -lA  4.  1-i. 

3. 

9.  + 

3 

31 

18 

G 3 2 3 G 

4* 

48* 

24* 

1 

5 

2 - 0 n 3 0 4 4 2 

77 

29  13 

5 

1 

— . 

— 

. 1— . 1— . 2—.  3.  11.  -s . 

— 

7 

7 

7 7 7 3 

144* 

72*  48* 

30* 

144' 

* 

. -3-.  -4^-.  —4r~.  -5.  13. 

1 

11  7 

1 

1 

* 

8 4 8 

2 

30*  30 

10 

30* 

1 11  1 

3*  48*  8* 

10.  - 

t— 1.  " 

3 

7* 

12.  -h-2. 

-4 

-4 

~3t 

3 13 

17 

7 

10*  SO* 

30* 

10* 
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EJERCICIO  290.  1.  1470.  2.  16200.  3.  9417.  4.  10100.  5-  10800.  6.  $40.75. 

7 $131.20.  8.  33660.  9.  bs  5430.  10.  7.75  m;  55  m.  H.  400,  800,  1200  sucres. 

12.  29  8.  39  11,  49  14,  79  23.  13-  $1648.  14.  246  km.  15.  534.  16.  -27. 

17.  8.  18.  $500.  19.  4200  soles.  20.  402.5  p.  21. 165024.  22.  80.  23. 16500  colones. 

EJERCICIO  291.  1 192.  2.  729. 


3. 

32 


4.  IL  L « R JL  rj  trSOS 

8125'  ' 243'  ' 3)25'  7'  ^®243- 


8.  96.  9.  — . 

2)37 

EJERCICIO  292. 

8.  ±-.  9.  ±-. 

4 5 

EJERCICIO  293. 


10. 

230 


1.  1. 


n'  "I ST 


12.  - 


2. 


3.  5. 


10.  -£ 


2.  -84.  3.  17 


, 253 


7'  -n230 

EJERCICIO  294. 


1.  Ilf 

8'  *£■  9'  I®'  ®f° 


32 

729* 

4.  2. 


241 


13.  -23i. 


14.  -• 


5.  ±3.  6.  -2. 


4.  255f . 

4 


5.  6 


473 


6- 


)02  27 

1.  4f5:  ±25:  ±125:  ±625:3125. 


2.  *~7 : -14  : -28  : -56 


3.  4*128  : ±64  : 32  : ±16  : 8 : ±4  : 2. 


4. 


112 : -224. 

5.  -h-2  : 3 : 4v  : 6- : 

2 4 


10—  : 15—  : 22—  : 34—. 

8 13  32  Cl 


_ 4 1 1 3 9 27 

6.  -H-— : — : — : — : — : — . 

9 3 4 1G  04  25G 


7.  **8:±4:2:±1:— :±— : — :±— . 

2 4 8 10  32 


EJERCICIO  295.  1.  2-|,  2.  f 3.  -8f  4.  -12.  5.  if  6.  if  7.  if  8.  -24f 

« 4 3 8 0 3 2 

EJERCICIO  296.  1.  f 2.  -.  3.  — . 4.  5.  — . 6.  7 — . 8.  9 

3 33  333  09  ° 111  U 45  1 9<K)  ° 22  V 11 


EJERCICIO  297.  1.  64,  126  lempiras.  2.  $10485.75.  3.  2187  balboas.  4.  f . 

5‘  T 6'  ‘Hi'  7-  $2110'  ?•  9-  bs-  36400.  10.  $7174453. 

EJERCICIO  298.  1.  97.888.  2.  82814-4.  3 0.00819.  4.  214992.  5.  210.857. 

6.  13.1577.  7.  8.7141.  8.  619.55.  g.  75.982.  10.  455700.  H.  1024.  12  0.003375. 

13  120980.56.  14.0-02822  4.  15.139313.183  16.1-73205.  17.125992. 

18.  1.49535.  19  2.29017.  20.  2.60543. 

EJERCICIO  299.  1.  6569.  2.  2.63890.  3.  16.9235.  4.  5.1062.  5.  76-464.  6.  -2205.14. 

7.  0.054327.  8.  -2.13734.  9.  0.3888.  10.  4.6512.  11.  6.6526.  12.  1.19132. 

13.  0.00075182.  14.  0.4888.  15.  7.9988.  16.  61.591.  17.  12.6564.  18.  -11-6101. 

19.  2.60614.  20.  1-20766.  21.  0.086551.  22-  0.77958.  23.  120782.  24.  -1.10756. 

25.  0.56893.  26.  0.69241.  27.  0.80434.  28.  5.211685.  29-  8.9943.  30.  5-95366 

EJERCICIO  300._  l.  1.556302.  2.  1-875061.  3.  1-477121.  4.  1-681241.  5.  2-079181. 

6.  1.991226.  7.  1.535294.  8.  1-352182.  9.  0.292256.  10.  1.942008.  u.  2.306424. 

12-  1-651278.  13.  0.397940.  14.  0.176091.  15.  0.146128.  16.  0.367977.  17  1.113943. 

18.  1.397940. 

EJERCICIO  301.  1.  0.6826.  2 3.2059.  3.  4.  4.  -0.25107.  5.  5.  6 6. 

7-  2.  8.  4.  9.  1 42186. 

EJERCICIO  302.  1.  5.  2.  6.  3.  8.  4.  6.  5.  5. 

EJERCICIO  303.  1.  $595-51.  2.  4908.94  soles.  3.  bs.  19251.15.  4 $1183.21.  5 $15812.33. 
6.  35182.58  sucres.  7 $65266.27.  8.  $849.09.  9 $936.54.  10  $800.16. 

11.  $1454.02.  12.  Q.  31624.  13.  5 a.  14.  7 a.  15.  7%.  16.  3%.  17.  $108.52 


EJERCICIO  304.  1.  $5180.21.  2.  8540.43  soles.  3.  $48146.  4.  bs.  363245- 

5.  "12.19  bolivares.  6.  1510.82  bolivares.  7.  127320-55  sucres.  8.  57743.90  soles. 
9.  6438.89  bolivares.  10.  5060.61  bolivares.  n.  62173.96  sucres.  12.  2648.61  soles. 

EJERCICIO  305.  1.  $2462.38.  2.  2906.03  sucres.  3.  $1576.79.  4.  $687.79. 


5 

40 

46 

58 

63 

79 

97 

112 

122 

131 

143 

180 

188 

193 

210 

236 

243 

246 

270 

276 
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